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PREFACE 


1)E  LA  QUATRIEME  EDITION 


Dans  cette  nouvelle  edition,  le  chapitre  XXIV,  qui  est 
d'une  importance  capitale,  puisqu'il  est  consacre  aux  equa- 
tions generales  de  la  Dynamique,  a  ete  complete  par  l'expose 
d'une  theorie  nouvelle,  celle  de  V  as  sends  seme  nt,  telle  qu'elle 
a  ete  donnee  dans  une  these  soutenue,  en  1923,  devant 
la  Faculte  des  Sciences  de  l'Universile  de  Paris,  par 
M.  Beghin. 

Dans  tout  le  cours  de  l'Ouvrage,  les  citations  ont  ete  tenues 
a  jour,  de  facon  a  faire  connaitre,  autant  que  possible,  les 
travaux  recenls  publies  sur  les  diverses  questions  traitees. 

Je  dois,  en  terminant,  remercier  M.  Yeronnet,  maitre  de 
conferences  a  l'Universite  de  Strasbourg,  du  concours  si 
utile  qu'il  m'a  prete  dans  cette  publication. 


Klingelthal  (Bas-Rhin),  21  scptembre  1923. 


P.  Appell. 


AVERTISSEMENT 


Dans  celte  sixieme  edition,  le  tome  11  du  Traite  de 
Mecanique  a  ete  modifie  de  la  meme  facon  que  le  Tome  I  : 
l'orienlation  du  triedre  de  reference  est  celle  adoptee 
aujourd'hui;  Femploi  des  notations  vectorielles  a  ete  deve- 
loppe,  on  a  ajoute  quelques  references  nouvelles.  Mais 
on  a  conserve  a  peu  pres  sans  modifications  le  magistral 
expose  de  la  mecanique  analytique  donne  aux  chapitres 
XXIV  et  XXV. 

G.  VALIRON. 


TRAITE 

DE 

MECANIQUE  RATIONNELLE 


DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES.  —  MECANIQUE  ANALYTIQUE. 


DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES 


CHAPITRE  XVII. 

MOMENTS  D'INERTIE. 


3 1 3.  Geometrie  des  masses.  —  La  theorie  des  moments  d'inertie, 
la  theorie  du  centre  de  gravite  et  celle  de  l'attraction  emprunlent 
a  la  Mecanique  la  seule  notion  de  masse.  Plusieurs  auteurs, 
notamment  Carnot  {Geometrie  de  position)  et  Chasles  {Apercu 
historique,  p.  220),  ont  propose  de  rattacher  ces  theories  a  la 
Geometric.  Mais  on  fait  actuellement  rentrer  ces  questions  dans 
un  chapitre  special  de  la  Me'canique,  auquel  on  a  donne"  le  nom 
de  Giometie  des  masses  [voir  IIaton  tie  la  Goupilliere,  Jour- 
nal de  VEcole  Poly  technique,  XXX  VIP  cahier,  et  Revue  gene- 
rale  des  Sciences  /ntres  et  appliquees,  4°  annee,  1 898,  p.  337). 

Les  theories  qui  constituent  la  Geometrie  des  masses  ont  toutes 
pour  objet  l'etude  de  sommes  de  la  forme  lmf(x,y,  z),  etendues 
a  un  ensemble  de  points  mate>iels  de  masses  m  et  de  coordonnees 
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x,  r,  z.  Par  example,  dans  la  theorie  du  centre  de  gravite, 
fig u rent  les  sommes  obtenues  en  prenant  pour  j\x,  y,  z)  line 
fonction  lineaire  des  coordonnees,  sommes  qui  se  ramenenta  trois 
±mx,  2  my,  2m  z. 

La  theorie  des  moments  d'inerlie,  creY>e  par  lluygens,  se  rap- 
porte  aux  sommes  obtenues  en  prenant  pour  J'(x.  \  \  z)  line  fonc- 
tion enliere  du  second  degre"  des  coordonnees,  sommes  qui  se 
ramenenta  six  2m^2,  ZmjK2>  Imz-,  Imyz,  Zmzx.  Imxy. 

I.  —  DEFINITIONS  ET  EXEMPLES. 

311.  Definitions  des  moments  d'inertie.  —  Ouoique,  dans  les 
applications,  on  ne  rencontre  que  les  moments  d'inertie  par  rap- 
port a  des  axes,  il  est  utile  d'introduire  les  definitions  suivantes. 
Etant  donne  un  systeme  de  points  materiels,  on  appelle  : 

i°  Moment  d'inertie  da  systeme  par  rapport  a  un  plan,  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de  chaque 
point  par  le  carre  de  sa  distance  o  au  plan,  Imo-. 

2°  Moment  d'inertie  par  rapport  it  un  axe,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  m  de  chaque  point  par 
le  carre  de  sa  distance  r  a  I'axe,  2mr2;  on  designe  ordinairement 
ce  moment  par  MA*2  oii  M  est  la  masse  totale  du  systeme  :  k  est 
alors  appele  le  rayon  de  gyration  du  systeme  autour  de  I'axe 
considered 

3°  Moment  d'inertie  par  rapport  a  un  point,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le 
carr£  de  sa  distance  au  point. 

Par  un  point  O  faisons  passer  trois  axes  rectangulaires  x,  y,  z. 
Les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  trois  plans  coordonnes 
sont 

1  m  x-,    £  mY~  j    2  m  z  - ; 
les  moments  d'inerlie  par  rapport  aux  axes, 

2  pt(y*  H-  zi ):    E  m(  s2  -h  xi ),    -  in  ( x-  + 

enfin,  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  point  0  a  pour  valeur 

Im(.r-H-jK2-h  z'1). 
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Des  expressions  ci-dessus  resultent  les  th^oremes  suivanLs  : 

a.  Le  moment  d'inertie,  par  rapport  a  un  axe.  est  egal  a 
la  somme  des  moments  d'inertie  j>ar  rapport  a  deux  plans  rec- 
tangulaires,  passant  par  cet  axe. 

b.  Le  moment  d'inertie,  par  rapport  a  un  point,  est  egal  a 
la  somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  a  trois  plans  rec- 
tangulaires  passant  j>ar  ce  pointy  ou  a  la  somme  des  moments 
d'inertie  par  rapport  a  un  plan  et  a  une  droite  rectangulaires 
passant  par  ce  point. 

4"  Produits  d'inertie.  —  Les  geometres  anglais  appellent 
ainsi  les  sommes  Zmyz,  ^Lrnzx,  l*mxv,  qui  se  ramenent  imm^- 
diatement  aux  moments  d'inerlie.  Menons  en  effet  les  plans  bis- 
secteurs  P  et  P'  des  diedres  forme's  par  les  plans  zOx  et  zOy, 
plans  qui  ont  pour  equations  x-i-y  =  o,  x  —  y  =  o,  puis  appe- 
lons  o  et  o!  les  distances  du  point  de  masse  m  et  de  coordonnees 
x.  y,  z  a  ces  deux  plans.  Nous  avons 

S  m xy  —  -  ( 2  m  o-  —  2  rn  o  - ), 

relation  dans  laquelle  les  deux  termes  du  second  membre  sont  des 
moments  d'inertie. 

315.  Systemes  continus.  —  Pour  calculer  les  moments  d'inertie 
d  un  corps  continu,  d'une  masse  melallique,  par  exemple,  on  la 
suppose  decomposed  en  elements  de  volumes  infiniment  petils  dv 
dont  les  coordonnees  sont  x.  y,  z  et  la  masse  m  =  pdv,  p  desi- 
gnant  la  densite  du  volume  eUementaire  dv.  Alors,  une  somme 
telle  que  Imx-,  ou  Zmyz  devient  une  integrate  triple  jjj  px-dv 

ou  iff  pyz  dv  etendue  au  volume  consider^. 

316.  Exemples.  —  i "  Moments  dHnertie  d^une  sphere  homogene.  — 
Soil  p  la  densite.  Cherehons  d'abord  le  moment  d'inertie  ;jl  de  la  sphere 
par  rapport  a  son  centre;  ce  moment  est  une  fonction  du  rayon  R;  son 
accroissemenl  '/•/,  lorsque  IS  prend  un  accroissement  infiniment  petit  o?R, 
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est  le  moment  d'inertie  d'une  couclie  spherique  de  masse  j-  \\-yd\\,  par 
rapport  a  un  point  qui  en  est  a  la  distance  constante  \\  ( fig.  179  j  :  c'est  done 

d\x  =  \  ~  \{-od\\  x  W-j 
d'ou,  en  integrant  entre  les  limites  o  et  P», 


Le  moment  d'inertie  par  rapport  a  un  plan  diametral  est 


puisque  le  moment  d'inertie  par  rapport  a  tous  les  plans  diametraux  est 
le  meme,  et  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  est  egal  a  la 
somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  a  trois  plans  diametraux  rec- 
tangulaires.  De  la  resulte  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  a  un  dia- 
metre,  somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  a  deux  plans  diametraux 
rectangulaires,  a  pour  valeur 

M  designant  la  masse  totale  ^-pK:i;  le  rayon  de  gyration  autour  d'un 
diametre  est  done 

5 

2°  Moments  dHnertie  (Tun  ellipso'ide  homogene.  —  Soit 


_  _i_  zl 

a-       b  ■ 


l'equation  de  l'ellipsoide.  Son  moment  d'inertie  par  rapport  au  plan 
des  xy  est,  en  appelant  p  la  densite, 


z-  dx  dy  dz, 

l'integrale  triple  etant  ctendue  a  tout  le  volume  de  l'ellipsoide. 
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Si  Ton  fait  le  •  hangement  de  variables 

x  =  ax',       y  =  by', 


abc3 


P      dx  dy'  dz 


la  ii'>u\elle  integrate  triple,  etant  etendue  au  volume  de  la  sphere 
x-  -+-  r'2  4-  z'-  —  i  =  o, 

repre*sente  le  moment  d'inertie  de  cette  sphere  de  rayon  i  par  rapport  a 
un  plan  diametral,  et  a  pour  valeur  ~7:p;  on  a  done 

Zmz  -  =  A  ^p  abcz ; 


cette  <{uantite  peut  s'ecrire  enfin 


5 


M  etant  la  masse  ~  izpabc  de  l'ellipsoide. 

On  trouvera  de  meme  que  les  moments  d'inertie  de  l'ellipsoide  sent 
par  rapport  au  plan  des  xz, 

fa 


par  rapport  au  plan  des 


M5> 


et.  par  suite  :  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz, 


ODD 


et,  par  rapporl  au  rentre, 

M 


']"  Moment  d'inertie}  par  rapport  a  son  axe,  (Tun  solide  homogene 
de  revolution  limite  par  les  plans  de  deux  paralleles.  —  Prenons 
d'abord  le  cas  d'un  cylindre  de  revolution  de  hauteur  h  et  de  rayon  R. 
Comme  dans  le  cas  dc  la  sphere,  en  donnant  un  accroissement  dl\  au 
rayon,  le  moment  d'inertie  du  cylindre,  par  rapport  a  son  axe,  prend  un 
accroissement 

rffji  =  R2(27cRAprfR), 
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puisque  Lous  les  points  d<:  la  couehe  cylindrique  dont  s'accroit  le  solide 
sont  a  la  distance  \\  de  I'axe  et  que  Paccroissemenl  de  masse  est  it.  R/tp  <l\\. 
En  integrant  l'egalite  ci-dessus,  nous  aurons 


ce  qu'on  peut  ecrire 


ix  =  kWH 


=  -n  K*  h  p 
> 


M  R2 
~2  ' 


le  rayon  de  gyration  est  done  R  —  ■ 

Soit,  en  general  (Jig.  180),  z  =  cp  (a?)  l'e'quation  de  la  meridienne  de  la 
surface  de  revolution  done  l'axe  est  Oz.  Decomposons  le  solide  en  cylindres 


Fig.  i 80. 

elementaires  par  des  plans  perpendiculaires  a  laxe;  le  moment  dinertie 
d'un  de  ces  cylindres,  de  rayon  r  et  de  hauteur  dz.  sera,  d'apres  ce  qui 
precede. 

-3c  r*'p  dz, 


et,  si  £0  et  z\  sont  les  cotes  des  paralleles  extremes,  le  moment  dinertie 
du  solide  aura  pour  expression 


M  k' 


r  etant  lie  a  z  par  relati< 


ate, 


on  voit  que,  dans  ce  cas,  le  moment  d  inertie  se  calcule  par  une  integrate 
simple. 
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II.  -  THfJORilMES  GflNERAUX. 

317.  Variation  du  moment  d'inertie  d'un  systeme  par  rapport 
a  un  axe  se  deplacant  parallelement  a  lui-meme.  —  Getle  varia- 
tion est  donnec  par  le  tlit^oreme  suivant  : 

Le  moment  d'inertie  d'un  systeme  par  rapport  a  un  axe  est 
egal  au  moment  d'inertie  par  rapport  a  un  axe  parallele  pas- 
sant par  le  centre  de  gravite,  augmente  du  produit  de  la 
masse  to  tale  par  le  car  re  de  la  distance  des  deux  axes. 

So  it  AB  un  axe  quelconque  donne;  prenons  pour  axe  des  z 
l'axe  parallele  Gz  passant  par  le  centre  de  gravity,  et  soient  x  =  a, 
y  —  b  les  Equations  de  l'axe  donne  AB.  Le  moment  d'inertie  par 
rapport  a  cet  axe  est 

Sm[(#-a)2+ ■  (7- &)'«}; 

ce  qu'on  peut  ^crire 

I  m  ( x- -+-  jk2  )  -h  (  a-  -b  6'-)Sm  —  la'Lmx  —  i  b  S  my ; 

mais  les  sommes  ?Lmx,  ILmy  sont  nulles,  puisque  le  centre  de 
gravite  se  trouve  sur  l'axe  des  z;  il  reste  alors,  pour  expression  du 
moment  d'inertie  par  rapport  a  AB, 

S  m(x*  -h  r2 )  -+-  ( a1  rh  &2 )  s  m? 

ce  qui  demontre  la  proposition;  car  Zm(x'2  -hy-)  est  le  moment 
d'inertie  par  rapport  a  G  :  et  («L>  +  ^2)  le  carre  de  la  distance  des 
deux  axes. 

Soient  1  le  moment  d'inertie  par  rapport  a  AB,  IG  le  moment  par 
rapport  a  l'axe  parallele  passant  par  G,  d  la  distance  de  ces  deux 
axes  :  on  a  I  =  I6+  M  d2.  Soit  de  meme  Y  le  moment  d'inertie  par 
rapport  a  un  axe  parallele  a  la  meme  direction,  mais  situe  a  une 
distance  d'  du  centre  de  gravite;  on  a  Y  =  TG -4-  M  d'- :  d'oii,  en 
relrancliant, 

i  —  r==  M(d-i—d"-): 

formule  qui  permet  de  calculer  [',  connaissant  1  et  la  position  du 
centre  de  gravite. 

[1  resulte  du  theoreme  I  =  que,  de  tous  les  axes 
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paralleles  a  une  direction  donn&e,  celui  pour  lequel  1c  moment 
d'inertie  est  mini  mum  passe  par  ie  centre  de  gravite.  Les  axes  de 
direction  fixe  par  rapport  auxquels  ce  moment  a  une  valeur  cons- 
tante  engendrent  un  cylindrc  de  revolution  dont  I'axe  passe  par 
le  centre  de  gravity. 

On  d^montre  de  meme  que  : 

Le  moment  d'inertie  d'un  systeme,  par  rapport  a  un  plan, 
est  egal  au  moment  d'inertie  par  rapport  a  un  j)lan  pat  allele 
mene  par  le  centre  de  gravite,  augmente  da  produit  de  la 
masse  totale  par  le  car  re  de  la  distance  des  deux  plans ; 

Le  moment  d'inertie  d'un  systeme,  par  rapport  a  un  point  O, 
est  egal  au  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  de  gra- 
vite G,  augmente  du  produit  de  la  masse  totale  par  le  carre 

de  la  distance  des  deux  points  OG  . 

318.  Variation  du  moment  d'inertie  par  rapport  a  des  axes 
passant  par  un  meme  point.  Ellipsolde  d'inertie  (Poinsot).  — Elu- 
dions  maintenanl  les  variations  du  moment  d'inertie  pris  par  rap- 
port aux  divcrses  droilcs  issues  d'un  point  O  {fig-  1 8 t  ) .  Prenons 


X 


Fig.  1 8 1 . 

ce  point  pour  origine  et  soient  a,  j3,  y  les  cosinus  directeurs  d'une 
droile  O  o.  Le  carre"  de  la  distance  mp  d'un  point  .r,  v,  r  a  cetle 
droite  a  pour  valeur  Om'2 — Op'2,  c'est-a-dire 

r*-  =  a?2      ,-2  +     _  ( ax  _i_  o  y         _  ^ 

ce  qui  peut  s'ecrire 

r*-  kp  ( x-  -f-  y- 4-  z*  )  (oc«  -h  [32  ■+-  Y2 )  —  ( a  x  ■+-  p y  4-  7  % )- 
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on,  on  developpant, 

r2=  a2(y24-  c2)-+-  (32(z2+;r2) 

-+-  y2  (x-  -+-  Y- )  —  2  $YYZ  —  2     :x  —  2  a  (3  xjK, 

d'ou  resulte  pour  le  moment  d'inertie  la  valeur 

X  mra  ==  a-  H  m(.r2  -+-  s2)  -(-  [32  2  /«( z2  -+-  ^2 ) 

■+■  -/2  £  m ( .r2  +  y- )  —  2  (3 y 2  mjK^s  —  2,i,aEmu'  — ■  2 a  (3 2  m .r^. 

En  designant  par  A,  B,  G,  D,  E,  F  lcs  sommes  constantes  qui 
entrent  dans  la  formula  ci-dessus,  nous  obtenons 

( 1 )  S-w/-2  =  Aal+  B  (32  -4-  G Y2  —  2  D  [jy  —  2  E      —  2  F  a(3. 

Les  constantes  A,  B,  C  sont  les  moments  d'inertie  par  rapport 
aux  axes  de  coordonn^es  :  D,  E,  F  sont  les  produits  d'inertie. 

Pour  interpreter  geometriquement  le  resultat  auquel  nous 
venons  d'arriver,  portons  de  part  et  d'autre  de  O,  sur  chaque  droite 

O  0,  une  longueur  OP,  telle  que  -^j  —  \/lmr2,  et  cherchons  le  lieu 

du  point  P(X,  Y,  Z).  Nous  avons  tout  d'abord 

X  Y  Z  1 

k=  op'    iJ=op'    t  =  of    avec  or*  = 

en  portant  ces  valeurs  dans  l'equation  (1),  il  nous  vient 

(2)  1  =  AX2  +  BY2-{-  CZ2  —  2DYZ  —  2EZX  —  2FXY, 

equation  d'une  surface  du  second  ordre.  Cette  surface,  qui  a  l'ori- 
gine  pour  centre,  est  necessairement  un  ellipsoide;  le  rayon  vec- 
teur  OP  e>t,  en  effet,  toujours  r^el  et  fini,  puisqu'il  a  pour  valeur 

:t  que  le  moment  d'inertie  est  toujours  positif.  II  n'y  aurait 


2,  mr- 


exceplion  que  pour  le  cas  ou  tous  les  points  materiels  du  systeme 
seraient  en  ligne  droite  avec  le  point' O  :  dans  ce  cas,  le  moment 
d'inertie  par  rapport  a  cette  droite  serait  nul,  et  l'ellipsoide  se 
reduirait  a  un  cylindre  de  revolution  autour  de  cette  droite. 

L'ellipsoide  dont  l'equation  vient  d'etre  etablie  a  recu  le  nom 
d1 'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  point  O;  ses  plans  et  ses  axes  de 
symelrie  se  nomment  plans  principaux  et  axes  principaux 
d'inertie  relatifs  au  point  consider^.  L'ellipsoide  d'inertie  relatif 
au  centre  de  gravite  est  V  ellijisoide  central  d'inertie.  En  general, 


Id  dynamique  des  systemes. 

il  u'v  a  done  que  trois  axes  principaux  d'inertie  relatifs  a  un  point; 
si  l'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  point  est  de  revolution,  il  y  en  a 
une  infinite  dnns  le  plan  de  Fequateur;  s'il  est  une  sphere,  tout 
;ixc  passant  par  le  point  est  principal  pour  ce  point. 

Une   fois   l'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  point  O  trace,  le 

moment  d'inertie  par  rapport  a  un  axe  ( )  B  est  -^7i ,  P  designant  le 

point  on  0  6  price  l'ellipsoide.  De  tons  les  axes  menes  par  0, 
celui  qui  donne  le  plus  petit  moment  d'inertie  est  done  le  ^rand 
axe  de  l'ellipsoide. 

319.  Conditions  pour  que  l'axe  0  z  soit  principal  pour  le  point  O . 

—  Cherchons  les  conditions  pour  que  Tun  des  axes  de  coordonnees 


h 


0' 


Fig.  il 


Oz  soit  axe  principal  d'inertie  par  rapport  au  point  O.  11  faut 
pour  cela  que  I'equation  de  l'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  point  O 

ne  contienne  pas  de  termes  du  premier  degre"  en  z ,  e'est-a-dire 
qu'on  ait 

I)  =  o,  E  =  o 

ou  bien 

(3)  2  myz  =  o,  ^Lmxz=o. 

L'axe  des  z  etant  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  O  ne  le 
sera  pas,  en  general,  pour  un  autre  point  O'  de  sa  direction,  situc 
a  une  cote  00'=  h.  Pour  exprimer  que  O  z  est  aussi  un  axe  prin- 
cipal en  O'  on  devrait,  d'apres  ce  qui  precede,  joindre  aux  equa- 
tions (3)  les  conditions  nouvelles 

(4)  2  /.njK(  z  —  h)  =  o,       Smar(2-  A)s=  o, 


CHAPITRE  XVII.   —  MOMENTS  D'lNERTIE.  II 

obtenues  en  portant  l'origine  en  O'.  En  les  combinant  avec  les 
premieres,  ces  equations  se  r£duisent  a 

Sm^='o,       £  rn.r  —  o. 

equations  qui  exprimenl  que  Oz  passe  par  le  centre  de  gravity. 
Si  cette  condition  geom^trique  est  verified,  I'axe  des  z  sera  axe 
principal  d'inertie  pour  un  quelconque  de  ses  points  et  en  parti- 
culier  pour  le  centre  de  gravite,  car  les  conditions  que  nous 
venons  de  trouver  sont  alors  verifiers,  quel  que  soit  h\  d'ou  ce 
theoreme  : 

Theoreme.  —  Un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centre 
de  gravite  est  axe  principal  dHnertie  pour  Vun  quelconque 
de  ses  points.  Inversement,  si  un  axe  est  principal  pour  deux 
de  ses  points,  il  Vest  pour  tous  et  passe  par  le  centre  de  gravite . 

II  est  evident  que,  si  un  solide  homogene  admel  un  plan  de 
symetrie,  ce  plan  est  principal  pour  chacun  de  ses  points,  car, 
en  prenant  ce  plan  pour  plan  des  xy,  on  a,  quelle  que  soit 
l'origine, 

2  mxz  =  o.       2  myz  =  o, 
z  prenant  des  valeurs  deux  a  deux  egales  et  de  signes  contraires. 

320.  Remarque.  —  Un  ellipsoide  quelconque  ne  peut  pas  lou- 
jours  etre  considere  comme  un  ellipsoide  d'inertie.  Si  Ton  rap- 
porte,  en  cfFet,  a  ses  axes,  un  ellipsoide  d'inertie,  son  equation 
devient 

AX2h-BY2h-GZ2  =  i, 

on  A,  B,  C  sont  les  moment  d'inertie 

*l  =  -a*),       B  ==  2  m  (z--+-  jc-),       C  =  2  m{x"-  -+- y*-) 

par  rapport  aux  trois  axes;  et  1'on  voit  immediatement  que  l'un 
quelconque  d'entre  eux  est  au  plus  egal  a  la  somme  des  deux 
autres.  Par  exemple,  lorsque  l'ellipsoide  d'inertie  est  de  revolu- 
tion, il  peut  etre  aussi  allonge  qu'on  le  veut;  mais,  s'il  est  aplali, 

son  aplatissement  est  au  plus  6gal  a  ^  2  _  1  • 

Si  le  solide  est  une  plaque  d'epaisseur  infiniment  petite,  situ^e 
dans  le  plan  des  xy,  l'un  de  ses  axes  principaux  est  Oz  par  raison 
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do  symclrie  :  soicnt  Ox  et  Of  les  deux  oulres.  Alors.  s  6tant  nul, 
on  a  G  =  A  -f-  B. 

On  verra,  a  tilre  d'exercice,  que,  pour  que  Pellipsoide  d'inertie  puisse 
en  quelque  point  de  1'espace  se  reduire  a  une  sphere,  il  faut  que  I'ellip- 
soide  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravite  soit  1111  ellipsoi'de  de  revolution 
aplati;  il  existe  alors  sur  son  axe  de  revolution  deux  points  symetriques 
par  rapport  au  centre  de  gravite,  pour  lesquels  la  condition  est  satisfaite. 

324.  Probleme  de  Binet.  —  Trouver  Venveloppe  des  plans  par 
rapport  auxquels  le  moment  d'inertie  'Tun  systeme  <<  ///>'■  valeur 
donnee  M  k1. 

liapportons  le  systeme  aux  axes  principaux  d'inertie  G./;,  Gr,  Gz  de 
1'ellipsoi'dc  central,  e'est-a-dire  de  l'ellipsoi'de  d'inertie  relatif  au  centre 
de  gravite,  et  soient  Ma2,  Mb2,  Me-  les  moments  d'inertie  par  rapport 
aux  trois  plans  coordonnes. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  au  plan 

it  x  -+-  vy  -h  wz  -+-  I  —  o 

a  pour  valeur 

„  m(  u  x  -+-  P  v  — (-  w  z  — i—  i  )- 

-  mr-  =  1  — ■—  

a  -  -h  v  - -+-  w1 

En  developpant  cette  expression  et  remarquant  que,  d'apres  le  choix 
des  axes  coordonnes,  les  six  sommes  Hmx,  2>my,  Y*mz,  ILmyz  .^/»zx, 
Zmxy  sont  nulles,  on  devra  avoir  la  relation 

u- M  a?  -h  v- M  b2  -+-  w2  Mc'-+  M 


M  k*  = 


qui  devient  sous  forme  entiere 

W2  ( ai  _  x-2 )  +  p2  ( &2  _     )  +  w2  ( c°-  —  k2 )  -+- 1  =  o, 

G'est  Pequation  tangentielle  de  la  surface  du  second  ordre 

x2  y2  z2 


tt2_  k-2  ^  b2—  k2  C2—k*- 


Lorsqu'on  fait  varier  le  parametre  k,  les  surfaces  representees  par  cette 
equation  restent  homofocales.  Comme  elles  doivent  etre  reelles,  il  faut 
que  k2  soit  superieur  a  la  plus  petite  des  quantites  a2,  b2:  c2  :  c2  par 
exemple;  il  en  resulte  que  le  plan  pour  lequel  le  moment  d'inertie  est 
minimum  est  le  plan  des  xy. 

Par  un  point  O' (x  ,  y' ,  z')  de  Pespace,  il  passe  trois  de  ces  surfaces  : 
les  valeurs  du  parametre  k2,  relatives  a  ces  trois  surfaces,  sont  les  racines 
a2?  P2>  Y2       ^equation  du  troisieme  degre 
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Les  trois  surfaces  homofocales  qui  passent  par  O'  se  coupent  a  angle 
droit;  on  a  alors  le  theoreme  suivant  : 

Les  plans  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  0'  sont  les  plans 
tangents  aux  trois  surfaces  homofocales  (i)  qui  passent  par  ce  point; 
et  les  moments  d  inertia  par  rapport  a  ces  trois  plans  principaux  sont 
Ma-,  M(32,  My2;  a2,  [3-,  y2  designant  Irs  racines  de  Vequatiin  (2). 

La  demonstration  resulte  du  rapprochement  des  deux  faits  suivants  : 

i°  L'enveloppe  des  plans  passant  par  0'  par  rapport  auxquels  le  moment 
d'inertie  du  systeme  a  une  valeur  donnee  Mk-  est  le  cone  de  sommet  O' 
circonscrit  a  la  surface  (1).  Cette  enveloppe  est  un  veritable  cone  tant  que 
la  surface  (1)  ne  passe  pas  par  O',  c'est-a-dire  tant  que  k2  n'a  pas  une  des 
valeurs  a'2,  (32,  y2.  Mais,  si  k-  a  l'une  de  ces  trois  valeurs,  la  surface  (1) 
passe  par  O'  et  le  cone  circonscrit  de  sommet  0'  devient  un  plan  double 
confondu  avec  le  plan  tangent  a  cette  surface  en  0'; 

2°  Cherchons  directement  l'enveloppe  dc  ces  memes  plans  en  prenant  0' 
pour  origine,  et  pour  axes,  O'  X\y\Z\,  les  trois  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  a  0'.  Soient  x±,  jri9  Z\  les  coordonnees  d'un  point  du  systeme, 

les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  trois  plans  principaux  relatifs  a  0'. 
Le  moment  d'inertie  du  systeme  par  rapport  au  plan  iiXi-\-  vy\-\-  wz±  —  o 
passant  par  0'  est 

M*2=  ^m(jifl±lIl±J^ll  =  M(afa2+p2P2+T2^2) 
U-  -h  V2  -h  W2  U2  -+-  v- -+-  w2 

Si  k2  doit  rester  constant,  on  a 

u2 (a 2  —  A-2 )  -+-  p2 (  p 2  _  £2 )     W2 ( 7 2  —  k-)  =  o; 

le  plan  enveloppe  alors  un  cone  dont  l'equation  est 

gj         y\  A 

C'est  la  un  veritable  cone  tant  que  k-  n'a  pas  une  des  valeurs  af,  (3?,  yf , 
pour  k-=  a2  par  exemple,  le  cone  se  reduit  au  plan  double  x\  =  o,  c'est- 
a-dire  a  l'un  des  plans  principaux  relatifs  au  point  O'  :  de  m£me  pour 
k2  =  Pi,  k-=  y2,  on  a  les  deux  autres  plans  principaux  relatifs  a  O'. 

Comme,  dans  la  premiere  facon  de  raisonner,  nous  avons  trouve  que  le 
meme  cone  se  reduit  a  des  plans  doubles  seulement  quand  k2  est  egal 
a  a-,  fi2  ou  f,  il  faut  que  af,  [3f,  y?  soient  egaux  a  a2,  (32,  y2 ;  comme  nous 
avons  trouve,  de  meme,  que  ces  plans  doubles  coincident  avec  les  plans 
tangents  aux  trois  surfaces  homofocales  passant  par  O',  il  faut  que  ces 
plans  tangents  coincident  avec  les  plans  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point  0',  X\  =  o,  V\  =  o,  Z\  =  o. 

Le  theoreme  est  done  demontre. 
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322.  Lieu  des  points  0'  tels  que  le  moment  d'inertie  par  rapport 
a  l'un  des  axes  principaux  relatifs  a  0'  ait  une  valeur  donnee  M />-.  — 
Supposons  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  a  I'axe  principal  OfZi  ait 
pour  valeur  M/>2:  on  aura 

M  ry-  =  M ]>-. 

Or  a2,  (S2,  y2  sont  ^es  racines  de  l'equation  (?.);  ecrivant  cette  equation 
sous  forme  entiere,  on  a  pour  la  somme  des  racines 

a2  +  [i2n-  y2  =  .r'2-h  /2-f-  ^'2-+-  "2 -+-  62—  c2. 

d'ou  en  faisant 

.z'2  -4-  /2  -h  ^'2  =  r'2,         a2  -f-  02  =  JE>«, 
Y2=  /-'2-4-  a2-f-  62-f-  c2  —  p"-. 

En  exprimant  que  Y2  est  racine  de  l'equation  (2),  on  a  l'equation  dulieu 


//-  -+-  c-  —  p'1  -h  r'2,      c-  -h  a'2  —  p-  -t-  r'-       a-  -h  b-  —  p- -4-  r- 

c'est  une  surface  du  quatrieme  degre,  coupee  suivant  des  coniques,  par  les 
plans  coordonnes,  identique  a  la  surface  des  ondes  de  Fresnel. 

(  Yoyez  Glebsch,  Journal  de  Crelle,  t.  57;  0.  Hesse,  Vorlesungen 
iiber  analytische  Geometrie  des  Raumes ;  Darboux,  Note  a  la  Meca 
nique  de  Despeyroiis.) 

323.  Determination  experimental  des  moments  d'inertie.  —  Nous 
verrons  plus  loin  comment  la  theorie  du  pendule  compose  permet  de 
determiner  experimentalement  un  moment  d'inertie.  Bornons-nous  a 
indiquer  que  MM.  Brassine  (Comptes  rendus,  t.  XCV,  p.  446 ),  Marcel 
Deprez  (ibid.,  t.  LXXI1I,  p.  785),  Joukov\ski  (Bulletin  de  V Association 
francaise  pour  Vavancement  des  Sciences,  1889,  p.  23)  ont  indique 
divers  appareils  pour  cette  determination.  Les  integrateurs  mecaniques 
permettent  egalement  d'evaluer  les  moments  d'inertie,  comme  on  le  verra 
dans  le  Traite  de  Statique  graphique  de  M.  Maurice  Levy. 

M.  Haffner  a  imagine  un  appareil  permettant  de  reconnaitre  si  un  axe 
donne  est  principal  pour  le  centre  de  gravite  [voir  Machine  a  deter- 
miner les  balourds,  par  P.  Appell  (Journal  d<-  VEcole  Poly  technique , 
2e  semestre,'9e  Cahier,  1904)]. 


EXERCICES. 


1.  Galculer  les  moments  d'inertie  d'un  parallelepipede  rectangle  homogene,  de 
dimensions  a,  b,  c,  par  rapport  aux  paralleles  aux  aretes  menees  par  le  centre. 


Reponse.  —  On  trouve 


b2-hc-  ,,c2-+-«2  m.  a--\-b2 
 >    M  >  M  
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2.  On  considere  le  volume  compris  entre  deux  cylindres  de  revolution  de 
meme  axe  de  rayons  R  et  R'  et  de  hauteur  commune  It.  Calculer  les  moments 
d'inertie  de  ce  volume  suppose  homogene  par  rapport  a  l'axe  de  revolution  et 
par  rapport  a  une  droite  perpendiculaire  a  l'axe  qu'elle  coupe  et  equidistante 
des  bases. 


Reponse.  —  M  designant  la  masse  du  solide,  on  trouve 


4  w. 

3.  Pour  representer  la  variation  du  moment  d'inertie  par  rapport  a  des  axes 
paralleles  AB,  on  peut  porter,  sur  chaque  axe,  a  partir  du  point  A  ou  il  rencontre 
un  plan  fixe  perpendiculaire  a  la  direction  des  axes,- une  longueur  AI  egale  au 
moment  d'inertie  correspondant.  Lieu  du  point  I.  ( Paraboloide  de  revolution.) 

4.  Si  un  solide  admet  un  plan  de  symetrie  materielle,  ce  plan  est  principal 
pour  chacun  de  ses  points. 

Si  un  solide  admet  un  axe  de  symetrie  materielle,  cet  axe  est  principal  pour 
chacun  de  ses  points. 

(La  symetrie  est  materielle  quand  chaque  element  a  meme  masse  que  son 
symetrique. ) 

5.  Dans  un  tetraedre  regulier  homogene,  l'ellipsoi'de  central  d'inertie  est  une 
sphere.  (Cela  resulte  de  la  disposition  des  plans  de  symetrie.) 

6.  Conditions  pour  que  l'axe  Oz  soit  principal  pour  1'un  de  ses  points. 

"Lmxz  Smn 
Reponse.  —   =  

(La  valeur  commune  de  ces  rapports  donne  la  cote  h  du  point.) 

7.  Les  axes  principaux  d'inertie  en  un  point  d'un  axe  principal  relatif  au 
centre  de  gravite  sont  paralleles  aux  axes  principaux  relatifs  au  centre  de  gra- 
vite. ( Rcciproque. ) 

8.  Etaht  donne  un  cylindre  droit  homogene,  dont  la  hauteur  est  A,  dont  la 
base  Q.  est  situee  dans  le  plan  xOy,  et  dont  les  generatrices  sont  paralleles  a 
l'axe  0~,  soient  1^.,  I  ,  I,  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy, 
Oz;  demontrer  les  formules 

lz=  h  jj* ( x--hy2)  dxdy, 

Ix  —  h  jj" y  -  dx  dy  -+-  ^-  il,       Iy  =  h  jj* x2  dx  dy 

2  A*  - 

I   -+-  I   =      H  O. 

^  y      -  3 


Les  integrations  sont  ctendues  a  une  section  droite  et  la  densite  egale  a  i. 
(  Resal,  Cours  de  V  Ecole  Poly  technique.) 

9.  hit anl  donnee  une  aire  plane,  qui  est  situee  dans  le  plan  des  xy  et  que  Ton 
regarde  comme  un  ensemble  d'elements  materiels  dont  le  z  est  nul,  demontrer  : 

i°  Que  tout  axe  situt^  dans  le  plan  de  l'aire  est  principal  pour  un  de  ses  points 
et  calculer  les  coordonnees  de  ce  point  ; 

2°  Que  le  moment  d'inertie  par  rapport  h  Oz  est  egal  a  la  somme  des  moments 
d'inertie  par  rapport  a  Ox  et  Oy. 
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10.  Moments  d'inertie  des  surfaces  de  revolution  par  rapport  d  Vaxe.  —  Si 
l'equation  y  —  f{x)  represente  la  courbe  mcridienne,  tracee  clans  le  plan  des  xy 
et  rapportce  a  l'axe  de  revolution  corame  axe  des  x,  le  moment  d'inertie  de  la 
surface  engendree,  par  rapport  ;i  cet  axe,  sera  donne  par  la  formule 


ou  e  represente  l'epaisseur  constante  de  la  surface  materielle  supposee  infiniment 
mince  et  oil  p  est  la  densite  constante  de  la  couche. 

Surface  laterale  du  tronc  de  cone.  —  Si  /•  et  /•'  sont  les  rayons  des  deux 
bases  du  tronc,  on  a 

I  =  M  

Calotte  spherique  de  rayon  R  et  de  hauteur  II 
I  =  MB  (R-f)  - 

11.  Moments  d'inertie  des  solides  de  revolution  homo  genes  par  rapport  a 
Vaxe.  —  Tronc  de  cone.  —  Soient  r  et  r'  les  rayons  des  deux  bases  du  tronc;  on  a 

io      /'3 —  /■  3 


Segment  spherique  a  deux  bases.  —  Soient  r  et  r'  les  rayons  des  deux  bases 
du  segment,  H  sa  hauteur  et  R  le  rayon  de  la  sphere,  a  laquelle  il  appartient; 
on  trouve 

I  =  —  r.;Ai\ 2oR2H2-Hi5(/-2-f-  r'-Y-—  3H*1. 

120    1      L  J 

(Dostor,  Archiv.  de  Grunert.) 

12.  On  considere  un  point  fixe  O  et  un  axe  variable  06  passant  par  ce  point 
On  mene  un  plan  P  perpendiculaire  a.  OS,  a  une  distance  de  O  egale  au  rayon 
de  gyration  d'un  systeme  materiel  autour  de  OS.  Enveloppe  du  plan  P  y 

[Cette  enveloppe  est  un  ellipso'ide  (Glebsch,  Crelle,  t.  57).] 

13.  Soient 

ft*)  ^(z-zx){z-z2)...{z-zp)  =  o 

une  equation  de  degre  p  par  rapport  a.  une  variable  imaginaire  z;  zu  z2....,  zp 
ses  racines.  Representons  ces  racines,  suivant  la  metliode  de  Cauchy,  par  des  points 
sur  un  plan;  regardons  ensuite  ces  points  comme  des  points  materiels  ayant 
l'unite  de  masse;  enfin  convenons  d'appeler  points  centraux  d'ordres  successifs 
i,  2,  3,  ...  les  racines  des  derivees  successives  f'(z)  f"(z),  f"'(z),  ....  On  a 
alors  les  theoremes  suivants  : 

Le  point  central  d'ordre  (p  —  i)  est  le  centre  de  gravite  du  systeme  donne; 

La  droite  qui  joint  les  deux  points  centraux  d'ordre  (p —  2)  est  dirigee  sui- 
vant le  grand  axe  de  l'ellipsoide  central  d'inertie  du  systeme. 

Si  Ton  appelle  A  et  R  les  rayons  de  gyration  autour  des  deux  axes  principaux 
d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravite  et  situes  dans  le  plan  du  systeme,  la  d i fife- 
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rence  A2 — B-  est  egale  a  (p —  i)  fois  le  carre  de  la  demi-distance  des  points 
centraux  d'ordre  (p —  2). 

Pour  que  A  =  B,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  derniers  points  coincident. 

(Lucas,  Bulletin  de  la  Societe  mathematique,  t.  XX,  p.  10  et  17). 

14.  (Quelle  forme  faut-il  donner  a  une  masse  homogene  donnee  M  pour  que  son 
moment  d'inerlie  par  rapport  a  un  point  donne  O  soit  minimum  ? 

Beponse.  —  La  forme  d'une  sphere  de  centre  O. 

15.  Etant  donne  un  systeme  de  points,  etudier  le  complexe  forme  par  les  axes 
par  rapport  auxquels  le  moment  d'inertie  a  une  valeur  donnee  Mq-. 

lleponse.  —  En  prenant  les  notations  du  n°  321,  on  trouve  un  complexe  du 
second  ordre  forme  par  les  droites  par  lesquelles  on  peut  mener  a  la  surface 


a2_|  c,__<l 

des  plans  tangents  rectangulaires. 

16.  Etudier  de  meme  le  complexe  forme  par  l'ensemble  des  axes  principaux 
relatifs  aux  differents  points  de  l'espace. 

(Complexe  forme  par  les  normales  a  une  famille  de  surfaces  du  second  degre 
liomofocales. ) 

IT.  Les  droites  du  complexe  precedent,  qui  passent  par  un  point  O',  forment 
un  cdne;  trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  generatrices  de  ce  cone  sont 
des  axes  principaux. 

(Lieu  des  pieds  des  normales  menees  de  O'  aux  surfaces  homofocales. ) 

18.  Trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  ellipsoi'des  d'inertie  sont  de 
revolution. 

[II  faut  que  l'equation  (2)  de  la  page  12  ait  deux  racines  egales;  on  trouve 
une  ellipse  et  une  hyperbole  situees  dans  deux  des  plans  principaux  relatifs  au 
centre  de  gravite.] 

19.  Dans  un  ellipsoide  d'inertie,  le  plus  petit  des  demi-axes  est  superieur  ou 
egal  a  la  distance  du  centre  a  la  droite  qui  joint  les  extremites  des  deux  autres. 

20.  Soit,  dans  un  plan  xOy,  une  aire  plane  limitce  par  une  courbe  fermee  C, 
le  calcul  des  elements  suivants  :  1,  aire;  2,  ordonnee  du  centre  de  gravite  de 
I'aire  supposee  homogene;  3,  moment,  d'inertie  par  rapport  a  Ox  de  Paire  sup- 
posee  homogene;  4,  moment  d'inertie  par  rapport  a  Ox  du  solide  homogene  de 
revolution  engendre  par  la  rotation  de  I'aire  autour  de  Ox,  se  ramene  au  calcul 
des  integrates 


(0 


fydx,        (2)      fy-dx,        (3)      Jy*dx,        (4)  fy'dx, 


prise  le  long  de  la  courbe  C  (voir  Analyse  mathernatique,  par  P.  Appell;  Paris, 
Gautliier-Yillars). 


Mecaniqne.  11. 
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THEOREMES  GENERAUX  SUR  LE  MOUVEMENT 
DES  SYSTEMES.  LES  SEPT  EQUATIONS  UNIVERSELLES 
DU  MOUVEMENT. 


324.  Indication  de  la  methode.  —  Comme  nous  1'avons  deja 
fait  en  Stalique,  nous  regarderons  un  systeme  materiel  quelconque, 
forme  de  corps  solides,  liquides,  gazeux,  comme  compose  d'un  tres 
grand  nombre  de  points  materiels  assujettis  a  certaines  liaisons.  Un 
corps  solide,  par  exemple,  est  un  ensemble  de  points  assujettis  a 
rester  a  des  distances  invariables  les  uns  des  autres. 

Les  theoremes  gene>aux  s'obliennent  en  supposant  qu'on  ait 
ecrit  les  equations  du  mouvement  de  ces  differents  points  mate- 
riels et  qu'on  en  fasse  des  combinaisons. 

I.  -  th£or£mes  DES  PROJECTIONS  ET  DES  MOMENTS 
DES  QUANTITfiS  DE  MOUVEMENT. 

325.  Forces  interieures  et  forces  exterieures.  —  On  appelle 

forces  interieures  a  un  systeme  les  actions  mutuelles  des  differents 
points  du  systeme;  ces  actions  sont  deux  a  deux  egales  et  direc- 
tement  opposees,  d'apres  le  principe  de  l'egalite  de  Taction  et  de 
la  reaction.  Par  exemple,  si  un  point  M  du  systeme  en  attire  un 
autre  M'  avec  une  certaine  force,  inversement  M'  attire  M  avec 
une  force  egale  et  opposee. 

Les  forces  autres  que  les  forces  interieures  que  nous  venons  de 
definir  s'appellent  forces  exterieures. 

Soient  y4,  zK ,  a?2,  r2,  Zo,  .  .  . ,  xn,yn,  zn  les  coordonnees  des 
divers  points  M4,  M>,  .  .  . ,  Mn,  du  systeme  dont  les  masses  sont  m4, 
.  .  . ,  mn.  Si  nous  considerons  Tun  quelconque  de  ces  points  M 
de  coordonnees  x,  y,       nous  pouvons  parlager  les  forces  appli- 
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quees  a  ce  point  eu  deux  categories  :  i"  celle  qui  comprend  les 
forces  inte>ieures  Ff  agissant  sur  M  :  nous  appellerons  X,,  Y(  ,  Zt 

les  projections  de  F,- ;  2°  celle  qui  comprend  les  forces  exterieures 
agissant  sur  ce  meme  point;  nous  appellerons  Xe,  Ye.  Z,.,  les  projec- 

tions  d'une  de  ces  forces  Fe.  Les  equations  du  mouvement  du 
point  M  sont  alors 

m        =  SXf+  SXe, 
dr-  ° 

326.  Demonstration  du  theoreme  des  quantites  de  mouvement. 
—  Supposons  ecrites  ces  equations  pour  tous  les  points  du  systeme ; 
et  ajoutons  membre  a  membre;  il  viendra 

d1  M  >  > 

dt2 

le  signe  11  indiquant  que  la  somme  est  etendue  a  toutes  les  forces 
agissant  sur  les  divers  points  du  systeme.  Or,  en  vertu  du  prin- 
cipe  de  1'egalite*  de  Taction  et  de  la  reaction,  les  forces  inte>ieures 

sont  deux  a  deux  Agates  et  opposees  :  la  somme  -2F,  est  nulle,  et 
liquation  precedenle  se  reduit  a 


d'-M 
m~dF 


v  v  p 


ou 

dt1  '  dr-  '  dV- 

Ges  equations  peuvent  s'ecrire 

on 

ellcs  donncnt  le  theoreme  des  quantites  de  mouvement . 


2o  DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 

Theoreme.  —  La  derivee,  par  rapport  au  temps,  de  La  somme 
dcs  quantijtis  de  mouvement  des  points  du  systeme  est  egale  a 
la  somme  des  forces  exterieures 

el  Le  the'oreme  des  quantites  de  mouvements  projetees  : 

Theoreme.  —  La  derivee,  par  rapport  au  temps,  de  la  somme 
des  projections  des  quantites  de  mouvement  des  points  du  sys- 
teme, sur  un  axe  fixe  quelconque,  est  egale  a  la  somme  des 
projections  des  forces  exterieures  sur  ret  axe. 

Par  exemple,  si  22  Xe  —  o,  on  a 

dx 

2  ///  — -  =  const. 
dt 

Ces  memos  equations  (2)  sont  susceptibles  d'une  autre  inter- 
pretation :  en  designant  par  OVL  la  masse  totale  2*m  et  par  1,  yj,  £ 
les  coordonnees  du  centre  de  gravito"  G  du  systeme,  on  a 


tm  £  =  2  m  x ,       DM  yj  =  2  m  y ,       JTI  £ 


m 


„d^      v     &x          ™d*t\            d\y  d^      v  d*z 

3XL  —r1  =  Sm  — — ,        Jit  — r—  —  2  in  —f—  5  D\l  -—  =  2  ///  — — 

rir2          dv-            dr-          dr  dr-  dr- 
ies equations  (2)  peuvent  done  s'ecrire 

(3)       Jlt^|  =  22Xe,        .m^  =  22Ye,  jU~S  =  2SZe; 


ou 


OK*00 


dr-      — c' 

sous  cette  forme  elles  expriment  la  propriete  suivante  : 

Theoreme.  —  Le  centre  de  gravite  du  systeme  se  meut  comme 
un  point  materiel,  qui  aurait  pour  masse  la  masse  totale  du 
systeme,  et  auquel  seraient  appliquees  des  forces  egales  et 
par  alleles  aux  forces  exterieures. 

Ge  theoreme,  dont  nous  avons  deja  fait  usage,  a,  entre  autres, 
cet  int^ret  qu'il  donne  une  r^alite  a  la  th6orie  du  mouvement  d'un 
point  materiel.  II  a  recu  le  nom  de  theoreme  du  mouvement  du 
centre  de  gravite.  Ge  theoreme  a  et^  indique  par  Newton  dans 
des  cas  particuliers. 
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327.  Exemples.  —  i"  Pas  de  forces  exterieures.  —  L'hypo- 
ihese  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire  est  que  le  systerne  n'esL 
soumis  a  aucune  force  exterieure;  le  centre  de  gravite"  est  alors 
anime  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  Si  l'on  admet,  par 
exemple,  que  les  actions  des  ctoiles  sur  le  systerne  solaire  sont 
nulles,  le  centre  de  gravite  de  ce  sjsteme,  qui  est  place"  tres  pres 
du  Soleil,  est  anime  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

2°  Systerne  pesant  dans  le  vide.  —  Prenons  maintenant  un 
svsteme  de  points  pesants  lances  dans  le  vide;  quelles  que  soient 
les  deformations  et  les  liaisons  int^rieures  du  systerne,  le  centre 
de  gravite  decrit  une  parabole  d'axe  vertical;  en  effet,  les  diverses 
forces  exterieures  sont  verticales;  transporters  au  centre  de  gra- 

vite,  elles  ont  pour  resultante  l*mg  ==  le  centre  de  gravite  se 

d^place  done  comme  un  point  pesant  de  masse  «7Tt.  Par  exemple, 
si  une  bombe  est  lancee  dans  le  vide  et  eclate  a  un  certain  instant, 
le  centre  de  gravite  des  fragments  continue  a  decrire  la  memc 
parabole,  car  les  forces  d^veloppces  par  l'explosion  sont  inte- 
rieures.  De  meme,  si  un  etre  vivant  est  lanc6  dans  le  vide  sous 
Taction  de  la  pesanteur,  son  centre  de  gravite  decrit  une  para- 
bole et  les  efforts  musculaires  qu'il  peut  faire  ne  modifient  pas  la 
trajectoire  du  centre  de  gravite,  car  ces  efforts  sont  des  forces  int£- 
rieures. 

3°  Attraction  proportionnelle  a  la  distance.  —  Soit  encore 
un  systerne  de  points  materiels  attires,  par  un  centre  fixe  O,  pro- 
portionnellement  aux  masses  et  aux  distances  r.  Les  forces  exte- 
rieures sont  les  attractions  centrales  fmr;  transportons  ces  forces 
au  centre  de  gravite"  G  :  nous  avons  vu  en  Statique  que  la  resul- 
tante de  ces  forces  est  dirigee  suivant  GO  et  a  pour  valeur 
f.CPCi.GO]  le  centre  de  gravite  se  d^place  done  comme  un  point 
materiel  attire  par  O  proportionnellement  a  la  distance;  il  decrit 
une  ellipse  ayant  O  pour  centre. 

Remarque.  —  Dans  les  deux  derniers  exemples  nous  avons  pu 
trouver  le  mouvement  du  centre  de  gravis,  sans  rien  connaitre 
des  liaisons  et  des  forces  inlerieures  :  cela  tient  a  ce  que,  dans  ces 
cas,  les  seconds  membres  des  equations  (3)  nc  dependent  que  de 

tq,  £.  On  pent  alors  effectuor  l'integralion  de  ces  Equations  sans 
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connaitre  les  autres  equations  du  mouvement.  En  general,  il  n'en 
sera  pas  ainsi;  les  seconds  membres  des  equations  (3)  dependront 
des  coordounees  de  tons  les  points  du  systeme  et  ces  equations  ne 
donneront  qu'un  renscignement  sur  le  mouvement.  Ge  cas  se  pre- 
sente,  par  exemple,  dans  le  probleme  du  mouvement  de  deux 
points  s'attirant  l'un  i'autre,  et  attires  par  un  centre  fixe  suivant 
la  loi  de  Newton;  la  resullante  des  forces  exterieures  au  systeme 
des  deux  points,  transporters  au  centre  de  gravite,  depend  des 
coordonnecs  des  points  etne  depend  pas  seulementdes  coordonnees 
du  centre  de  gravite. 

i"  Marche  (Delaunay,  Mecanique).  —  Go  name  nous  venons  deja  den 
donner  un  exemple,  le  theoreme  du  mouvement  du  centre  de  gravite 
s'etend  aux  etres  vivants.  La  volonte  met  en  jeu  des  actions  musculaires 
qui  sont  des  forces  interieures,  deux  a  deux  egales  et  opposees,  et  qui 
n'ont  aucune  influence  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravite.  Aussi 
n'est-ce  qu'en  reagissant  sur  des  corps  exterieurs  qu'un  etre  vivant  peut 
modifier  le  mouvement  de  son  centre  de  gravite.  Imaginons,  par  exemple, 
un  observateur  debout  sur  un  plan  de  glace  horizontal  parfaitement 
poli  :  les  forces  exterieures  agissant  sur  le  corps  de  I'observateur  sont 
des  forces  toutes  verticales,  le  poids  et  les  reactions  normales  de  la 
glace.  Si  I'observateur  est  d'abord  immobile  et  veut  ensuite  se  mouvoir. 
son  centre  de  gravite  se  meut  corame  un  point  materiel  d'abord  immobile, 
sur  lequel  agit  une  force  verticale  :  il  decrit  une  verticale  fixe;  les  efforts 
musculaires  ne  modifient  done  pas  la  position  de  la  projection  horizontale 
du  centre  de  gravite,  qui  ne  peut  que  s'elever  ou  s'abaisser.  La  marche 
serait  alors  impossible;  elle  ne  devient  possible  qu'a  cause  du  frottement. 
Lorsque,  sur  un  sol  non  poli,  un  homme,  d'abord  immobile,  avance  une 
jambe  I'autre  tend  a  reculer  pour  que  la  projection  horizontale  du  centre 
de  gravite  ne  change  pas;  mais  la  seconde  jambe  ne  peut  reculer  qu'en 
glissant  sur  le  sol;  e'est  alors  que  se  developpe  une  reaction  oblique  du 
sol  due  au  frottement  et  dirigee  d'arriere  en  avant.  Gette  reaction,  trans- 
ported parallelement  a  elle-meme  au  centre  de  gravite,  determine  son 
mouvement  en  avant. 

5°  Recul  des  amies  a  feu.  —  Supposons  une  arme  a  feu  horizontale  de 
masse  M  :  soient  m  la  masse  du  projectile  et  \x  la  masse  d'une  particule  de 
poudre  ;  avant  la  combustion  de  la  poudre,  la  vitesse  du  centre  de  gravite 
est  nulle;  immediatement  apres,  elle  doit  Fetre  encore,  car  les  seules  forces 
developpees  sont  interieures,  les  effets  de  la  pesanteur  et  des  resistances 
passives  pouvant  etre  regardes  comme  nuls  pendant  le  temps  tres  court  de 
la  combustion.  On  aura  done,  en  appelant  V,  »>  et  w  les  valeurs  absolues 
des  vitesses  initiales  de  l'arme,  du  projectile  et  de  la  particule  u, 

M  V  —  mv  —  2  ;jl  ir  =  o, 
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car  les  vitesses  des  particules  et  elu  projectile  sont  evidemment  de  sens 
contraire  a  celles  de  l'arme.  Le  signe  S  indique  une  sommation  etendue  a 
toutes  les  particules  de  la  charge;  comme  on  ne  connait  pas  w  et  que  la 
masse  m!  =  Sjjl  de  la  charge  n'atteint  pas  le  quart  de  m,  on  peut  prendre 

v  —  V 

approximativement  w  egal  a  la  moyenne  algebrique  — - —  :  on  a  ainsi 
lequation 

V(  2  M  ■+■  m  )  =  r  (  2  m  -t-  in  ), 

qui  donne  le  rapport  des  vitesses  V  et  v. 

6°  Exercice.  —  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli  est  place  un 
brin  de  pail  le  rectiligne  AB  de  longueur  il  et  de  masse  m  (Jig.  1 83 ) ;  un 
insecte  M  de  meme  masse,  regarde  comme  un  point,  est  d'abord  immobile 


0        A   M  G   C  B 

Fig.  1 83. 


X 


en  A;  a  Pinstant  t  =  o,  il  se  met  a  marcher  de  A  vers  B,  en  avancant  le 
long  de  AB  d'un  mouvement  uniformement  accelere  (AM  ==  at2);  quel  est 
le  mouvement  du  systeme  ? 

Les  seules  forces  exterieures  etant  les  poids  et  les  reactions  normales  du 
plan  horizontal,  la  projection  horizontale  du  centre  de  gravite  reste  fixe. 
De  plus,  il  est  evident,  par  raison  de  symetrie,  que  le  brin  de  paille  AB  ne 
peut  que  glisser  le  long  de  sa  direction  primitive.  Prenons  cette  direction 
pour  axe  Ox,  appelons  x  et  x'  les  coordonnees  du  milieu  G  de  AB  et  du 
point  M,  x0:  x'0  les  valeurs  de  ces  coordonnees  au  temps  t  —  o.  Nous 
aurons 

X  —\—  X  —  X  o  ~r~  X  o  . 

Comme 

OC  —  OC  —  •  /  — S —  CI  t*"  j  OC  q  '-:-=-  0C()         /  . 

on  a  done 

_  at*  ,_    ,  aV- 

X  —  Xq  —  5  X  —  X  o    ■ 

2  2 

La  reaction  du  brin  de  paille  sur  Pinsecte  s'obtient  immediatement  :  en 
appelant  X  cette  reaction  et  ecrivant  Pequation  de  mouvement  de  M,  on  a 

d%x 

m  —j—  =  X.        X  =  ma. 
dt*  ' 

328.  Demonstration  dn  theoreme  des  moments  des  quantites  de 
mouvement  ou  moments  cinetiques.  —  Revenons  aux  Equations  ( i ) ; 
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tnultiplions  la  premiere  par  — j,  la  deuxieme  par  x,  et  ajoutons, 
nous  aurons 

equation  qu'on  peut  ecrire 

supposons  ecriles  les  equations  analogues  pour  tous  les  points  du 
systeme  et  ajoutons-lcs,  membre  a  membre,  il  nous  viendra 

mais  11(xY  —  J'X, ■)  represente  la  so  mine  des  moments  de  toutes 
les  forces  interieures  par  rapport  a  Oz;  cette  expression  est  done 
nulle,  puisque  ces  forces  sont  deux  a  deux  egales  et  directement 
opposees.  Nous  arrivons  ainsi  a  l'equation 

i2»(*S-'S}-»<*w*.>, 

et  nous  pouvons  6noncer  le  theoreme  suivant : 

Theoreme.  —  La  derivee,  par  rapport  au  temps,  de  la  somme 
des  moments  des  quantites  de  mouvement  des  points  du  srsteme. 
par  rapport  a  un  axe  fixe  quelconque,  est  eg  ale  a  la  somme 
des  moments  des  forces  exteiueures  par  rapport  a  cet  axe. 

329.  Theoreme  des  aires.  —  Suppossons  que  la  somme  des 
moments  des  forces  exterieures  par  rapport  a  un  axe  soit  constam- 
ment  nulle;  en  prenant  cet  axe  pour  axe  des  z,  le  theoreme  pre- 
cedent devient 

<«  2K*t-^=c- 

La  somme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  par  rap- 
port a  cet  axe  est  alors  constanle. 

On  dit  aussi  que  le  theoreme  des  aires  s'applique  a  la  projection 
du  mouvement  sur  un  plan  perpendiculaire  a  cet  axe.  Projetons 
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los  points  mobiles  M,,  M_>,  .  .  . ,  M,  ...  sur  le  plan  xOy  perpen- 
diculaire  a  l'axe,  en  pt.  p.2,  .  .  . .  p,  .  .  . ,  el  d^signons  par  A4, 
A2.  ....  A,  .  .  .  les  aires  balayees  par  les  rayons  vecteurs  0/>i, 

Op*,  •  •  •  i  OjD,  •  .  . ,  nous  aurons 


et,  par  consequent. 

2 


2  f/\  =  X  d  I 


dx 


L'equation  (4)  s'^crit  done 


ou,  en  integrant. 


t  -+-  C. 


Done  la  somme  des  produits  obtenus  en  mullipliant  les  aires 
balayees,  par  les  masses  correspondantes,  varie  proportionnelle- 
inent  an  temps.  La  constante  des  aires,  C,  est  le  double  de  la  varia- 
tion de  1/nA  pendant  Punite*  de  temps. 

Si,  en  particulier,  le  systeme  n'est  soumis  a  aucune  force  exte- 
rieure,  le  principe  des  aires  s'applique  a  la  projection  du  mouve- 
ment  sur  un  plan  quelconque  autour  d'un  quelconque  des  points 
de  ce  plan  :  e'est  ce  qui  se  presente  pour  le  systeme  solaire,  si  l'on 
neglige  les  actions  des  etoiles. 

Le  theoreme  des  aires,  quoiqu'il  fut  une  consequence  imme- 
diiile  des  principes  de  Newton,  a  etc  enoncc  bien  apres  lui  par 
Euler,  d'Arcy  et  Daniel  Bernoulli  (  i  746). 
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Application  a  un  eire  vivant.  —  Si  l'on  applique  le  th^oreme 
precedent  a  un  observateur  debout  sur  un  plan  de  glace  horizontal, 
on  voit  que  le  theoreme  des  aires  a  lieu  autour  de  tous  les  points 
de  ce  plan;  en  efTet,  les  forces  ext6ricures,  poids  et  reactions  du 
plan,  agissant  sur  l'observateur,  etant  toutes  verticales,  la  somme 
de  ieurs  moments  est  niille  par  rapport  a  un  axe  vertical  Oz  quel- 
conque  :  l'equation  (4)  a  done  lieu  quel  que  soit  le  point  O  dans 
le  plan  horizontal.  Si  l'observateur  est  d'abord  immobile,  les 

quantity  ^  •>  ^  sont  d'abord  nulles  :  alors  C  =  o.  Lorsque  ensuite 

l'observateur  veut  se  mouvoir,  C  reste  mil  :  une  partie  de  son 
corps  ne  peut  tourner  dans  un  sens  sans  qu'une  autre  partie  tourne 
en  sens  inverse  (Delaunay).  Mais  il  faut  remarquer  que,  malgre 
cette  condition,  Tobservateur  d'abord  immobile  sur  le  plan  pour- 
rait,  par  des  mouvements  successifs  des  diffe>entes  parties  de  son 
corps,  se  retrouver  dans  une  position  finale  deduite  (en  apparence) 
de  la  position  initiale  par  une  rotation  d'ensemble  autour  de  la 
verticale  du  centre  de  gravite.  La  possibility  de  tels  mouvements 
resulte  des  exemples  que  nous  traitons  plus  loin,  notamment  des 
exemples  3°  et  4°  du  n°  333. 

330.  Representation  g-eometrique  des  deux  theoremes.  —  Les 

deux  theoremes  que  nous  venons  de  demontrer  sont  susceptibles 
d'une  representation  g^ometrique  tres  simple. 

Menons  par  chacun  des  points  M  du  systeme  le  vecteur  qui 

represente  la  quantity  de  mouvement  mV  de  ce  point.  Tous  ces 

vecleurs  rnY  ont  une  resultante  gen^rale  O  p  ^quipollente  au  vecteur 

— >■ 

et  un  moment  resultant  0(7,  par  rapport  a  Porigine  O,  ayant  pour 
projections  (Jig-  i 85 ) 


A*     V   dt  dt 

/    dx  dz  \ 

V1      /    dy  dx\ 

■  2, "'(•'',/,  y-si) 
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Ce  vecteur  Oct  est  equipollent  a 


Prenons  maintenant  les  forces  exterieures  :  leur  resultante 
g£ne>ale  OR  a  pour  projections 


X  =  ssx, 


1SY,,       Z  ==  £SZ, 


et  leur  moment  resultant  OS,  par  rapport  a  O  a  pour  projections 

(S)        Z2(yZe-zYe),       ^(z\c-joZe\  ^(zYc-yXc). 


Fig.  i85. 


Le  theoreme  des  quantity  de  mouvemement  donne  alors 

—  >  m  —  =  OR       ou  — p^-  =  OR 
d  ^      dt  dt 

et  le  theoreme  des  moments  des  quantites  de  mouvement 

d  v     -£  .  t/M  rfut  --> 

^  ^mOM  A  — tt  =  OS  — —  =  OS- 


dt 


dt 


Ces  equations  expriment  que  les  vitesses  des  points  geome- 
triques  p      a  sont,  a  chaque  instant  respectivement  equipollents 


— y 

aux  vecteurs  ( )R      ( )S. 


Les  vecteurs  Op  et  ()c  sont  nppeles  rospectivement  resultanU 
crnrtique  et  moment  cinet/que  du  systeme. 
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331.  Cas  particulier  ou  le  moment  resultant  des  forces  exte- 
rieures  est  nul  par  rapport  au  point  ().  Plan  du  maximum  des 

aires.  —  Dans  ce  cas,  lo  vecteur  OS  est  nul.  Le  point  ct  est  fixe  el 
les  quantites  /.,  p.,  v  sont  constantes,  quelle  que  soit  l'orientation 
des  axes  fixes  aulour  du  point  O.  Le  principe  des  aires  s'appliquc 
alors  a  la  projection  du  mouvement  sur  un  plan  quelconque  P 
passant  par  O.  Pour  voir  quelle  est  la  constante  des  aires  sur  ce 
plan,  prenons-le  pour  plan  des  xy  :  nous  aurons 


=  v  =  const. 


La  constante  v  est  la  projection  du  vecteur  fixe  Oct  sur  l'axe 
des  z,  c'est-a-dire  sur  la  norrnale  au  plan  P.  Ainsi  la  constante  des 

— ► 

aires,  sur  un  plan  passant  par  (),  est  la  projection  de  Oct  sur  la 
norrnale  au  plan.  De  la  resulte  que,  parmi  tous  les  plans  passant 
par  O,  celui  pour  lequel  la  constante  des  aires  est  la  plus  grande 
est  le  plan  perpendiculaire  a  Oct;  on  I'appelle plan  du  maximum 
des  aires.  La  constante  des  aires  est  d'ailleurs  nulle  pour  tout  plan 
passant  par  Oct. 


3352.  Somme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  des 
points  d'un  corps  solide  tournant  autour  d'un  axe,  par  rapport  a 
cet  axe.  —  Gonsiderons  un  corps  solide  tournant  autour  de 
l'axe  ()z  avec  une  vitesse  angulaireoo.  Soit  r  et  6  les  coordonnees 
polaires  de  la  projection  d'un  point  y,  z)  du  corps  sur  le 

plan  des  xy ;  on  a 

/    dy        dx  \  „  d§ 

in   x   y  -—  )  =  mr-  —  =  mr-  to. 

\    dt      J  dt  J  dt 

Done,  en  appelant  MA:2  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rap- 
port a  Faxe  de  rotation,  on  a,  pour  la  somme  des  moments  des 
quantites  de  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  par  rapport 

a  l'axe, 

1  mr-  to  =  M  A'2  co. 

e'est-a-dire  le  moment  d'inertie  multiplie  par  la  vitesse  angu- 
laire. 
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333.  Exemples.  —  i"  Les  extre'mites  d'une  droite  materielle  homogem; 
AB  de  masse  m  et  de  longueur  na  peuvent  glisser  sans  frottement  sur  une 
circpnference  liorizontale  de  rayon  R.  Un  insecte  de  meme  masse  m  se 
trouve  pose  au  milieu  de  la  droite  supposee  immobile.  A  l'instant  t  =  o, 
Tinsecte  se  met  a  marcher  le  long.de  la  droite  AB,  de  C  vers  B,  en  par- 
courant  des  longueurs  egales  de  cette  droite  en  des  temps  egaux.  Trouver 
le  mouvement  du  systeniej;  calculer  Tangle  dont  la  droite  a  tourne  a  partir 
de  sa  position  initiale  quand  Tinsecte  est  arrive  a  Textremite  B. 

<  >u  appellera  6  Tangle  que  fait  avec  un  axe  fixe  le  rayon  vecteur  joignant 


B 


y 

fa 

0 

Fig.  186. 


le  centre  0  an  milieu  G  de  la  droite,  r  la  distance  CM  de  Tinsecte  M  au 
point  C3  /•  =  vt  (v  constante).  (Licence,  juillet  1891.) 

Les  forces  exterieures  agissant  sur  le  systeme  forme  par  la  droite  et 
Tinsecte  sont  :  i°  la  pesanteur;  20  les  reactions  normales  de  la  circonfe- 
rence  sur  les  extremites  A  et  B  de  la  barre.  Toutes  ces  forces  ont  leurs 
moments  nuls  par  rapport  a  la  verticale  O  ;  du  point  O,  car  les  poids  sont 
paralleles  a  Oz  et  les  reactions  normales  sont  dans  les  plans  normaux  a  la 
circonference  aux  points  A  et  B,  plans  qui  contiennent  Oz.  La  somme  des 
moments  des  quantites  de  mouvement  par  rapport  a  Oz  est  done  cons- 
tante, et,  comme  elle  est  d'abord  nulle,  puisque  Tinsecte  et  la  barre 
partent  du  repos,  elle  reste  constamment  nulle.  Galculons  cette  somme ; 
elle  se  compose  : 

a.  l>e  la  somme  des  moments  des  quanlitesde  mouvement  des  diiferents 
points  de  la  droite  par  rapport  a.       :  comme  la  droite  est  un  corps  solide 

tournant  autour  de  Oz  avec  tine  Vitesse  angulaire  ^-3  cette  somme  est 

mA*  ^3  mk1  designant  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport 
a  Qz\ 

I).  Du  moment  de  la  quantity  de  mouvement  de  Tinsecte  M;  comme  les 
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^    v  dx 
coordonnffes  polaires  de  M  sont  p  et  x  =  xOM,  ce  moment  est  mp  "j\ 

I  hi  ;i  done 

,    fib       „  <afo 
dt      '  rf/ 

(  >r  le  triangle  rectangle  COM  donne  immediatement 

vt 


v^tK        be  =  8  +  arc  tang 


Substituant  dans  ('equation  precedente  et  reduisant,  on  a 

c/8  v  v'K2—  tt- 


0  =  0 


dt  k-  -+-  K-—  «2-h  r-£2 


°  -\/rai^barctang 


Jfc  +  R2  _  «2 


80  designant  la  valeur  de  6  a  l'instant  £  =  o.  Les  autres  equations  ecrites 
plus  haut  donnent  alors  p  et  a  en  fonction  de  /.  Quand  l'insecte  est  arrive 
en  B,  on  a  vt  =  a;  on  en  deduit  la  valeur  demandee  de  8  —  80. 

Determinons  exatement  k2.  Le  moment  d'inertie  de  la  droite  AB  par 
rapport  a  son  centre  de  gravite  C  est,  en  appelant  \x  la  densite  lineaire 
(masse  de  Funite  de  longueur  )  et  r  la  distance  d'un  element  dr  au  centre, 


j       ixr-dr  —  — ^ —  =  m 


2  u.  a3  ti- 


le moment  d'inertie  mk-  par  rapport  a  Faxe  Oc  ou  au  point  O  est  done 
(n°  317) 

a- 


m  —  -f-  m  0  G 

3 

done 

2  aJ 


£2  =  K-  — 


Si,  a  un  moment  quelconque,  l'insecte  s'arrete  sur  la  droite,  le  systeme 
tout  entier  devient  immobile,  car,  s'il  ne  le  devenait  pas,  la  somme  des 
moments  des  quantites  de  mouvement  ne  serait  pas  nulle. 

2°  Une  feuille  de  papier  est  posee  a  plat  sur  un  plan  horizontal  parfai- 
lement  poli  sur  lequel  elle  peut  glisser  sans  frottement :  un  point  0  de 
cette  feuille  est  fixe,  de  telle  facon  que  la  feuille  ne  pent  que  tourner 
autour  de  O  en  restant  sur  le  plan;  e'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si 
la  feuille  etait  traversee  par  une  epingle  piquee  en  0  dans  le  plan  hori- 
zontal; enfin  sur  la  feuille  de  papier  est  tracee  une  circonference  de  rayon  a 
passant  par  O  {fig.  187,  1  et  II). 

Le  papier  etant  immobile,  un  insecte  est  pose  sans  vitesse  sur  cette 
circonference  au  point  A,  diametralement  oppose  a  0.  A  l'instant  t  =  o. 
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I'insecte  se  met  a  marcher  sur  le  papier  en  suivant  la  circonference  avec 
une  vitesse  v  constante  par  rapport,  an  papier.  Tronver  le  mouvement  du 
systeme.  (  Roin  h,  Rigid  dynamics.) 

Nous  prendrons  dans  le  plan,  comme  axes  fixes,  I'axe  Ox  coincidant 
avec  la  position  initiate  de  OA  (position  I)  et  nn  axe  Oy  perpendiculaire. 
Les  forces  exterieures  appliquees  au  systeme  (papier  et  insecte)  sont  les 
poids,  les  reactions  norraales  du  plan,  les  reactions  de  l'epingle  O  sur  le 
papier.  Toutes  ces  forces  ont  leurs  moments  nuls  par  rapport  a  un  axe  O: 
perpendiculaire  en  0  au  plan  xOr.  Done  la  somme  des  moments  des 
quantites  de  mouvement  par  rapport  a  Oz  est  constante;  le  theoreme  des 


Fiff. 


aires  s'applique  au  mouvement  du  systeme  sur  le  |)lan  xOy,  et,  comme 
le  systeme  part  du  repos,  la  constante  des  aires  est  nulle.  On  a  ainsi 

7  mr-  —  =  o. 
jLl  dt 


L'insecte  tournant  dans  un  sens  autour  de  O,  le  papier  devra  tourner  en 
sens  contraire.  Calculons  la  somme  des  moments  des  quantites  de  mou- 
vements.  A  Tinstant  t  {fig.  187,  II),  l'insecte  est  en  M;  appelons  r  et  0 
ses  coordonnees  polaires,  0  etant  suppose  positif.  Au  meme  instant,  le 
diametre  issu  de  O  a  pris  la  position  OA'  faisant  avec  Ox  un  angle  negatif 
que  nou>  appellerons  —  a,  de  sorte  que  a  designe  la  valeur  absolue  de 
['angle  xOh!.  Le  moment  de  la  quantite  de  mouvement  de  l'insecte 

est  mr*         la  somme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  des 


divers  points  d  11  papier  est 


I  ^  «   I  designant  le  moment  d'inertie  du 

\i  1      '  ;V  da.  ' 

j)apier  par  rapport  a  O  z:  car  la  vitesse  angulaire  du  papier  est —  -^-«  <  )n 

a  done  ['equation 

_  df)      t  d% 

( 1 )  mr-  —.  —  I  —  =0. 

dt  dt 
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II  faut  exprimer  que  Tare  de  circonference  A'M  parcouru  par  l'insecte 
est  <:gal  a  vt  :  on  a  ainsi,  puisque  A'OM  =  0  -t-  z. 

(2)  2«(9+8)==C/,  6-t-a==A<j 

en  posant  pour  abreger  X  =  —  •  D'autre  part,  le  triangle  rectangle  A '«  >M 
donne 

( 3 )  r  =  j.a  cos (8  -t-  a)  =  2 a  cos X 
Remplacant,  dans  ( 1 ),  r  par  cette  valeur  et  a  par  X<  —  0,  on  a 

7.  X  dt  \  ma°- 

//0  —  rr-  j        ;j-  =  — :  

I  -h  a  cos2  A  t  1 

En  e'erivant 

rftangX< 

(I')  =   -  ; —  1 

I  -4-  (x  -4~  tang  X  £ 

on  a,  par  integration, 

(4) 


v' 


LtangX^  ~| 


sans  ajouter  de  constante,  car,  pour  t  =  o,  0  =  o.  On  a  ainsi  0  en  fonction 
de  t  :  en  remontant,  les  equations  (3)  et  (2)  donnent  r  et  a  en  fonction  de  t. 
Le  mouvement  est  done  connu. 

Gherchons  quel  est  le  temps  T  que  met  l'insecte  a  arriver  en  0,  et  quelles 
sont  les  valeurs  correspondantes  de  6  et  a.  Alors,  d'apres  (2)  et  (4), 

0  +  a  =  -  ,         XT  =  -  , 


0  =  -—==  -i         a  = 


\J  1+  n  2  2  \      v  1  + 

L'insecte  continuant  a  tourner  sur  le  cercle,  le  papier  continue  a  tourner 
en  sens  contraire  de  l'insecte. 

3°  Dans  l'exemple  precedent,  le  point  0  de  la  feuille  de  papier  est  fixe. 
Mais  on  peut  realiser  un  mouvement  de  rotation  du  meme  genre  sans 
fixer  aucun  point,  par  le  procede  suivant.  Supposons  une  feuille  de  papier 
dont  le  centre  de  gravite  est  O  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  le 
plan  horizontal,  et  tracons  sur  ce  papier  {jig.  188)  deux  circonferences 

egales  tangentes  en  O.  Imaginons  deux  insectes  de  meme  masse  —  1  d'abord 

poses  aux  points  A  et  Ar diametralement  opposes  a  O,  puis  se  mettant  a 
marcher  sur  les  deux  circonferences  avec  la  meme  vitesse  v  dans  le  meme 
sens  de  rotation,  de  facon  a  occuper,  a  un  instant  queleonque.  deux  posi- 
tions M  et  Mi  symetriques  par  rapport  au  point  0  du  papier. 

D'apres  le  theorerae  du  mouvement  du  centre  de  gravite,  le  point  0, 
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qui  est  le  centre  de  gravite  de  tout  le  systeme,  reste  fixe  puisque  les 
vitesses  initiales  sont  nulles;  la  feuille  de  papier  tourne  alors  autour  du 
point  lixe  O  en  sens  contraire  du  mouvement  de  circulation  des  deux 
insectes  et  les  equations  de  ce  mouvement  sont  identiques  aux  prece- 
dentes,  si  Ton  suppose,  comme  nous  l'avons  fait,  que  chacun  des  deux 
insectes  M  et  INI ,  a  la  moitie  de  la  masse  de  l'insecte  unique  de  I'exemple 
precedent. 

C'est  par  un  procede  analogue  qu'un  observateur  debout  sur  un  plan  de 
glace  parfaitement  poli  pourrrait  arriver  a  se  retourner  ;  il  suffirait  qu'il 
eleve  ses  deux  poings  en  les  placant  symetriquement  par  rapport  a  la  ver- 
ticale  du  centre  de  gravite  du  corps,  puis  qu'il  leur  fasse  decrire  deux 
cercles  dans  le  raeme  sens  de  rotation  en  les  maintenant  toujours  syme- 


Fig.  188. 


triques  par  rapport  a  0<s;  le  corps  tournerait  autour  de  O  3  en  sens  con- 
traire et  arriverait,  au  bout  d'un  certain  temps,  a  faire  une  revolution 
complete. 

4"  Imaginons  un  observateur  debout,  immobile,  sur  un  plan  horizontal 
parfaitement  poli  et  porlant  une  ceinture,  en  forme  de  gouttiere,  dans 
laquelle  se  trouveraient  placees  des  boules  pesantes  d'abord  immobiles.  Si 
1'observateur,  avec  ses  mains,  se  met  a  pousser  les  boules  de  facon  a  les 
faire  tourner  autour  de  son  corps  toutes  dans  le  meme  sens,  le  centre  de 
gravite  du  systeme  restera  sur  une  verticale  fixe  et  le  corps  tournera  autour 
de  cette  verticale  en  sens  inverse  des  boules. 

On  pourra  consulter,  sur  les  problemes  du  genre  de  ceux  que  nous 
venons  de  traiter,  diverses  Notes  de  MM.  Guyou,  Maurice  Levy,  Marcel 
Deprez,  Picard,  Appell,  Lecornu  {Comptes  rendus,  2e  semestre  1894, 
Bulletin  de  la  Societe  mathematique,  novembre  1894)  et  une  Note  de 
M.  A.  de  Saint-Germain  (Nouvelles  Annales  de  mathematiques ,  1895) 
oil  se  trouve,  developpe  le  quatrieme  des  exemples  precedents. 

334.  Mouvement  relatif  par  rapport  a  un  systeme  d'axes  anime 
d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme.  —  Soit 
O'x'v '  z'  un  systeme  d'axes  paralleles  aux  axes  fixes  dont  l'ori- 
gine  mobile  0'  a  pour  coordonnees  a,  6,  c.  Appelons  x' ,  r' ,  z'  les 

APPBLL.  —  Traite  de  Micanique.  n. 
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coordonnces  d'un  ties  points  du  systeme  par  rapport  a  ces  axes, 
x,  y.  z  de^signant  ses  coordonnees  absolues.  On  a 

X  =  a  -+-  X  .  Y  =  b  -4-  JK':          .3  =  C  -h  .z'. 

Si  le  point  O'  est  anime  d'un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
formed on  a 

(Pa  d2b  d°-c 

-jF=<-      77F=0'  dF>=(K 

d*x  _  d*-x  d?y  __  d*y'         d*z  __  d!  z' 

1TF-  ~  ~dF"'      T7F  ~~  dt*  '      ~dF  ~~  IF' 

Dailleurs  les  projections  des  forces  sur  les  axes  mobiles  sont 
les  memes  que  sur  les  axes  fixes.  Les  equations  du  mouvement  de 
chaque  point  et.  par  suite,  les  equations  de  mouvement  de  tout 

le  systeme  gar  dent  done  la  me  me  forme  que  si  les  axes  O'x'y'z' 
etaient  fixes. 


:>3.*>.  Cas  general  ou  les  theoremes  des  projections  et  des  moments 
des  quantites  de  mouvement  donnent  une  integrate  premiere.  —  Le 

theoreme  que  ML  Pennachietti  a  donne  pour  les  fils  et  le  mouvement  d'un 
point  libre  (n°  131)  a  ete  etendu  a  un  systeme  par  M.  Kostelnikoft 
(Comptes  rendus,  t.  XCVIII,  p.  129).  Les  equations  qui  expriment  ces 
theoremes  dans  le  mouvement  absolu  sont 

I  SS^S-^i)-^^   ••••  ' 

Supposons  qu'il  existe  des  constantes  a,  b,  c,  p,  q,  r,  telles  que  les  forces 
exterieures  verifient  la  condition 

j  +  q22(zXe-  xZe)  +  rZ2(xYe-yXe)  =  o; 

on  a  alors  I'integrale 

V     dx      ,  v1     dy       XT'     dz       ^     /    dz  dv\ 

a  y  in  — -  -h  b  >  in  ~-  -+-  c  7  in    —  =  p  J  in  (  1    -  z •  Hr  ) 

/    ofo  /    dv  dx\ 

+  <?2/"  1*  a?-' 3) +  r2/"(-'' s  - ^ )  = con5t" 

car  la  derivee  du  premier  membre  de  cette  equation  est  nulle,  en  vertu  des 
relations  (1)  et  de  la  condition  supposee  (2). 
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La  relation  (2)  signifie  que  le  moment  relatif  du  systeme  des  forces 
exterieures  et  d'un  systeme  de  vecteurs  fixes  est  constamnient  nul(n(>  28); 
alors,  le  moment  relatif  des  quantites  de  mouvement  et  du  meme  systeme 
de  vecteurs  fixes  est  constant. 


II.  —  THEOREME  DES  FORCES  VIVES. 

336.  Demonstration.  —  Le  theoreme  des  forces  vives  a  d'abord 
ete"  employe  par  Huygens  :  il  fut  enonce  sous  une  forme  gen^rale 
par  Jean  et  Daniel  Bernoulli."  Pour  le  d^montrer,  nous  partirons 
encore  des  equations  du  mouvement  d'un  point  M  du  systeme  : 

m-jfc  =SYf-hSYc, 

En  appliquant  a  ce  point  le  theoreme  des  forces  vives,  nous 
avons 

d  T--^-  =  S(Xf  dx  H-  Yj-  dy  -h  Zt  dz )  4-  2  ( Xe  dx  +  Ye  dy  -+-  Le  dz ). 

Si  ensuite  nous  faisons  la  somme  de  toutes  les  Equations  ana- 
logues, il  vient 

( 1 )   d^  ^  =  SS(Xi  dx  -+■  Yi  dy-hZt  dz)  +  22  (Xc  dx  -h  Ye  dy  -+-  Ze  dz). 

La  somme  l*mv2  des  forces  vives  des  divers  points  se  nomme  la 
force  vive  totale  (Leibnitz).  On  a  done  le  theoreme  suivant  : 

La  different  telle  de  la  demi- force  vive  totale  du  systeme  est 
egale  a  la  somme  des  travaux  elimentaires  de  toutes  les  forces, 
tant  interieures  qu  exterieures. 

II  est  ires  important  de  remarquer  que  les  travaux  des  forces 
interieures  ne  disparaissent  pas.  G'est  ce  qu'on  verifie  imm^dia- 
temcnt.  Soient,  en  efJet,  deux  points  M  et  M'  (fig-  189)  situ^s  a 
une  distance  /'  l'un  de  l'autre  :  Taction  de  M  sur  M!  est  une  cer- 
taine  force  dirigee  suivant  la  droite  MM',  et,  inversement,  Paction 
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de  M  sur  M'  est  une  force  egale  et  opposee.  Suiyant  une  conven- 
tion de^a  faite  (88),  nous  appelons  action  mutuelle  F  des  deux 
points  la  valeur  commune  des  deux  forces  precedee  du  signe  ~j-  ou 
du  signe  — ,  suivant  que  les  deux  points  se  repoussent  ou  s'at- 
tirent.  Si  les  deux  points  subissent  un  d(^placement  infiniment 
petit  quelconque,  leur  distance  varie  de  dr,  et  la  somme  des  tra- 
vaux  des  deux  forces  appliquees  aux  deux  points  est  (88) 

Fdr, 

nous  dirons,  pour  abr^ger,  que  c'est  la  le  travail  el6mentaire  de 
Taction  mutuelle  des  deux  points. 

D'apres  cela,  en  appelant  F/f*  Taction  mutuelle  des  points  My 


et  M/{  situes  a  la  distance  rf}k  l'un  de  l'autre,  la  somme  des  travaux 
elementaires  des  forces  int^rieures  est 

22  (X/  dx  -+-  Yj  dy  ■+-  Zi  dz )  =^VjM  drhk: 

la  sommation  etant  etendue  a  toutes  les  combinaisons  des  points 
du  sjsteme  deux  a  deux. 

Le  theoreme  des  forces  vives  s'^crit  alors 

(V  =  M(X«€te-f.  Yedr^-Zedz)-h^Fy,k  drj,k. 

i\  if. 

Considerons  le  mouvement  du  sjsteme  pendant  l'intervalle  de 
temps  fini  t  —  t0;  dans  ce  mouvement,  toutes  les  quantites  qui 
figurent  dans  la  relation  (i )  ou  (2)  sont  des  fonctions  du  temps  : 
nous  avons  done,  en  integrant  de  t0  a  t, 
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Ln  variation  de  la  demi- force  vive,  pendant  V  intervalle  de 
temps  fini  t  —  t0.  est  done  egale  a  la  somme  des  travaux  de 
toutes  les  forces ,  tant  interieures  qu 'exterieures,  appliquees  au 
systeme. 

337.  Remarque  sur  les  corps  solides.  —  Si  le  systeme  est  un 
corps  solide  dans  le  sens  de  la  Mecanique  rationnelle,  e'est-a-dire 
un  systeme  dont  tons  les  points  sont  a  des  distances  invariables 
les  uns  des  autres,  les  travaux  elementaires  des  fortes  inte- 
rieures  ont  une  somme  nulle.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  distances 
rj  i  sont  toutes  constantes  :  on  a  done 

drjj  =  o       et        ^Fy,*  drltk  =  o. 

Done,  pour  un  corps  solide,  la  differentielle  de  la  demi-force 
vive  est  egale  a  la  somme  des  travaux  elementaires  des  seules 
forces  exterieures. 

338.  Cas  dans  lequel  Paction  mutuelle  de  deux  points  du  sys- 
teme est  fonction  de  leur  seule  distance.  —  Si  l'on  suppose  que 
Taction  mutuelle  Fy  *  de  deux  points  quelconques  My  et  M*  est 
une  fonction  de  leur  seule  distance  rj^r  la  somme  des  travaux 
elementaires  des  forces  inter  ieures  est  une  differ -en  tie  lie  to  tale 
exacte  d  une  fonction  des  distances  mutuelles.  En  eflet,  on  a 
alors 

F/.A  =  ?(>/>*)>        Fy,*  drjj  =  d J cp(ry^)  drj^. 

Chaque  terme  de  la  somme  des  travaux  elementaires  des  forces 
interieures  ^Yj^drj^  est  alors  une  differentielle  exacte;  la 
somme  elle-meme  en  est  une. 

330.  Cas  ou  le  theoreme  des  forces  vives  donne  une  integrale 
premiere.  —  Si  la  somme  des  travaux  elementaires  de  toutes  les 
forces,  tant  interieures  qu'exterieures,  pour  le  depiacement  reel 
du  systeme,  est  une  differentielle  totale  exacte  d'une  fonction 
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U(xi,yi,  Si,  .  .  ym  zn)  des  coordonnees  des  points  du  sys- 

tem e,  on  a 

A  designant  une  constanle  arbitral  re,  appelee  conslante  des  forces 
vives.  L'int^grale  premiere  ainsi  obtenue  est  Vintigrale  des  forces 

vives. 

Gette  circonstance  se  pr^senle,  en  particulier,  quand  les  forces 
interieures  et  exterieures  dependent  uniquement  des  positions  el 
non  des  vitesses  des  points,  et  derivent  d'une  fonction  de 
forces  U(a?i,'^,  z±,  .  ..,  .xa,yn,  zn).  Mais  elle  peut  se  presenter 
meme  dans  des  cas  on  certaines  forces  dependent  des  vitesses  et 
du  temps,  a  condition  que  la  somme  des  travaux  de  ces  forces 
speciales  soit  nulle  dans  le  d^placement  reel  et  que  la  somme  des 
travaux  des  autres  forces  soit  la  difFerentielle  totnle  d'une  fonc- 
tion U  des  coordonnees. 

340.  Homogeneity.  —  Si  I  on  prend  pour  unites  fondamentales 
les  unites  de  longueur,  temps  et  masse,  on  sail  qu'en  rendant 
I'unile  de  longueur  A  fois  plus  petite,  celle  de  temps  r  fois  plus 
pelile,  celle  de  masse  \j.  fois  plus  petite,  l'expression  d'une  lon- 
gueur est  multipliee  par  1,  celle  d'une  masse  par      celle  d'une 

vitesse  par  ~;  la  force  vive  ^        est  done  natltipliee  par  ^-r: 

d'autre  part,  l'expression  d'une  force  est  multiplied  par  ^-j  et, 

par  suite,  celle  d'un  travail  (produit  d'une  force  par  une  longueur) 

est  multipliee  par        Les  deux  membres  de  l'equation  des  forces 

vives  (2)  sont  done  bien  du  meme  degre  d'homogeneite.  Si  le 
travail  est  exprim^,  par  exemple,  en  kilogrammetres,  la  force 
vive  sera  ainsi  un  certain  nombre  de  kilogrammetres.  Si  le  travail 
est  exprime  en  ergs  {erg,  unite  de  travail  du  sjsteme  C.  G.  S.),  il 
en  est  de  meme  de  la  force  vive. 

341.  Exemple.  —  Appliquons  le  theoreme  des  forces  vives  au  mouve- 
ment  de  deux  points  materiels  libres  m  et  m  ,  de  masses  m  et  m!  {fig.  190), 
s'attirant  Tun  l'autre  suivant  la  loi  de  Newton  et  attires  suivant  la  meme 
loi  par  un  centre  fixe  M  de  masse 
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Le  systeme  mobile  est  ici  compose  de  deux  points  :  les  forces  interieures 

sont  les  attractions  mutuelles  de  deux  points.  Si  Ton  appelle  /•  la  distance 

id     •  11    i  /  fmm! 

mm,  la  valeur  algebrique  de  I  action  mutuelle  de  m  et  m  est  r  = — - — - — > 

•i     .          -     v~\  w           fmm!  r 
et  son  travail  elementaire  v  dr  — —  -  dr.  Les  torces  exterieures  sont 

r2 

les  attractions  P  et  P'  du  point  M  :  si  1'on  appelle  p  et  p  les  distances 

M m  et  M.m'f  les  valeurs  algebriques  de  ces  attractions,  suivant  la  conven- 

,                 f)xm  ftim' 
tion  faitr  dans  la  theorie  des  forces  centrales,  sont  —  —  ,  —  — 

*      ,  P*  p 

•  -i .  •  rum  ,        f\j.m    ,  , 

et  leurs  tra\ aux  elementaires  —  -1— ^ —  dp,  —  '—L-rt —  dp  . 

V  '.'  "  p-  P ' 


m  F 


Fig.  190. 


Le  theoreme  des  forces  vivesdonne  done,  si  l'on  appelle  v  et  v'  les  deux 
vitesses. 

,  m  v-  -+-  m  r'-           fmm'  ,        fix  m  ,        f\xm!  ■. 
d   ==  —  ■  dr  —  — —  d  o  —  J—t —  dp  . 

2  r*  p-  p2 

I  >n  se  trouve  alors  dans  le  cas  du  numero  precedent :  le  second  membre 
est  une  difTerentielle  totale  exacte,  et  l'on  a  l'integrale  des  forces  vives 


m'v'-      fmm       f\xni  '  ■    f\xm'  j 


r 


342.  Distinction  des  forces  en  forces  donnees  et  forces  de 
liaison.  —  Dans  ce  qui  precede,  nous  avons  partage  I'ensemble  des 
forces  appliquees  a  un  systeme  en  deux  categories,  les  forces  inte- 
rieures et  les  forces  exterieures.  Gette  distinction  est  surtout 
importante  dans  la  theorie  de  l'energie,  comme  nous  le  verrons 
dans  le  paragraphe  V.  Dans  beaucoup  de  questions  de  M^canique 
rationnelle  et  surtout  en  Mecanique  analytique,  il  est  plus  simple 
de  partager  les  forces  appliquees  aii  systeme  en  deux  autres  cate- 
gories :  les  forces  de  liaison  provenant  des  liaisons  imposees  au 
systeme  et  les  forces  donnees  que  Ton  fait  agir  sur  le  systeme. 
C'est  de  cettc  faron  que  Ton  classe  les  forces,  quand  on  cherche 
les  conditions  dY-quilibre  d'un  systeme  a  l'aide  du  principe  du 
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travail  virtuel  (n°  157  ).  Nous  pourrons  alors  enoncer  le  th^oreme 
des  forces  vives  sous  la  forme  suivante  : 

T.a  differ entielle  de  la  demi-force  vive  totale  est  egale  a  la 
somme  des  travaux  elementaires  de  toutes  les  forces,  tant 
donnees  que  de  liaison,  appliquees  au  sysleme. 

343.  Cas  particulier  important  ou  les  travaux  des  forces  de 
liaison  sont  nuls.  —  Si  les  liaisons  sont  inde pendant es  du  temps. 
c'est-a-dire  exprimables  par  des  Equations  ou  ne  figurent  que  les 
coordonnees  des  points  du  systeme  ct  non  le  temps,  comme  au 
n°  176;  si,  de  plus,  les  liaisons  sont  parfaites,  c'est-a-dire  ont 
lieu  sans  frottement,  la  somme  des  travaux  elementaires  des 
forces  de  liaison  est  nulle  pour  le  de"placement  reel  que  subit  le 
systeme  pendant  le  temps  dt.  En  effet,  dans  ces  conditions,  le 
defacement  reel  du  systeme  est  evidemment  compatible  avec  les 
liaisons,  et  la  somme  des  travaux  des  forces  de  liaison  est  nulle 
(n°  162).  On  a  done  le  th^oreme  suivant  : 

Si  les  liaisons  sont  ind£pendantes  du  temps,  et  s'il  h'y  a  pas 
de  frottements,  la  differ entielle  de  la  demi-force  vive  est  egale 
a  la  somme  des  travaux  elementaires  des  forces  donnees. 

II  peut  arriver,  dans  ce  cas  particulier,  que  la  somme  des  tra- 
vaux 6le"mentaires  des  forces  donnees  soil,  dans  le  deplacement 
reel,  une  differentielle  totale  cxacte  d'une  fonction  U  des  coor- 
donnees des  points  du  sysleme  :  le  theoreme  des  forces  vives  donne 
alors  les  equations 

a   =  dV,    =1  +  /;, 

2  '  2  \ 

dont  la  seconde  est  l'int^grale  des  forces  vives. 

Remarque  I.  —  Quand  le  systeme  est  a  liaisons  completes 
(n°  168)  ind6"pendantes  du  temps  et  sans  frottement,  le  ih^oreme 
des  forces  vives  donne  immediatement  liquation  unique  du  mou- 
vement.  En  efFet,  la  position  du  systeme  ne  depend  alors  que  d' un 
parametre,  et  le  theoreme  des  forces  vives  fournit  une  equation 
ou  n'entrent  que  les  forces  donnees  et  qui  permet  de  calculer  ce 
parametre  unique  en  fonction  de  t. 
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Remarque  II.  —  Si  certaines  liaisons  dependent  du  temps,  le 
travail  des  forces  de  liaison  correspondantes  n'est  pas  nul,  en 
general,  pour  le  deplacement  reel  du  systeme.  On  a  un  exemple 
elt^mentaire  du  fait  dans  le  mouvement  d'un  point  assujetti  a 
srlisser  sans  frottement  sur  une  courbe  mobile  :  le  travail  de  la 
force  de  liaison  n'est  pas  nul  dans  le  deplacement  reel  du  point 
(n°258). 

>  '<i.  Application.  —  Chaine  honwgene  pesante  glissant  sans  frotte- 
ment sur  une  courbe  fixe.  —  Soient  il  la  longueur  de  la  chaine  AB,  p  la 
masse  de  l'unite  de  longueur,  et,  par  suite,  zip  la  masse  totale. 


0 

Fig.  191. 

Prenons  un  axe  Oz  vertical  dirige  vers  le  haut;  appelons  s  l'arc  de  la 
courbe  fixe,  sur  laquelle  glisse  la  chaine,  compte  depuis  un  point  fixe  O' 
jusqu'au  point  de  la  courbe  d'ordonnee  z;  la  courbe  etant  donnee,  on  peut 
toujours  exprimer  z  en  fonction  de  s, 

(1)  ,  *  =  ?(*)• 

Cela  pose,  appelons,  en  particulier,  <r  Tare  O'M,  du  point  0'  jusqu'au 
milieu  M  de  la  chaine,  point  qui  n'est  pas  le  centre  de  gravite  :  il  est 
Evident  que  la  position  de  la  chaine  est  connue,  des  que  Ton  connait  a.  La 
chaine  sur  la  courbe  forme  done  un  systeme  a  liaisons  completes  (n°  168). 
La  rhaine  etant  supposee  inextensible  doit  etre  regardee  comme  une  file 
<h:  points  materiels  lies  de  telle  facon  que  chacun  d'eux  est  a  une  distance 
constante  de  celui  qui  le  precede  et  de  celui  qui  le  suit. 

Les  forces  appliquees  au  systeme  sont  :  i°  les  poids  mg  des  points  (forces 
donn^es);  2"  les  reactions  normales  de  la  courbe  (forces  de  liaison);  3°  les 
actions  mutuelles  de  deux  points  consecutifs  (forces  de  liaison).  Si  Ton 
voulait  adopter  la  classification  en  forces  interieures  et  exterieures,  les 
actions  mutuelles  des  points  consecutifs  seraient  des  forces  interieures,  les 
poids  el  les  reactions  des  forces  exterieures. 

Quand  la  chaine  glisse  sur  la  courbe,  les  travaux  des  forces  de  liaison 
son!  mils:  il  est  aise  de  le  verifier  :  les  reactions  sont  normales  aux  depla- 
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cements  des  points,  Paction  mutuelle  F  de  deux  points  consecutifs  a  un 
travail  nul,  car  la  distance  de  ces  points  est  invariable.  II  ne  subsiste  done 
que  les  Iravaux  elernentaires  des  poids.  Pour  les  evaluer,  considerons  sur 
la  chaine  en  m  un  clement  de  longueur  8X  dont  la  distance  Mwau  point  M 
le  long  de  la  chaine  soit  X,  X  etant  compte  positivement  dans  le  sens  AH, 
de  sorte  qu'on  aura  tous  les  elements  de  la  chaine,  en  faisant  varier  X 
de  —  /  a  -+-  /.  La  coordonnee  z  de  Telement  8X  est 

car  Tare  0' m  est  s  =  a  -+-  X.  Si  Ton  fait  glisser  la  chaine  d'une  longueur  dz 
pour  Pamener  de  AB  en  A'B',  le  z  de  Pelement  oX  croit  de 

dz  =  c'(  rs  ■+-  X  )  d<j, 

el  le  travail  ele'mentaire  du  poids  gp  8X  de  cet  element  est 

—  gp  oX  dz  —  —  g  p  oX  9'  ( 7  -+-  X )  dn. 

La  somrae  des  travaux  elernentaires  des  poids  de  tous  les  elements  est 
la  somme  des  expressions  telles  que  la  precedente,  lorsque  X  varie  de  —  / 
a  -h  /;  e'est  done 

-gpds         ?'(*-r-X)oX  =  -gpdo[s(?  -+-/)- 

On  peut  ecrire  cetle  expression 

—  pg  d<j(Zi~  Co), 

en  designant  par  z0  et  Z\  les  z  des  extremites  A  et  B  de  la  chaine.  On  voit 
que  ce  travail  est  le  meme  que  celui  que  Ton  devrait  effectuer  pour  trans- 
porter l'element  AA'  =  di  de  la  chaine  d1une  extremite  a  l'autre;  sans 
deplacer  le  reste  du  systeme. 

D'autre  part,  dans  le  mouvement  de  la  chaine,  tous  les  points  m  ont 

meme  vitesse  v  =  ^  :  la  force  vive  est  done 
dt 

L'equation  des  forces  vives  est  alors 

l?  d{^f~~9g  +  l)  -  ?.(«  -  OJ  = 

la  forme  de  cette  equation  montre  que  Ton  aura  /  en  fonction  de  7  par 
deux  quadratures  seulement.  Si  Ton  divise  les  deux  membres  par  dt  et  si 
Ton  effectue  les  differentiations  indiquees,  elle  devient 


d*c  =  w(?-4-  /)— c(cr— /) 

dV-  S  2 1 


00  . 
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equation  analogue  a  celle  du  mouvement  rectiligne  d'un  ])oint  sous  Taction 
d'une  force  dependant  de  la  seule  position.  Comme  verification,  si  Ton 
suppose  que  la  longueur  /  de  la  chaine  tend  vers  o,  le  deuxieme  rnerabre 
a  —  g 9(7)  pour  limite  ct  Ton  retombe  sur  l'equation 


equation  du  mouvement  d'un  point  materiel  pesant  sur  la  courbe  fixe. 

Comme  l'equation  du  mouvement  de  la  chaine  ne  depend  que  de  la 
fonction  c,  le  mouvement  restera  le  meme  lorsqu'on  developpera  le  cylindre 
qui  projette  horizontalement  la  courbe  donnee,  sur  un  de  ses  plans  tan- 
gents. 

11  y  a  deux  cas  011  le  mouvement  du  milieu  de  la  chaine  ne  depend  pas 
de  sa  longueur  : 

i°  La  courbe  fixe  est  une  helice  tracee  sur  un  cylindre  vertical.  On  a 
alors 

=  as. 

a  designant  une  constante,  et  l'equation  (2)  se  reduit  a 

d*  <s  _ 

IF 

equation  independante  de  /; 

20  La  courbe  fixe  est  une  cyeloide  d'axe  vertical  ou  une  courbe  obtenue 
en  l'cnroulant  sur  un  cylindre  vertical.  On  sait  que  dans  ce  cas  on  a  (250) 


par  consequent,  l'equation  du  mouvement  M  est 


l>ans  ces  deux  cas,  le  milieu  M  se  deplace  comme  un  point  materiel 
pesant  isole  sur  la  courbe  (Puiseux,  Journal  de  Liouville,  t.  VIII). 

Les  deux  formes  de  cp  que  nous  venons  de  considerer  sont  d'ailleurs  les 
seules  qui  jouissent  de  cette  propriete.  En  effet,  si  l'equation  du  mouvement 
doit  i  t  re  independante  de  /,  on  doit  avoir 


Chassons  le-,  ddnominateurs  et  prenons  les  derivees  secondes  par  rapport 
a  /  des  deux  memltres;  nous  avons 

9'7cr-h/)-  /)=  o. 
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quels  que  soient  a  et  /;  il  en  resulte  que  la  fonction  ?"(-0  doit  etre  inde- 
pendantc  de  s, 

*"(*)  =  A: 

Si  k  est  nul,  on  en  tire 

?0)  =  x(s  —  s0); 

c'est  le  cas  de  Tlielice. 
Si  /,  -A  o,  on  doit  avoir 

(Equation  qui  caracterise  une  cycloide. 

La  courbe  qui  porte  la  chaine  peut  etre  formee  de  plusieurs  parties 
geometiiquement  distinctes.  Supposons-la  formee  d'une  horizontale  Ox  et 


Fig.  192. 


d'une  verticale  descendante  Oh.  Nous  avons  vu  que  l'equation  du  mouve- 
ment  peut  s'e'crire 

<m      g  2/ 

Si  la  chaine  est  tout  entiere  sur  la  partie  horizontale  Ox,  son  mouve- 
ment  sera  uniforme,  puisque  Ton  aura  Z\  =  Zq  =  o(fig.  192)  et,  par  conse- 
quent, 

^  =  °- 

Si  Tune  des  extremites  de  la  chaine  a  deja  depasse  le  point  O  et  en  est  a 
une  distance  OB  =  u,  on  a,  en  comptant  1  a  partir  de  0  dans  le  sens  AOB, 

S0  =  O,  ~i  =  —  U,  <T  =3  u  —  /, 

et,  par  consequent, 

dr-     1 1  ' 


le  point  B  se  deplace  done  comme  s'il  etait  repousse  par  0  proportionnel- 
lement  a  la  distance.  Gette  derniere  equation  n'est  valable  que  tant  que  A 
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est  supporte  par  la  partie  liorizontale ;  lorsque  A  aura  atteint  O,  la  chaine 
tombera  librement  (Vun  mouvement  uniformement  accelere. 

Calcul  de  la  tension.  —  Considerons  une  portion  Km  de  la  chaine  ter- 
minee  an  point  ni  tel  que  arc  1M  /?i  =  a  ;  on  peut  considerer  le  systeme 
qu'elle  constitue  com  me  se  deplacant  sous  Paction  des  poids  de  ses  divers 
elements,  des  reactions  de  la  courbe  et  de  la  tension  T  au  point  m  comptee 
positivement  dans  le  sens  AB  (voir  fig.  191). 

Si  Ton  applique  le  theoreme  des  forces  vives  au  mouvement  de  cette 
portion  de  chaine  \  rn,  on  trouve 

d  [  ^  P  (  %  ) 2  ]  =  T  d*  ~  ?  S  ^ ( Z '  ~  Z  ° } ' 

en  evaluant  les  travaux  des  poids  comme  precedemment,  remarquant  que 

le  travail  de  T  est  Tr/a,  et  appelant  z  Pordonnee  du  point  m. 

1  )ivisons  par  dt  et  efTectuons  les  differentiations ;  il  vient,  apres  suppression 

,    ,  dz 
du  lacteur  —r  ? 

dt 

T  =  (I  h-  X )  P  ^  +  ^ P[  cp (  *  +  X )  -  ?  (  a  -  /  )]. 
d-  a 

llemplacons  —j^  par  sa  valeur;  nous  aurons,  tous  calculs  faits, 

T=  ^[->/?(a-A)-(^+  X)9(a-f-/)_(/_-A)?(Jr-0]. 

Si  Ton  applique  cette  formule  au  cas  de  l'helice,  on  voit  immediatement 
que  T  est  toujours  nul ;  par  consequent,  chacun  des  points  de  la  chaine  se 
deplace  comme  s'il  etait  isole.  II  peut  se  faire  qu'on  trouve  pour  T  une 
valeur  negative;  dans  ce  cas,  la  chaine  se  replierait  sur  elle-meme.  car  un 
element  oa  subirait  une  pression  et  non  une  tension.  Pour  que  le  mouve- 
ment tut  realisable  dans  tous  les  cas,  il  faudrait  supposer  la  chaine  formee 
par  une  sorte  de  chapelet  de  petites  spheres  enfilees  sur  un  .fil  flexible  et 
glissant  dans  un  tube  de  meme  rayon.  Alors,  si  T  est  positif  en  un  point, 
le  fd  y  est  tendu;  si  T  est  negatif,  les  spheres  contigues  pressent  Tune  sur 
I'autre.  On  verifiera  que,  dans  le  cas  de  la  cycloi'de,  il  y  a  toujours  com- 
pression. 

Cettt:  question  du  mouvement  d'une  chaine  pesante  sur  une  courbe  fixe 
a  donne  lieu  a  une  interessante  application  de  la  the'orie  des  equations 
integrates  par  M.  Myller  (Nouvelles  Annates  de  Malhematiques, 
juillet  I9'J(>). 

3  i.'>.  r  Application  au  mouvement  d'une  vis  mobile  sans  frottement 
dans  un  ecrou  fixe.  —Dans  ee  mouvement  tous  les  points  du  solide  mobile 
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dectivent  des  helices  de  merne  pas  h,  et  avancent.  parallelement  a  l'axe, 
de  —  6  quand  la  vis  tourne  de  l'angle  f). 

27Z 

Le  systeme  etant  a  liaisons  completes,  le  theoreme  des  forces  vives  nous 
donnera  le  mouvement. 

Prenons  l'axe  de  la  vis  pour  axe  des  z.  Le  systeme  constitue  par  la  vis 
est  soumis  a  des  forces  donnees  Fi,  F2,  . .  F„  et  aux  reactions  de  l'ecrou, 
qui  sont  partout  normales  a  la  surface  de  la  vis,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  frot- 
tcnient. 

Soient  r,  0,  z  les  coordonne'es  semi-polaires  d'un  point  queiconque  du 
systeme  et  Zq  sa  cote,  quand  Tangle  6  est  nul  :  les  coordonnees  cartesiennes 
de  ce  point  sont  a  un  instant  queiconque 

x  =  r  cos  6.       y  =■  r  sin  0,       z  =  zu  h  0; 

la  vitesse  de  ce  point  a  done  pour  projections 

dx  .   k  dti         dy  „dft         dz       h  db 

—z-  =  —  r  sin  0  —  i        —  =  r  cos  0  —r  >        —r  =  —  -r  - 
dt  dt  dt  dt  dt  dt 

quantite's  que  nous  ecrirons,  en  introduisant  la  vitesse  angulaire  to  =  ^> 


dx  dy  dz  h 

dt  J '        dt  '       de       2  a 

on  a  done  pour  le  carre  de  la  vitesse 


to 

0)2  r«  -h  U)2  — 


Multipliant  par  m  et  faisant  la  somme  pour  tous  les  points  du  corps, 
nous  aurons  pour  expression  de  la  force  vive  totale 

to2  2  mr2  -f-  oj-  - —  £  m, 

4tc2 

c^st-a-dire,  en  de'signant  par  k  le  rayon  de  gyration  et  par  M  la  masse, 
L'equation  des  forces  vives  est  ainsi 

le  signe  2  se  rapportant  aux  forces  donnees  F],  ....  F„.  car  les  travaux 

des  re'actions  sont  nuls.  En  remplacant  dans  le  second  membre  ^>  ^? 

1     *  dt     dt  dt 

par  les  valeurs  trouvees  plus  haut,  ce  second  membre  devient 

w[S(lY-rX)^i2z]; 
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mais  Y  — /X)  est  la  somme  des  moments  des  forces  donnees  par  rap- 
port a  0  3;  r  est  done  la  projection  N  sur  cet  axe  du  couple  resultant  de  la 
reduction  des  forces  donnees  a  I'origine;  quant  a  e'est  la  projection  j£ 
de  la  resultante  generale  sur  le  meme  axe.  L'equation  des  forces  vives 
peut  done  s'ecrire 

en  effectuant  la  differentiation,  cette  equation  prendra  la  forme 

(,)  M)#=       --*  £. 

v  '  \  /  dt  in 

Si  les  forces  exte'rieures  F  satisfont  a  la  relation 

N  -+-  —  J?  =.  o, 

21Z 

['equation  ci-dessus  donne 

d  co 

et  le  mouvement  est  uni forme. 

Dans  le  cas  general,  les  forces  peuvent  etre  reduites  a  iin  torseur  ^  e'est- 
a-dire  a  une  force  AR  et  a  un  couple  d'axe  AG  dirige  suivant  la  meme  droite  ; 

K  est  I'intensite  et  j>  =  ^  le  parametre  de  ce  torseur.  Designons  par  0  la 

rv 

plus  courte  distance  des  droites  R  et  O^,  et  par  a  leur  angle;  nous  aurons, 
en  ellectuant  la  r(:duction  a  I'origine, 

f?  =  R  eosa,        N  ==  Geosa  +  Ro  sin  a, 

puisque  N  doit  etre  la  somme  des  moments  par  rapport  a  O  ^  de  la  force  R 
et  des  deux  forces  qui  constituent  le  couple  G. 

Le  mouvement  de  la  vis  se  reduit  a  une  translation  et  a  une  rotation 
dirigees  suivant  Oz.  et  forme  ce  que  Ton  peut  appeler,  avec  Ball,  une  tor. 

sion  dont  I'intensite  serait  co,  et  le  parametre  p'  =  —  •  Avec  ces  notations, 

l'equation  des  forces  vives  prise  sous  la  forme  (i)  devient 

d  '-  |  M  i^k-  -+-  7~~>^  w2l  —  R-^KjP     P)  cos  a  -h  o  sin  a]  dt. 

On  voit  done  que  ['expression  de  la  somme  des  travaux  elementaires  des 
forces  donnees  est  syme'trique  par  rapport  au  torseur  et  a  la  torsion. 


2°  Application  au  probleme  des  trois  corps.  —  Nous  appliquerons 
les  the'orenies  ge'ne'raux  mi  probleme  suivant  :  Trouver  le  mouvement  de 
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trois  points  mat<:riels  entierement  libro,  s'attirant  suivant  la  loi  de 
V  w  ton. 

D&ignons  par  ri>,  rri.  les  distances  mutuelles  des  points  Mi,  M2, 
M  ■  donn«:es.  Les  actions  mutuelles  de  ces  points  ont  respectivement  pout 
valeurs 

—  frrti  m*         — fm^m%         — fm^m^ 


Gomme  le  systeme  n'est  soumis  a  aucune  force  exterieure,  le  mouvement 
de  son  centre  de  gravite  est  rectiligne  et  uniforme,  ce  qui  donne  trois 
equations  finies  du  mouvernent.  Pour  la  meme  raison,  on  peut  appliquer 
le  theoreme  des  aires  par  rapport  aux  trois  plans  coordonnes,  ce  qui  donne 
trois  integrates  premieres.  On  peut  enfin  en  obtenir  une  derniere  par  le 
theoreme  des  forces  vives. 

La  force  vive  totale  du  systeme  est  en  effet 

miv\-+-  m^v\-k-  m?,  v\ ; 

d'autre  part,  la  somme  des  travaux  elementaires  des  actions  mutuelles  est, 
d'apres  ce  que  nous  avons  vu, 

fni]  m»  ,  fm>m~   ,  fm^rrix  , 

—  '  ; — -  di\*  —  *  1  {  —  '  ;  dr , ,  : 

/*i2  ^23  r\x 

c'est  la  differentielle  exacte  de 


fmim«       fm  >  m>  fm-.nii 
:  :       •  .  h  £  • 

ri2  r23  /'si 

on  a  done  l'integrale  des  forces  vives 

micf-4-  miv\  -\-,m^v\       I  fniym*  ^  fm*m?,  ^  fm:imi\  ^  ^ 

Bruns  a  demontre  (Ada  mathematical  t.  XI)  que  les  integrates  ainsi 
obtenues  sont  les  seules  qui  soient  algebriques  par  rapport  aux  coordon- 
nees  des  corps  et  a  leurs  derivees  premieres;  Poincare  (ibid.,  t.  XIII) 
a  etabli  que  le  probleme  des  trois  corps  ne  comporte,  en  dehors  des  inte- 
grales ci-dessus,  aucune  integrale  analytique  et  uniforme.  Enfin,  P.  Painleve 
l  Memoire  couronne,  Comptes  rendus,  17  decembre  1894)  a  demontre  quril 
ne  peut  pas  exister  d'autre  integrale  qui  soit  algebrique  seulement  par 
rapport  aux  derivees  premieres. 

346.  Resume  :  les  sept  equations  universelles.  —  Nous  pouvons  ainsi 
ecrire,  pour  un  systeme  quelconque,  sept  equations  : 

Trois  equations  exprimant  le  theoreme  des  projections  des  quantites  de 
mouvement  (ou  du  mouvement  du  centre  de  gravite). 

Trois  equations  exprimant  le  theoreme  des  moments  des  quantites  de 
mouvement. 
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Une  equation  exprim.ant  le  theoreme  des  forces  vives. 

I  '.e  sont  les  sept  equations  universelles,  applicables  a  un  systeme  quel- 
conque;  les  six  premieres  contiennent  uniqueinent  les  forces  exterieures; 
la  septieme,  celle  des  forces  vives,  contient,  en  general,  les  forces  exterieures 
et  les  forces  interieures. 


III.  —  THEORfiMES  DE  CINEMATIQUE  POUR  LE  CALGUL 
DES  MOMENTS  DES  QUANTITfiS  DE  MOUVEMENT  ET 
DE  LA  FORCE  VIVE. 

347.  Definition  du  mouvement  relatif  d'un  systeme  autour  de  son 
centre  de  gravite.  —  Soit  un  systeme  en  mouvement  par  rapport 
a  des  axes  fixes  Oxyz.  Menons  par  le  centre  de  gravity  G  de  ce 
systeme  des  axes  Gx'y'  zf  paralleles  aux  axes  fixes  (fig.  l9$)-  Le 


x 


Fig.  i93. 

mouvemonl  relatif  du  systeme  par  rapport  a  ces  axes  s'appelle  le 
mouvement  relatif  du  systeme  autour  de  son  centre  de  gravite, 

oi8.  Calcul  de  la  somme  des  moments  des  quantites  de  mouve- 
ment par  rapport  a  un  axe  fixe.  —  En  introduisant  ce  mouve- 
ment relatif,  on  peut  enoncer  le  theoreme  suivant  : 

Theoreme.  -  La  somme  des  moments  des  quantites  de  mou- 
vement,  par  rapport  a  un  axe  fixe,  est  egale  au  moment  de  la 
quantite  de  mouvement  de  la  masse  totalc  du  systeme  sup- 
poser  concent ree  au  centre  de  gravite,  augments  de  la  somme 
des  moments  des  quantites  de  mouvement  par  rapport  a  un 
axe  par  allele  au  premier  et  passant  par  le  centre  de  gravite ; 

APPBLL.  —  Traite  tie  Micditique.  n.  \ 
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cette  dernibre  somme  ilant  calcuUe  dans  le  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravity. 

La  demonstration  resulte  immediatement  des  forrnules  elemen- 
taires  relatives  au  changement  d'axes  de  coor donnees. 

D^signons  par  x,  y,  z  les  coordonn^es  d'un  point  du  systeme 
par  rapport  a  des  axes  fixes;  par  £,  n,  £  celles  du  centre  de  gravity 
et  par  x\  y',  z'  les  coordonnees  du  meme  point  par  rapport  a  des 
axes  Gx'.  Gy',  Gz'  paralleles  aux  axes  fixes  men^s  par  le  centre 
de  gravite;  on  a  alors,  d'apres  les  forrnules  du  changement  d'axes, 
(i)  x  —  |  -f-  oo' j      y  =  -rj  -+■  y',      z  =  I  -h  z  . 

Calculous,  par  exemple,  la  somme  des  moments  des  quanlites 
de  mouvement  des  divers  points  du  systeme  par  rapport  a  O;. 
Nous  avons,  d'apres  les  forrnules  du  changement  d'axes. 


m  .1 


>    dy_  dx\ 
It      7  dt  I 


vT   ,r      >^ld'<\     f/r'\       t        '^ldl  dx^ 

^Sm/^_  T[§\+  vm  (j  <W  _  y  <M 
\  -  dt         tit  J  \      dt      J  dt 


„       .  dr,  .    ,  d\  te  dy       _  dx 

^  <    aft  dt  '  rf/ 

Mais  le  centre  de  gravite  est  a  l'origine  mobile;  on  a  done 

nx'dr>      *>  - '      -        - '</? 

On  a  encore 


^mx'  —r  —  —  Unix'  =  o,        2  m  y' 

dt       dt  J  dt 


„     y.  dy       „_  _  <£r 

2  ra  £  -4-  =  E  2  m  -4-  =  0,       1  m  r.  — — 


car,  les  quantites  2mx',  Imy'  £tant  nulles,  leurs  derivees  le  sont 
En  tenant  compte  de  ces  relations,  nous  obtenons  l'equation 


(2) 


v     /    dy         dx\      w  A  dt\         d\\      ■       I     dy'  ,dx\ 


puisque,  dans  la  premiere  somme  du  second  membre,  on  peut 
mettre      ~J  —  yj       en  facteur  et  que  2m  =  DM. 

Cette  derniere  equation  exprime  precisement  le  th^oreme  a 

<16montrer,  car  le  premier  terme  JTl  ('■  ~  — f}  —  ]  est  le  moment 

1  \    dt  (ft  j 


c'l  somme 
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dc  la  quantite  de  mouvement,  par  rapport  a  Os,  de  la  masse  totale 
concentree  en  G,  et  le  second  Im|.r'^  — ^  ^Ylt 
des  moments  des  quantites  de  monvement  par  rapport  a  l'axe  Gz' 
parallele  a  O:,  calculee  dans  le  mouveinent  relatif  autour  de  G. 

On  pent  aussi  enoncer  le  theoreme  sous  la  forme  suivante  : 

Le  moment  cinetique  d'un  systeme  au  point  O  est  egal  au  moment 
cinetique  au  point  0  de  la  masse  totale  supposee  concentree  au 
centre  de  gravite,  augmente  du  moment  cinetique  du  systeme  dans  le 
monvement  relatif  autour  du  centre  de  gravite,  pris  en  ce  centre 
de  granite. 


On  le  verifie  directement  en  ecrivant 

v,  77^  5m  „  f-p±  ~~>\  A  /  d&  diM 
Z  m  OM      —  =2/»iOG  +  GM)  A    —r  H  r 

v  dt  K  \  /  x  \  dt  dt 

et  remarquant  que 


SmGM 


dt 


349.  Simplification  du  calcul  de  la  force  vive.  —  II  existe,  pour 
le  calcul  de  la  force  vive,  un  theoreme  analogue  au  precedent. 

Theoreme  de  Koenig.  —  La  force  vive  d'un  systeme  est  egale 
a  la  force  vive  qu'aurait  la  masse  totale  concentree  au  centre 
de  gravite,  augmentee  de  la  force  vive  du  systeme  dans  le 
mouvement  relatif  par  rapport  a  des  axes  de  directions  fixes 
menes  par  le  centre  de  gravite. 

Employons  les  memes  notations  que  dans  le  numero  precedent. 
Les  formules  de  transformation  de  coordonnees 

x  =  fj  -+-  x',      y  =  r, z  =  5  -+-  z! 
noiiN  donnent  pour  le  carre  de  la  vitesse  absolue  du  point  m 

idx'  d"r      >dy'  dr      idz'  a% 
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oil,  en  designant  par  V  la  vitcsse  du  centre  de  gravite  et  par  r  la 
vitesse  relative  du  point  M, 

tlx  dc         dy'  dtx         dz'  d£ 

multiplions  cette  equation  par  m  et  ajoutons  memhre  a  membre 
toutes  les  equations  analogues;  nous  aurons 

les  coefficients  de       C~  •>  ^  sont  nuls  en  vertu  des  conditions 

dt    dt  dt 

Smx'  =  o,       Sm/=o,       2ras'  =  o, 

qui  exprinient  que  l'origine  des  axes  mobiles  est  le  centre  de  gra- 
vite. Nous  arrivons  ainsi  a  l'equation 

Zmv«-=  ORY^-h  imp'2, 
ce  qui  demontre  le  theoreme. 

En  notations  vcctorielles,  on  ecrirait 
v     (  dMY     _     (dt      d  GM  \ 2      ^fd^Y     v  ^GmV 
puisque 

_  dGM 


±  m 


dt 


IV.  -  theor£mes  des  moments  et  des  forces  vives 

DANS  LE  MOUVEMENT  RELATIF  AUTOUR  DU  CENTRE 
DE  GRAVITY. 

350.  Theoreme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  dans 
le  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravite.  —  Le  theoreme 
des  moments  des  quantites  de  mouvement  s'applique,  comme  nous 
Tavons  montre,  au  mouvement  d'un  systeme  par  rapport  a  des 
axes  fixes  ou  par  rapport  a  des  axes  de  directions  fixes  animes 
d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme  (334).  Si 
Ton  voulait  etudier  le  mouvemenl  relatif  d'un  systeme  par  rapport 
a  des  axes  mobiles  quelconques,  on  ne  pourrait  plus  appliquer  ce 
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theoreme,  sans  le  modifier  par  L' introduction  de  certains  termes 
correctifs  qui  seront  definis  dans  la  iheorie  du  mouvemenl 
relatif.  Mais  il  existe  un  systeme  particulier  d1  axes  mobiles  tel 
que,  si  Ton  etudie  le  mouvement  relatif  d'un  systeme  par  rap- 
port a  ces  axes,  on  pent  appliquer  a  ce  mouvement  le  thEoreme 
des  moments  des  quantites  de  mouvement  ou  moments  cinetiques 
sans  modification.  Ges  axes  particuliers  sont  des  axes  de  directions 
fixes  passant  par  le  centre  de  gravity.  On  Enonce  ce  fait  en  disant 
que  le  theoreme  des  moments  cinetiques  s*  applique  au  mou- 
vement relatif  du  systeme,  par  rapport  a  des  axes  de  directions 
fixes  passant  par  le  centre  de  gravite. 

Pour  le  demontrer,  nous  ferons  une  combinaison  des  equations 
du  mouvement  du  centre  de  gravite  et  des  equations  des  moments 
dans  le  mouvement  absolu;  ce  qui  montre  que  les  nouvelles  Equa- 
tions obtenues  ne  sont  pas  distinctes  des  six  premieres  Equations 
universelles  etablies  dans  le  paragraphe  I. 

Imaginons,  comme  plus  haut  (nos  347  et  348),  un  systeme 
d'axes  Gx'y'z'  paralleles  aux  axes  fixes,  ayant  pour  origine  le 
centre  de  gravite* ;  partons  de  l'equation  des  moments  par  rapport 
a  O  qui  s'Ecrit 

d  — >     dM  — >  >- 
(i)  ^mOMA  ^-^OMAFe 

et  faisons  le  changement  de  coordonnees  defini  par 

OM  =OG+  GM . 
Nous  avons  vu  (n°  348)  que  le  premier  membre  devient 

Le  second  membre  de  (i)  s'ecrit  aussi 

/ — >■  — >\     ->  — >     (  — >\  -> 
S2(,OG-+-GMj  A        OG  A  UsFj  +  SSGM  A  Fe. 

En  remarquant  que 
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et  en  tenant  compte  de  liquation  du  mouvement  du  centre  de 

gravity 

fill 


GM  A  K 

ce  qui  demontre  le  theoreme;  en  effet  liquation  obtenue  (2)  a  la 
meme  forme  que  Liquation  (1)  avec  Ja  seule  difference  que  les 
coordonnees  absolues  sont  remplacees  par  les  coordonnees  rela- 
tives. 

Demonstration  basee  sur  la  theorie  du  mouvement  relatif. 
—  On  peut  arriver  a  ce  r^sultat  d'une  faeon  plus  rapide,  en  par- 
tant  de  la  theorie  du  mouvement  relatif,  c'est  ce  qu'on  verra  dans 
le  paragraphe  II  du  Chapitre  XXII. 

Interpretation  geometrique.  —  Comme  dans  le  cas  du  mou- 
vement absolu  (330),  il  existe_  une  interpretation  geometrique 
simple  de  ce  theoreme.  Soient  Go-'  (fig.  194)  le  moment  resultant 
par  rapport  au  centre  de  gravitc  G  des  vecteurs  representatifs  des 

quantites  de  mouvement  relatives  mV,  et  GS'  le  moment  resultant 
des  forces  exterieures.  Le  theoreme  exprime  que  la  vitesse  relative 
par  rapport  aux  axes  Gx'y'z'  de  Texlremite  ct'  du  premier  moment 
est  egale  et  parallele  a  l'autre  GS'. 

Applications  :  i°  Theoreme  des  aires.  —  Si  la  somine  des 
moments  des  forces  exterieures  est  nulle,  par  rapport  a  un  axe 
de  direction  iixe  mene  par  le  centre  de  gravite,  l'axe  G:'  par 
exemple,  on  a 

Le  theoreme  des  aires  s'applique  alors  a  la  projection  du  mou- 
vement relatif  sur  le  plan  a/Gy\  le  centre  des  aires  etant  G. 

20  Le  moment  resultant  des  forces  exterieures  /jar  rapport 
au  point  G  est  nul.  —  S'il  u'v  a  pas  de  forces  exterieures  ou 


on  voit  que  Tequitlion  (1)  se  reduil  a 

d  v  (      —  <IQm\ 
(2)  ^UGMAirj- 
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si  la  somrae  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  aux  axes  Gx' , 
Gy',Gz'  est  constainmenl  nulle,  on  a  l'integrale  (3)et  deux  autres 
analogues 


Dans  ce  cas,  le  vecteur  GS'  est  nul;  le  point  a  a  une  vitesse 
relative  nulle  et  le  segment  Go-'  est  constant  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens  :  ses  projections  sur  les  trois  axes  Gx',  Gy\  G:' 


x' 


Fig.  194. 

sontles  constantes  A,  B.  G.  Le  theoreme  des  aires  s'applique  alors 
a  la  projection  du  mouvement  relatif  sur  un  plan  quelconque  P,  de 
direction  lixe,  passant  par  le  centre  de  gravite,  car  on  peut  tou- 
jours  prendre  un  tel  plan  pour  plan  x'Gy1.  La  constante  des  aires 
sur  ce  plan  P  est  la  projection  du  segment  Go-'  sur  la  perpendi- 
culaire  Gn  au  plan.  G'est  done  sur  le  plan  IT  perpendiculaire 
a  Gcr'  que  cette  constante  prend  sa  valeur  maximum  :  ce  plan  s'ap- 
pelle  plan  du  maximum  des  aires.  Sur  un  plan  passant  par  Ga- 
la constante  des  aires  est  nulle. 

3 "  Application  au  systeme  solaire.  Plan  invaiiable  de 
Laplace.  Si  Ton  neglige  Paction  des  etoiles,  le  systeme  form6 
par  1g  Soleil,  les  planetes  et  leurs  satellites  n'estsollicite  par  aucune 
force  exterieure.  Si  done  on  imagine  des  axes  de  directions  fixes 
mene^s  par  le  centre  de  gravite  G  du  systeme,  qui  est  place  tres 
pres  du  Soleil,  le  moment  resultant  Gn1  des  quantity  de  mouve- 
ment relatives  a  ces  axes  par  rapport  a  G  est  constant  en  gran- 
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deur,  direction  el  sens.  On  peut,  a  une  certaine  epoque,  calculer 
les  projections  A,  B,  G  de  ce  segment  sur  les  axes,  en  calculant 
les  sommes  des  moments  cinetiques  de  tons  les  points  du  systeme 
par  rapport  aux  axes. 

Le  plan  II  perpendiculaire  au  vccteur  G?'  ainsi  determine  a 
nne  direction  constante  :  c'est  le  plan  du  maximum  des  aires.  On 
a  ainsi  un  moyen,  indique  par  Laplace,  d'obtenir  un  plan  inva- 
riable dans  le  systeme  solaire.  Laplace,  en  determinant  ce  plan 
invariable,  avait  calculi  les  quantites  A,  B,  G  comme  si  les  planetes 
etaient  reduites  a  des  points  places  a  leurs  centres;  Poinsot  com- 
plela  le  calcul  de  Laplace  en  ajoutant  les  termes  qui  proviennent 


/\ 

/A 

/ttl 

/p 

•G  / 

r  / 

y 

Pit 


190. 


de  la  rotation  des  planetes  sur  elles-memes,  termes  qui  ont  d'ail- 
leurs  peu  d'intluence  sur  le  resultat  final.  (Voir  Elements 
Statistique  de  Poinsot,  5e  Edition,  note.) 

Les  memes  conclusions  subsistent  encore,  meme  si  Ton  ne 
neglige  pas  Taction  des  £toiles  :  en  effet,  les  distances  des  £toiles 
aux  divers  points  formant  le  systeme  solaire  sont  tellement 
grandes.  par  rapport  aux  dimensions  du  systeme  que  les  attrac- 
tions des  e^oiles  sur  les  divers  points  du  systeme  sont  sensible- 
ment  paralleles  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces  points;  des 
lors,  ces  attractions  forment  un  systeme  de  vecteurs  equivalent  a 
un  vecteur  unique  applique  an  centre  de  gravite  G  du  systeme  et 
leur  moment  resultant  par  rapport  a  G  est  nul;  le  moment  resul- 
tant Gt'  des  quantites  de  mouvement  relatives  par  rapport  a  G  est 
done  constant  en  grandeur,  direction,  et  sens. 
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4°  Mouvement  d'une  bat-re  pesante  dans  le  vide.  —  Soit  une  barre 
pesante  AB  (fig.  iq5)  lancee  dans  le  vide,  cette  barre  etant  regardee 
comme  une  droite  materielle.  Le  centre  de  gravfte  G  decrit  une  parabole. 
Si  Ton  mene  par  ce  point  des  axes  Gx\  Cry',  G  z'  de  directions  fixes,  la 
somme  des  moments  des  forces  exterieures  par  rapport  a  chacun  de  ces 
axes  est  nulle,  car  les  forces  exterieures  sont  les  poids  qui  admettent  une 
resultante  unique  appliquee  en  G.  On  peut  done,  dans  le  mouvement  relatif 
par  rapport  aux  axes  x',  y'  z',  ecrire  les  trois  integrales  (3)  et  (4).  Soient  p 
le  point  de  la  barre  situe  a  1'unite  de  distance  de  G  dans  un  sens  determine  : 
a,  b,  c  ses  coordonnees  par  rapport  aux  axes  Gx',  y\  £\  m  un  point  situe 
a  une  distance  r  de  G,  r  etant  positif  ou  negatif,  suivant  que  Gm  est  ou 
non  de  meme  sens  que  Gp.  Les  coordonnes  de  m  sont 

x'  =  ra,       y'=?b,       z'  —  rc, 
dx'        da         dy'  _    db  dz'  _  dc 

~dt~,~dt'>        ~~dt  ~ '' '  ~dt'        ~di  ~~  7  ~di' 

L'integrale  (3)  donne  done 

/    db  da\ 

(  a  —  —  b  —     1  mr-  =  G, 

\    dt  dt  /  ' 

ou  la  somme  Smr2,  e'tendue  a  tous  les  points  de  la  barre,  est  le  moment 
d'inertie  par  rapport  au  point  G. 

De  meme  les  deux  integrales  (4)  donnent 

/.  dc         db\^      ,  , 

lb—,  c  —r  )  2m;,2=  A, 

\    dt  dt  J  ' 

/   da  dc\ 

I  c  —.  a  —    Smr2  =  B. 

\    dt         dt  J 

Multipliant  par  c,  a,  b  et  ajoutant,  on  a  l'equation 

A  r/.+  B6  +  Cc  =  o, 

-qui  montre  que  le  point  p  reste  dans  un  plan  H  fixe  par  rapport  aux  axes 
Gx'y'z'  et  perpendiculaire  au  vecteur  Gg'  de  projections  A,  B,  C,  :  e'est  le 
plan  du  maximum  des  aires.  Le  point p  et  tous  les  points  de  la  barre  d^crivent 
des  cercles  de  centre  G  :  comme  le  principe  des  aires  s'applique  aussi  au 
plan  II,  la  barre  tourne  autour  de  G  dans  ce  plan,  avec  une  vitesse  angu- 
laire  constan  1  e. 

5°  Systime  pesant  dej amiable.  —  Un  systeme  pesant  deformable  etant 
lanc«j  dans  le  vide,  son  centre  de  gravite  G  decrit  une  parabole;  si  par  ce 
centre  G  on  mene  des  axes  de  directions  fixes,  la  somme  des  moments  des 
forces  exterieures  est  nulle  par  rapport  a  ces  axes;  par  suite,  la  somme 
des  moments  des  quantites  de  mouvement  relatives  est  constante  par  rap- 
porl  a  tout  axe  mene  par  G,  et  le  theorem e  des  aires  s'applique  autour 
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du  |)oint  G  :  la  projection  du  monvemenl  relatif  sur  tout  f)lan  d'orienla- 
lion  fixe  mene  par  G  :  le  vecteur  Gn'  est  constant  en  grandeur,  direction 

et  sens. 

Par  exemplo,  quand  lin  liotnme  fait  le  saut  perilleux,  il  se  donne  au  depart 

une  certaine  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  d  un  axe  horizontal  G  z 

mene  par  son  centre  de  gravite;  si  le  corps  restait  rigide,  cette  vitesse 

angulaire  se  conserverait  a  peu  pi  es  et  ne  serait  pas  suffisante  pour  imprimer 

au  corps  une  rotation  complete  de  3(k>"  avant  qu'il  retombe  sur  lesol.  Mais, 

nne  fois  lance,  l'liomme  ramasse  son  corps  autour  du  centre  de  gravite, 

le  moment  d'inertie  par  rapport  a  l'axe  diminue,  et,  commc  la  somme  des 

.  ,  dti 
napments  des  quan.  tiles  de  mouvement  E/rcr'2^  doit  rester  constante,  la 

vitesse  angulaire  augmente  el  devient  suffisante  pour  qu'une  revolution 
complete  soit  possible  avant  la  chute. 

Dans  cet  exemplc,  l'liomme  possede  une  vitesse  angulaire  initialc  qu'il 
augmente  par  le  jeu  des  forces  interieures:  mais  il  pourrait,  meme,  en  se 
lancant  sans  vitesse  angulaire  initiale,  arriver  a  tourner  sur  lui-meme  dans 
l'espace,  d'un  certain  angle.  G'est  ce  qu'on  voit  par  les  considerations  deve- 
loppees  dans  les  exemples  du  n°  333;  ainsi  un  bomme  lance  dans  le  vide, 
avec  un  mouvement  de  translation  pourrait  se  retourner  par  des  procedes 
analogues  a  ceux  que  nous  avons  indiques  a  la  fin  du  n°  333,  pour  un  obser- 
vateur  place  sur  un  plan  horizontal  poli.  G'est  par  ces  memes  considera- 
i  ions  qu'on  explique  comment  un  chat  arrive,  sans  aucune  aide  exterieure, 
a  se  retourner  dans  une  chute. 

351.  Theoreme  des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravite.  —  Le  theoreme  des  forces  vives  a 
ele  etabli  pour  le  mouvement  absolu  d'un  systeme.  II  est  encore 
vrai  pour  le  mouvement  relatif,  par  rapport  a  des  axes  animes  d'une 
translation  rectiligne  uniforme.  Mais  on  ne  pent  pas,  sans  modifi- 
cations, l'appliquer  au  mouvement  relatif  par  rapport  a  des  axes 
animus  d  un  mouvement  quelconque.  II  cxiste  cependant  un  sys- 
teme daxes  mobiles  particulier,  par  rapport  auquel  le  theoreme 
subsite  sans  modifications  dans  Fenonce  :  e'est  un  systeme  d'axes 
de  directions  fixes  passant  par  le  centre  de  gravite.  On  a  ainsi  le 
theoreme  suivant  : 

De  meme  que  le  theoreme  des  moments  cinetiques,  le 
theoreme  des  forces  vives  S* applique  au  mouvement  relatif  du 
systeme  par  rapport  it  des  axes  de  directions  fixes  passant  par 
le  centre  de  gravitr. 


Nous  etablirons  ce  theoreme,  en  faisant  une  combinaison  des 
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equations  du  mouvement  du  centre  de  gravite  et  de  Inequation  des 
forces  vives  dans  le  mouvement  absolu  :  l'equation  obtenue  est 
done  une  consequence  des  equations  universelles  des  paragraphes  1 
etIL 

L'equation  des  forces  vives  dans  le  mouvement  absolu  est 

(5)     '/1<^''~  =  2S(Xe<£c  -h  Ye  dy  +  Zedz)  -+-  22(X^/.r  -4-  Y,  dy  +  Zidz); 

faisons  dans  cette  equation  le  changement  de  coordonnees 

x  =  *  ■+■  x x  =  Ti  4- j7,       5  =  £  -+-  z'\ 

Nous  avons  vu,  par  le  theoreme  de  Koenig  (n°  349 ),  qu'en  appe- 
lant V  la  vitesse  de  G  et  t>'  la  vitesse  relative  d'une  molecule  de 
masse  m  par  rapport  aux  axes  Gx'y' z\  on  a 

±mv*=  J11V2+  2mp'2. 

D'autre  part. 

a?.r  =  r/£  +  rtV  =  flfr)  -+-  rfjK7,       ^/s  =      -h  6/2'. 

L'equation  (5)  devient  done 

a  h  a  

2  2  •  ; 

=  SS(Xj  ate'  -h  Yj  dy'  -f-.Zj <&')  -+-  HS(Xc      -+-  Ye  r//  -+-  Ze  ate7 ) 
+  ^  {  22  X/  -+-  22  Xe  !  -+-  ^7)  [  22  Yf-p  22  Ye }  +  d&  '{  22 Zz -+-  22  Ze  ) . 

Or,  les  sommes  22  Yj,  22ZjSont  nulles  en  vertu  du  prin- 

cipe  de  l'egalit£  de  Taction  et  de  la  reaction;  puis  on  a 

JRV- 

d—  =^22Xe-4-rfn22Ye-h  d;22Ze, 

equation  qu'on  obtient  en  effectuant  la  combinaison  des  forces 
vives  sur  les  equations  du  mouvement  du  centre  de  gravite.  II 
nous  reste  alors,  apres  reductions, 

~T~  =  £s(X<^'->-  *idy'+  1idz')  4r  22  (Xedxr-h  Yedy+  Zedz'). 

Cette  equation  est  composed  avec  les  vitesses  et  les  deplacements 
relatifs,  comme  liquation  des  forces  vives  avec  les  vitesses  et  les 
defacements  absolus.  Le  theoreme  est  done  demontre. 
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lie  marque  sur  les  travaux  des  forces  exterieures.  —  La 
somme  des  travaux  ElEmentaires  des  forces  intErieures,  ne  depen- 
dant que  des  variations  des  distances  mutuelles  des  points,  est  la 
meme  dans  les  deux  equations  ;  mais  la  somme  des  travaux  des 
forces  exterieures  n'est  pas  la  meme  dans  les  deux  equations. 

Gela  rEsulte  du  calcul  precedent,  car  on  a  trouvE 

SS(Xf  dx     Yt  dy  -h  Zidz)  =  2  2  ( X  /  dx  -+-  Yt  dy'  -+-  Zt  dz' ), 

ce  qui  prouve  que  lessommes  des  travaux  ElEmentaires  des  forces 
intErieures  sont  les  memes  dans  le  deplacement  absolu  et  dans  le 
dEplacement  relatif  par  rapport  aux  axes  considered;  tandis  qu'on 
a  trouve 

2  2  ( X6>  doc  -h  Ye  dy  -+-  Ze  dz ) 

=  22 ( Xe  dx'  +  Ye  dy'  -+-  Ze  dz' )  ■+■  22(XC  d%  -h  Ye  di\  -h  Ze  < ), 

ce  qui  montre  que  les  sommes  des  travaux  des  forces  exterieures 
ne  sont  pas  les  memes  dans  les  deux  deplacements. 

Ainsi,  lorsque  certains  corps  du  systeme  sont  assujettis  a  des 
liaisons  sans  frottement  avec  des  corps  fixes,  les  forces  de  liaison 
con  espondantes  sont  exterieures  au  systeme  :  leurs  travaux  Ele- 
mentaires sont  nuls  dans  le  dEplacement  absolu  comme  nous  Pavons 
dEmontrE  en  etablissant  le  thEoreme  des  vitesses  virtuelles;  Us  ne 
le  sont  pas  en  general  dans  le  deplacement  relatif  par  rapport  aux 
axes  Gx',  y \  z' .  (Voir,  dans  les  exemples  suivants,  lexemplellly 
n°  354.) 

Demonstration  basee  sur  la  theorie  du  mouvement  relatif. 

—  On  trouvera  au  chapitre  XXII  une  demonstration  simple  du 
thEoreme,  basee  sur  la  theorie  du  mouvement  relatif. 

352.  Nombre  maximum  des  equations  generales  independantes. 

—  Dans  le  mouvement  absolu  nous  avons  obtenu  sept  Equations 
universelles,  trois  pour  les  projections  des  quantitEs  de  mouve- 
ment, trois  pour  les  moments  des  quantitEs  de  mouvement,  une 
pour  les  forces  vives.  En  appliquant  les  theoremes  des  moments  et 
des  forces  vives  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravity, 
on  obtient  encore  quatre  Equations.  Mais  ces  equations  ne  sont 
pas  distinctes  des  sepi  Equations  universelles  :  elles  en  sont  des 
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consequences,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer.  Suivant  les  cas, 
il  pourra  etre  plus  commode  d'ecrire  les  equations  des  moments  et 
des  forces  vives,  dans  le  mouvement  absolu  ou  dans  le  mouvemeni 
autour  du  centre  de  gravite. 

353.  Portion  quelconque  d'un  systeme.  —  En  isolant  par  la 
pensee,  dans  un  systeme  materiel  S.  une  portion  determined  P, 
forme\:  de  points  materiels  bien  d^finis,  on  peut  appliquer  a  cette 
portion  P  les  sept  equations  universelles,  a  condition  de  considerer 
comme  forces  exterieures  a  P  les  actions  excretes  sur  cette  por- 
lion  par  la  partie  rest  ante  S  —  P  du  systeme. 

Cette  consideration  est  souvent  utile,  pour  trouver  les  actions  et 
reactions  qu'exercent  l'une  sur  Pautrc  les  deux  parties  S  —  P  et  P. 

354.  Exemple  I.  —  Systeme  pesant  dans  le  vide.  —  Quand  on  lance 
dans  le  vide  un  systeme  pesant  quelconque  libre,  le  centre  de  gravite  du 
systeme  de'erit  une  parabole.  Menons,  par  le  centre  de  gravite,  des  axes 
de  directions  fixes,  Gz  etant  la  verticale  ascendante  :  le  theoreme  des 
forces  vives  s'applique  au  mouvement  relatif  du  systeme  par  rapport  a  ces 
axes.  Les  seules  forces  exterieures  etant  les  poids,  les  projections  du  poids 
d'un  point  m  sur  les  axes  mobiles  sont  o,  o,  —  mg.  On  a  done 

v  my''1 

d — - —  =—Zmgdz'-i-  Z¥ukdrj>k. 

.Mais,  l'origine  etant  le  centre  de  gravite,  les  sommes  Urns',  2»ir/s'  sont 
nulles.  done 

^  =  HFJ>kdrJ}k. 

La  force  vive  dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Gx,  Gyr,' 
G  z'  ne  varie  done  que  par  Taction  des  forces  interieures.  Si  le  systeme  est 
un  corps  solide,  la  force  vive  relative  est  constante. 

ExEMPLE  II.  —  Etudier  le  mouvement  de  deux  points  pesants  A  et  B 
de  me  me  masse  m  attaches  Pun  a  V  autre  par  un  Jil  elastique  sans 
mass*-  et  lance s  duns  /r  vide.  —  La  longueur  naturelle  du  til  etant  2 1, 
on  admet  que,  quand  il  est  allonge  jusqu'a  la  longueur  2  r,  sa  tension  T 
esl  proportionnelle  a  son  allongement  i{r —  I) 

T  =  mk*tr—  I). 

Le  til  •  tant  tendu  a  une  longueur  2r0>2/.  les  deux  points  sont  lances 
dans  le  vide. 

r  Le  centre  <le  gravite  <)  du  milieu  de  AH  decrit  une  parabole  comme 
un  point  pesant . 
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2"  Dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  a  des  axes  G/'.  y\  z'  de  direc- 
tions fixes  menes  par  G,  1c  moment  resultant,  G?'  des  quantites  de  mou- 
vement relatives  par  rapport  au  point  G  est  constant  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens  (n°  350,  exemple  5°);  le  tbeoreme  des  aires  s'applique  a  la 
projection  du  mouvement  sur  chacun  des  trois  plans  de  coordonnees. 

Si  Ton  appelle  x ',  y',  z'  les  coordonnees  relatives  de  A,  celles  de  B 
sont  — x',  — y',  — z',  et  le  theoreme  des  aires  s'exprime  par  les  trois 


equal  ion^ 


On  en  conclut 


/  ,  dz' 

VlTt 

I  ,dx         ,  dz'  \ 
m  (  -  — =  x  —j- 

V    de         de  ) 

/  ,dy'  ,dx'\  _ 
m   x  —,  v  — t~  I  =  G:! 

\    de     ■    de  J 

Ctx' ■+•  C->y'-h  Czz'  =  o. 


ce  qui  montre  que  la  ligne  AH  reste  dans  un  j)Ian  li  de  direction  fixe 
passant  par  G  :  ce  plan  perpendiculaire  a  Gq  est,  dans  le  mouvement 
relatif,  le  plan  du  maximum  des  aires.  Gette  propriete  est  d'ailleurs  inde- 
pendante  des  forces  interieures,  c'est-a-dire  de  Taction  mutuelle  des  deux 
points. 

Prenons  alors  le  plan  II  pour  plan  x' Gy'  et  deux  axes  Gx'.  Gy'  de 
directions  fixes  dans  ce  plan  :  apj)elons  r  et  0  les  coordonnees  polaires 
de  A  dans  ce  plan;  celles  de  B  seront  r  et  0  -+-  -.  L'equation  des  aires 
donne 

i  \  ndQ  r 

(I)  r-de=L- 

Appliquons  l'equation  des  forces  vives  au  mouvement  relatif  autour  du 
centre  de  gravite.  Les  tra vaux  elementaires  des  poids  seront  nuls  (exemple  I) ; 
il  suffit  done  de  tenir  compte  du  travail  des  deux  tensions  du  fil  sur  les 
deux  points  A  et  B.  Ces  tensions  jouent  le  role  d'une  attraction  mutuelle 
des  deux  points  ayant  pour  valeur  algebrique  — mk-(r — /).  Les  deux 
points  ont  evidemment,  par  raison  de  symetrie.  la  meme  vitesse  relative  i ' 
par  rapport  aux  axes  Gx',  y'  :  on  a  done 

di^ —  =  —  mk'2(r  —  I)  d(2r), 
car  la  distance  mutuelle  des  points  est  n\  En  integrant,  on  a 

ou  enfin,  en  remplacant  v'-  par  son  expression  en  coordonnees  polaires, 

/  \  dr*  ,dQ* 
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Ges  deiix  Equations  (i)  et  (i)  determinent  /•  et  0  en  fonciion  de  t.  Si 
lOu  vcut  la  trajectoire  relative  d'un  des  points  dans  le  plan  II  autour  de  G, 
il  suffit  d'eliminer  dt  entre  ces  deux  equations  :  on  a  ainsi  1'equation  diffe- 
rent ielle  de  la  trajectoire 

(3)  = 


r\j  h  r2  —  k1 /  •*  ( r  —  I —  G2 

ou  il  faut  prendre  ou  — •,  suivant  que  r  varie  ou  non  dans  le  me  me  sens 
que  8. 

La  valeur  initiale  de  r,  rf)>  /,  rend  le  polynome  sous  le  radical  positif  : 
com  me  ce  polynome  est  negatif  pour  r  =  o  et  r  =  00,  il  est  evident  que  r 
devra  rester  compris  entre  deux  racines  a  et  (3,  et  pourra  seulement  varier 
de  Tune  a  ('autre.  D'apres  l'equation  (1),  6  varie  toujours  dans  le  meme  sens, 
et  la  courbe  est  analogue  a  celle  que  decrit  la  projection  horizontale  d'un 
pendule  spherique  (n°  277,  fig.  170). 

Mais  il  taut  remarquer  que  nos  formules  supposent  essentiellement  que 
/•  reste  superieur  a  /;  si  r,  a  un  moment  donne  devenait  egal,  puis  infe- 
rieur  it  /.  le  fil  ne  resterait  pas  tendu,  la  force  T  disparaitrait  comme  si  k 
devenait  nul,  les  deux  points  pesants  deviendraient  independants,  et,  a 
partir  de  ce  moment,  leurs  trajectoires  relatives  dans  le  plan  II,  autour 
de  G,  deviendraient  des  segments  de  droites  jusqu'au  moment  ou,  le  fil  se 
tendant  de  nouveau,  la  force  T  reparaitrait.  Dans  ce  cas,  la  trajectoire  rela- 
tive sc  composerait  alternativement  d'arcs  de  la  courbe  (3)  quand  r>  /, 
el  de  segments  de  droites  raccordant  ces  arcs  quand  r  <  /.  Pour  que  ce  cas 
se  presente,  il  faut  et  il  suffit  que  I  soit  compris  entre  les  racines  a  et  (3  du 
polynome  entre  lesquelles  varie  r. 

Exemple  III.  —  Trouver  le  mouvement  de  deux  points  materiels 
pesants  A  et  B  de  meme  masse  m,  relies  Vun  a  V autre  par  une  tige 
rigide  et  sans  masse  de  longueur  il  et  assujettis  a  glisser  sans  frotte- 
mentj  Vun  A  sur  un  axe  vertical  fixe  Ox,  V autre  B  sur  un  axe 
horizontal  fixe  Oy.  —  Les  forces  exterieures  appliquees  au  systeme  sont 
les  poids  mg  des  deux  points  et  les  reactions  normales  P  et  Q  des  deux 
axes  {fig-  19ft)-  Le  systeme  etant  a  liaisons  completes  independantes  du 
/'■mps,  il  suffit  d'appliquer  le  theoreme  des  forces  vives  au  mouvement 
absolu.  Le  centre  de  giavite  G  du  systeme  est  au  milieu  de  AB  :  la  dis- 
tant e  OG  =  /  et  Tangle  #OG  a  une  certaine  valeur  variable  6.  Les  coor- 
donn»:es  de  A  et  B  etant,  pour  A,  x  =  il  cosO  et,  pour  B,  y  =  2 1  sin  0,  la 

force  vive  du  systeme  est  ^  ml2        J  ;  le  travail  elementaire  du  poids 

mg  de  A  est  mg  dx  ou  —  imgl  sin  0  <r/0 ;  le  travail  du  poids  de  B  est  nul. 
<>n  a  done  l'equation  des  forces  vives 

d  |"  2  m  I-  ^  ^  ^  j  =  —  2  mgl  sin  0  d%, 
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qui,  par  ['integration  donne  apres  division  par  2m/2, 

(4)  (^)!=^cosO  +  /«), 

//  designant  une  constante.  Gette  equation  est  identique  a  Tequation  du 
mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  il.  Le  mouvement  est  os<  il- 
latoire  ou  revolutif  suivanl  que  h  est  compris  entre  — i  ct  +  i  ou  supe- 
rieur  a  i . 
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Fig.  196. 


Remarque.  —  On  peut  aussi  appliquer  le  theoreme  des  forces  vives  au 
mouvement  relatif  autour  de  G.  La  force  vive  relative  par  rapport  aux 

axes  Gx' y'  de  directions  fixes  menes  par  G  est  2/>*/2^^^  ;  la  sommc 

des  travaux  elementaires  des  deux  poids  de  A  et  B  est  nulle  dans  le  depla- 
cement  relatif  par  rapport  a  ces  axes;  mais,  par  contre,  les  travaux  des 
reactions  normales  P  et  Q  clans  ce  deplacement  relatif  ne  sont  pas 
nuls,  car  les  deplacements  elementaires  relatifs  des  points  A  et  B,  pour  un 
observateur  attache  aux  axes  Gx',y',  sont  des  arcs  de  cercle  decrits 
de  G  comnie  centre  avec  GA  et  GB  comme  rayons,  et  ces  arcs  ne  sont  pas 
perpendiculaires  aux  forces  P  et  Q.  On  aura  done,  en  ecrivant  Tequation 
des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Gx'  et  G  r  . 
une  equation  contenant  P  et  Q.  En  remarquant  que  le  point  A  a  pour 
coordonnees  par  rapport  a  ces  axes 

(A)  .r'=/cos6,       y' =  —  I  sin  6, 

que  le  point  B  a  pour  coordonnes  — x  et  — y  .  et  que  les  forces  P  et  Q 
out  pour  projections  (o,  P)  et  (Q,  o),  on  a  pour  les  travaux  elementaires 
de  ces  forces 

p  dy+  Qd(—x'\ 

et  l'equation  des  forces  vives  cherchee  est 

./|"m/^-^yi  =  HQ  sine-  P  cos  0W6. 
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Les  reactions  figurent  dans  cette  equation,  qui  pourrait  etre  employee 
avec  une  autre  pour  determiner  P  et  Q.  Mais  il  sera  plus  simple  de  calculer  P 
et  Q  directement  en  e'crivant  les  equations  du  mouvement  absolu  du  centre 
de  gravite  G  projete  sur  Ox  et  Oy  :  on  a  ainsi  les  equations 

d2£  d-r\ 
2  in  — —  ==  2  mg  -h  Q,         2  m  —j—  =  1  , 
dr-  *      v'  dt*  ' 


?]  =  /  sin  6. 

En  calculant  les  derivees  secondes  de  £  et  vj  par  rapport  a  t  et  rempla- 

""  '  ^)  Ct  ~7P  ')ai  *eurs  va^eurs  tirees  de  (4),  on  aura  P  et  O  en  fonc- 
t  ion  de  8.  Les  signes  de  P  et  Q  donneront  les  sens  de  ces  reactions,  qui, 
sur  fa  figure  196,  out  le  sens  qu'elles  auraient  si  elles  etaient  toutes  deux 
positives. 

Faisons  le  calcul  : 

On  a.  apres  le  calcul  de        et  de  4ri 

r  dt-  dt'2 

Q  ==27tt/[  —  ^  sinO  —  cos ej  —  2mg, 

Mais  1'equation  (4),  differentiee  par  rapport  a  t,  donne,  apres  suppression 

j    .  dO 
du  lacteur  —  j 
dt 

d*-§  g   ■  n 

— j—  =  —      sin  6. 
-  J  dp  il 

On  a  alors  en  substituant  les  expressions  (4)  et  (5)  dans  Q  et  P, 

Q  =  —  mg  cos  0(3  cos  0  -4-  2 h)  —  mg, 
P  =  —  mg  sin  0(3  cos  0  -b  ih). 


Tension  de  la  tige.  —  Appelons  T  la  tension  de  la  tige;  le  point  A  sera 
sollicite  par  trois  forces  :  son  poids,  la  reaction  P  et  la  force  T  comptee 
positivement  de  A  vers  B.  En  ecrivant  1'equation  du  mouvement  du  point  A, 
en  projection  sur  Oy,  on  a,  puisque  Pacceleration  de  A  a  une  projection 
nulle. 

o  =  T  sin  0  +  P, 

d'ou 

T  =  mg{  3  cos  0  -+-  2  h ). 

ai'pbi.l.  —  lraite  dc  Mecanique.  11.  5 
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v.  Energie. 

355.  Systeme  conservatif.  —  Considerons  un  systeme  dans 
lequcl  les  forces  interieures  (Xt,  Yj,  Zf)  dependent  uniquement 
des  positions  des  points  et  de>ivent  d'une  fonction  de  forces 
Ui(xi,  yi,  zx,  x2,  y2,  z2,  .  .  .,  x„.  yn.  zn)  que  nous  supposerons 
uni  forme. 

On  a  alors  identiquemenl 

t^iXidx  h-  Xidy  +  Zidz)  =  dVj. 

Ce  fait  a  lieu  en  parliculier  quand  Taction  mutuelle  de  deux 
points  quelconques  du   systeme  depend   uniquement  de  lew 

distance  (38). 

Quand  cette  fonction  Uj  existe,  le  systeme  est  dit  conservatif. 

Un  tel  systeme  est  caracterise"  par  ce  fait  que,  lorsqu'il  passe 
d'une  configuration  (Gi)  a  une  configuration  (C2),  le  travail  total 
des  forces  interieures  est  independant  de  la  facon  dont  on  amene 
le  systeme  de  la  premiere  configuration  a  la  derniere. 

En  effet,  si  U,  existe,  la  somme  des  travaux  des  forces  inte- 
rieures, d'une  configuration  a  l'autre,  est 

^(C,)  ^(C,) 

/      SS(Xrd#-4-  Yidy-hZidz)=  /  (U,)2  —  (Uf-).. 

(U/)i  et  (U,:)2  etant  les  valeurs  de  la  fonction  U,  correspondant 
aux  deux  configurations.  Le  travail  t5/  ne  depend  done  que  des 
configurations  initiale  et  finale  (G()  et  (C2). 

Reciproquement,  si  le  travail  des  forces  interieures  ne  depend 
que  de  la  configuration  initiale  et  de  la  configuration  finale,  le 
systeme  est  conservatif.  la  fonction  U,  existe.  En  effet,  prenons 
une  configuration  initiale  fixe  (C0)  et  soit  (G)  une  configuration 
quelconque  :  par  hypothese,  le  travail  %  des  forces  interieures. 
quand  le  systeme  passe  de  (G0)  a  (C),  ne  depend  que  de  (G0) 
et  (C).  Le  travail  V>i  varie  settlement  avec  le  choix  d'une  configu- 
ration finale  (G)  :  il  est  une  fonction  des  coordonnc^es  .ri.  Vi,  Si, 
xii  y'>t  ^2?  ■  •  ■  ■>  oc,n  y,i^  zn  des  points  du  systeme  dans  celte 
configuration  : 

^.  =  /(.n.  yu  zlf  x,,  \\,  z,.  .  .  .,  x„,  yn,  z„). 
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Si  Ton  fail  passer  le  systeme  de  la  configuration  (C)  a  une  con- 
figuralion  infinimenl  voisine  correspondant  aux  coordonnees 
Xi  +  dxy.  yi-t-  dy{.  .  .  . ,  zn-\r-dzn,  le  travail  des  forces  inl£- 
rieures  augmente  de  la  quantite" 

d&i  =  SS(Xi  dx  +  Yt  dy  -+-  Z,  dz ) ; 

done  la  so  name  des  travaux  elementaires  des  forces  interieures  est 
une  differ  en  tielle  totale  exacte  d'une  fonction  des  coordonnees. 
Le  systeme  est  conservatif. 

356.  Energie  potentielle.  Signification  mecanique.  —  La  fonction 

des  coordonnees  II  (x^y^ ,  z±,  #2,  .  .  .  ,xn,Yn,  zn)  = —  U;-f-  const, 
s'appelle  e'nergie  potentielle  du  systeme.  Gette  fonction  n'est 
done  definie  qu'a  une  constante  pres.  Nous  supposerons  la  constante 
choisie  de  faoon  que  l'energie  potentielle  II  s'annule  dans  une  posi- 
tion determinee  (C0).  Alors  la  valeur  II  de  Verier gie  potentielle 
du  systeme,  dans  une  configuration  quelconque  (C),  est  egale 
a  la  somme  des  travaux  des  forces  interieures  quand  le  sys- 
teme passe  de  la  configuration  actuelle  (G)  a  la  configuration 
speciale  (G0)  dans  laquelle  II  est  nulle. 

En  eftet,  pour  un  defacement  infiniment  petit  du  systeme,  la 
somme  diZ,-  des  travaux  elementaires  des  forces  interieures  est 

d%i=  dUi  =  —  dH\ 

d'oii,  en  appelant  le  travail  des  forces  interieures,  de  la  position 
actuelle  (C)  a  la  position  (C0), 

ric.)  ■ 

==  —  /     du  =  u  —  n0  =  n, 

(°) 

car  II„  esl  suppose  mil;  ce  qui  demontre  la  proposition. 

Le  choix  de  la  configuration  speciale  (C0),  pour  laquelle  on 
convient  de  regarder  l'energie  potentielle  comme  nulle,  est  arbi- 
traire.  Quand,  parmi  toutes  les  configurations  possibles  du  systeme, 
il  en  est  une  qui  rend  U,  maximum,  et  par  suite 

II  —  —  Ut  -+-  const. 

minimum,  on  clioisil  ordinairement  celte  configuration  speciale 
pour  la  configuration  (C0),  dans  laquelle  II  s'annule.  Alors,  pour 
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toutes  les  autrcs  configurations,  II  est  positif.  Dans  ce  cas,  la 
configuration  (C()),  correspondanl  a  un  maximum  de  la  fonction 
des  forces  U,,  est  une  position  d'e^quilibre  stable  du  systeme 
suppose  soumis  uniquement  aux  forces  interieures.  Gela  r^sulte 
d'un  thdoreme  que  nous  demon trerons  plus  loin  et  que  nous 
admetlons  ici. 

Si  Ui  admct  plusieurs  maxima,  on  choisit  pour  (G0)  la  configu- 
ration qui  donne  le  plus  grand  maximum. 


357.  Conservation  de  Tenergie.  —  D'apres  ces  notations,  1< 

the'oreme  des  forces  vives  s'6"crit  (n°  336),  en  remplacant 

22  ( X;  dx  +  Yi  dy  -+-  Zt  dz ) 
par  sa  \  aleur  dUi  ou  —  dll, 

(!)  d  (^UHfl  +  \\\    -  vv(Xe^+  Xcdy+-  Zrdz). 


Le  premier  membre   \-Ti  est  l'^nergie  totale  du  systeme. 

Les  deux  termes  qui  le  composent  sont  de  nature  diff^rente  :  le 

premier  — ^—  depend  seulement  des  vitesses  des  diffe>ents  points 

et  non  de  leurs  positions  :  on  l'appelle  energie  cinetique  ou 
actuelle  du  systeme;  le  second  II  depend  uniquement  de  la  posi- 
tion du  systeme  et  non  des  vitesses  :  e'est  Y  energie  potentielle. 

L'equation  ci-dessus  s'enonce  ainsi  :  la  variation  infiniment 
petite  de  Venergie  totale  est  egale  a  la  somme  des  travaux 
elementaires  des  forces  exterirures. 

Si  l'on  integre  les  deux  membres  de  l'equation  (i)  d'un  instant  f4 
a  un  instant  t,  on  a 

(i)  {^f  h-  n)  -  [^f  Hh  H)i  ~f\*<Z.d*  +  K<dy  + 
que  nous  e^crirons 

&  —  &y  =  %e. 

La  variation  de  Venergie,  dans  un  inter  valle  de  temps  fim\ 
est  done  egale  a  la  somme  des  travaux  des  forces  exterieures 
pendant  cet  intervalle. 
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En  particulier,  si  le  systeme  n'est  sollicite  par  aucune  force 
extirieure ,  son  energie  reste  constante  : 

*2?  +  H±(*2£+n\,  +-« 


c'est  la  le  principe  de  la  conservation  de  I'energie.  Ainsi,  quand 
le  systeme  se  deplace,  sans  qu'aucune  force  exterieure  agisse, 
I'energie  cinetique  et  I'energie  potentielle  varient,  mais  leur 
somme  reste  constante.  Ces  deux  sortes  d'energie,  quoique  de 
nature  different^,  se  transforment  l'unc  dans  l'autre. 

Remarque.  —  Supposons  qu'on  prenne  pour  unite  de  travail 
le  kilogram  metre,  I'energie  potentielle  elant  un  travail  (340)  sera 
exprimee  par  un  certain  nombre  de  kilogrammetres;  I'energie 

cinetique  — - —  est  aussi  exprimee  par  un  nombre  qui  represente 

des  kilogrammetres. 

L'energie  totale  est  done  un  certain  nombre  de  kilogrammetres. 

358.  Signification  mecanique  de  I'energie  totale.  — -  Soit  &t 
l'energie  du  sjsteme  a  un  instant  t{ ;  si  aucune  force  exterieure 
n'agissait  sur  le  systeme,  il  conserverait  indefiniment  cette 
energie  Faisons  agir  sur  lui  des  forces  exterieures  (Xe,  Ye,  Ze), 
de  facon  a  le  faire  passer  de  l'etat  actuel  a  l'etat  final,  oii  son 
energie  &  est  nulle.  La  formule  (2)  nous  donnera 


Done  V energie  totale  du  systeme  est  egale  et  de  signe  con- 
traire  au  travail  des  forces  exterieures,  qu'il  faudrait  faire 
agir  sur  le  systeme,  pour  le  ramener  de  l'etat  actuel  a  Vetat 
special  pour  lequel  V energie  totale  est  nulle. 

Cet  £tat  special  est  l'immobilite"  (t>  =  o)  dans  la  position  spe- 
ciale  (C0),  ou  II  est  nul. 

Com  me  &y  est  positif,  le  travail  %e  des  forces  exterieures 
necessaires  pour  realiser  la  transformation  demandee  est  negatif, 
e'est-a-dire  que  le  systeme  fournit  alors  du  travail  aux  corps 
exlerieurs.  Pour  preciser  ce  point,  tirons  tout  d'abord  unc  conse- 
quence immediate  de  Pequation  (2). 

Supposons  que  le  systeme  ri'agit  mecaniquenient  au  dehors 
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que  par  des  corps  solides  en  contact  avec  lui  par  les  memes 
/joints  ou  lies  a  lui  par  des  liens  rig-ides.  Alors  les  forces  exfcj- 
rieures  appliquees  au  systeme  sonl  les  actions  (Xe,  Ye,  Ze)  de  ces 
corps  solides  sur  lui;  cvidemment  le  systeme  rcagit  sur  les  corps 
solides  cxterieurs  et  exerce  sur  eux  des  actions  ( —  Xe,  —  Ye,  —  Ze) 
egales  et  opposes.  Par  excmplc,  si  un  corps  solide  (A)  {fig-  197) 
est  en  contact  avec  le  systeme  (S)  en  M,  il  exerce  sur  le  systeme 
line  force  extcrieure  Fe  :  inverscmcnt.  le  systcmc  exerce  sur 
le  corps  unc  action  egale  et  opposee.  Quand  le  systeme  se 
deface,  les  deux  forces  egales  ot  opposees,  Fe  et  F,.  appliquees 


Fig.  197. 


a  des  points  materiels  places  en  M  et  subissant  le  meme  deface- 
ment, produisent  des  travaux  egaux  et  de  signes  contraires.  Done 
la  somme  *&e  des  travaux  de  toutes  les  forces  exterieures  appliquees 
au  systeme  est  alors  egale  et  de  signe  contraire  a  la  somme  c^>c  des 
travaux  des  actions  exercees  par  le  systeme  sur  les  corps  solides 
en  contact  avec lui 

Le  travail  %>'e  des  actions  exercees  par  le  systeme,  sur  les  corps 
exterieurs  en  contact,  est  le  travail  exterieur  produit  011  accompli 
par  le  systeme,  travail  qui  pout  d'ailleurs  etre  positif  ou  negatif. 

En  considerant  le  mouvement  du  systeme  de  l'inslant  ti  a  1  ins- 
tant nous  avons  trouve  que  la  variation  &  —  &y  de  l'energie  est 
egale  a  la  somme  %e  des  travaux  des  forces  exterieures.  On  a  done 
aussi 

&x  — &  =  <&[,. 

Done,  si  le  systeme  11  agit  mecanique merit  au  dehors  que  par 
des  corps  solides  en  contact  avec  lui  ou  relies  a  lui  par  des  liens 
rigides,  Venergie  perdue  est  egale  au  travail  produit  par  le 
systeme  sur  les  corps  exterieurs. 
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En  particulier,  supposons  que  le  systeme  passe  de  l'etat  aetuel, 
ou  son  energie  lotale  est  a  cet  (Hat  final  particulicr  ou  son 
energie  lotale  &  est  nulle,  c'est-a-dire  ou  le  systeme  est  immobile 
dans  la  configuration  sp6ciale  (Gn)  pour  laquelle  IT  est  nulle, 
liquation  devient 

ii  -  % 

L'^nergie  que  possede  le  systeme  esl  done  egale  au  travail  exte- 
rieur  qu  il  peut  fournir  de  la  maniere  indiqu^e,  quand  il  passe  a 

l'4tatdans  lequel  son  energie  est  nulle.  Comme  l'energie IlH^L — ^-U 

esl  essentiellement  positive  et  a  pour  minimum  zero,  le  travail 
extorieur  fourni  ainsi  par  le  systeme,  quand  il  passe  de  l'etat  actuel 
a  l'etat  special  ou  son  energie  est  nulle,  est  le  plus  grand  qu'il 
puisse  fournir. 

D'apres  cela,  on  peut  enoncer  les  propositions  suivantes,  que 
nous  empruntons  a  un  article  de  M.  Maurice  Levy,  Sur  le principe 
de  V energie  (Gaulhier-Villars,  1888)  : 

L 1  energie  totale  d' un  systeme  a  un  instant  quelconque  est 
le  travail  utile  maximum  qu'il  est  possible  de  se  procurer  en 
utilisanL  les  vitesses  acquises  et  les  forces  interieures  du  sys- 
teme. 

Dans  cet  enonce,  on  suppose,  bien  entendu,  que  le  minimum 
de  II  est  zero,  comme  nous  l'avons  explique  plus  haut. 

L?  energie  cinetique  du  systeme,  a  un  instant,  est  le  travail 
utile  maximum  quil  est  possible  de  se  procurer  en  n'utilisant 
que  les  vitesses  acquises  a  cet  instant  par  les  differents  points 
du  systeme,  sans  utiliser  aucune  des  forces  interieures  qui  le 
sollicitent. 

Venergie  potentielle,  a  un  instant,  est  le  travail  utile 
maximum  qu'il  est  possible  de  se  procurer  en  n'utilisant  que 
les  forces  interieures  du  systeme,  sans  utiliser  les  vitesses 
acquises  par  ses  points. 

Lorsque  des  forces  exterieures  agissent  sur  un  systeme,  on  dit 
qu'elles  sonl  motrices  quand  elles  lendent  a  accroitre  son  energie, 
et  resistances  quand  elles  tendent  a  la  diminuer. 
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Exemples.  —  i°  Points  materiels  s'attiranl  proportionnellemeni  a 
la  distance.  —  Soit  un  systeme  forme  de  deux  points  libres  de  masses  m 
el  in'  s'attiranl  proport ionncllement  a  leur  distance  r.  Leur  action  rnutuelle 
est  _  ar  ou  'j.     0,  et  le  travail  de  cette  action  rnutuelle  est 


rd  r  =  d  (  —  ^— — 


On  a  done  actuellement  U/  = —  ^eLte  fc>ncti°n  esl  toujours  nega- 

tive, excepte  pour  r  ==  o  oil  elle  est  nulle,  et,  par  suite,  maximum.  Nous 
prendrons  alors 

2 

Cette  energie  potentielle  est  toujours  positive,  excepte  quand  /*  —  o.  La 
configuration  speciale  (C0)  est  done  ici  celle  qui  consiste  a  mettre  les 
deux  points  en  contact.  L'energie  cinetique  est 

mv-  -h  mv'1 


et  l'energie  totalc 


Supposons  qu'a  Pinstant  t  —  o  les  deux  points  soient  immobiles  et  en 
contact  :  alors  30  —  o.  Cet  etat  persiste  indefiniment  si  aucune  force  exte- 
rieure  n'agit.  Prenons  cliaque  point  dans  une  main  et  separons-les  a  une 
distance  ri,  ou  nous  les  maintiendrons  immobiles  :  il  faut  pour  cela 

de'penser  un  certain  travail  % ';  l'energie  potentielle  devient  ^-p->  l'energie 

cinetique  sera  nulle,  et  raccroissement  de  l'energie  totale  est  egal 

au  travail  exterieur  depense.  Puis,  lancons  les  points  avec  des  vitesses 

initiales  v\  et  v\  ;  il  faut  pour  cela  depenser  un  certain  travail  %\  l'energie 

.                   .    M-r?    „„-♦'••      .    ,  .  ,  mc'i+  m  v'r 

potentielle  est  restee  ■  >  1  energie  cinetique  est  devenue 


2 

m'.  v\" 


l'energie  totale  a  augmente  de  la  quantite   -5  egale  au  travail 

depense  c&".  Si  ensuite  le  systeme  est  abandonne  a  lui-meme,  on  aura 
constamment 


mv  7  -+-  7n  v ,-  ixr 


L'energie  totale  restera  constante  et  ne  pourra  changer  que  si  une  force 
exterieure  agit.  On  pourrait  utiliser  cette  energie  totale  en  faisant  pro- 
duire  au  systeme  un  travail  exterieur  jusqu'au  moment  ou,  les  deux  points 
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etant  de  nouveau  en  contact  et  immobiles,  l'energie  serait  devenue  nulle. 
Le  travail  que  le  systeme  peut  ainsi  fournir  est  egal  a  son  energie,  c'est- 
a-dire  au  travail  S'+S?  qu'on  a  depense  au  debut  pour  lui  communiquei 
son  energie. 

2°  Pendule.  —  Considerons  le  systeme  forme  par  la  Terre  supposee 
immobile  et  un  pendule  simple  de  masse  in.  Appelons  z  la  hauteur  du  pen- 
dule au-dessus  du  point  le  plus  bas  A  de  la  circonference  qu'il  decrit.  Les 
forces  interieures  au  systeme  forme  par  la  Terre  et  le  pendule  sont  l'at- 
traction  mg  de  la  Terre  sur  le  pendule  et  une  force  egale  et  contraire 
appliquec  au  centre  de  la  Terre.  Si  le  pendule  monte  de  dz,  le  travail  de 
l'attraction  mg  est  — mg  dz,  celui  de  la  force  appliquee  au  centre  de  la 
Terre  est  nul,  car  ce  point  est  immobile.  La  somme  des  travaux  elemen- 
tal res  des  forces  interieures  est  done 

—  mg  dz  —  —  d{  nig z ). 


A 

Fig.  198. 


On  a 

Ui  =  —  mgz, 

et  nous  prendrons 

II  =  mgz ; 

de  cette  facon  II  est  positif  pour  toutes  les  positions  du  pendule  et  nul 
pour  la  position  A  qui  est  une  position  d'equilibre  stable.  Si  Ton  suppose 
d'abord  le  pendule  immobile  dans  cette  position,  l'energie  totale  est  nulle. 
Si  on  le  releve  ensuite  a  une  hauteur  Z\,  on  depense  un  certain  travail 
exterieur  puis,  si  on  le  lance  avec  une  vitesse  t>i,  on  depense  un  tra- 
vail S".  Le  s\ steme  etant  ensuite  abandonne  a  lui-meme  sans  qu'aucune 
force  exterieure  n'agisse,  son  energie 

»       Im'-  mv\  a*,  crn 

o  —  (-  mgz  h  mg Z\  = 

2  0  2  0 

reste  constante.  On  [)eut  utiliser  cette  energie  pour  produire  un  travail 
exterieur  ©'-4-©",  en  ramenant  le  pendule  dans  sa  position  d'equilibre 
a\  ec  une  vitesse  nulle. 


3°  Oscillation  d'une  lame  elastique.  —  Soit  une  lame  elastique  dont 
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l'extremitr  A  est  serree  dans  un  etau  fixe.  Si  aucune  force  exterieure 
n'agit  sur  le  systeme,  la  lame  occupe  la  position  d'equilibre  stable  AB. 
Nous  prendrons  cette  position  pour  la  configuration  speciale  dans  laquelle 
II  est  nul;  en  outre,  la  barre  etant  immobile  dans  cette  position,  l'energie 
actuelle  est  nulle  egalement. 

Prenons  l'extremite  B  dans  la  main  et  ployons  la  barre  pour  l'amener 
dans  la  position  AB',  ou  nous  la  maintiendrons  immobile.  11  faut  pour  cela 
que  la  pression  de  la  main  produise  un  certain  travail  :  l'energie  poten- 
t telle,  qui  etait  nulle,  a  pris,  dans  la  position  AB',  une  valeur  Hi  egale  au 
travail  depense.  Si  maintenant  on  abandonne  la  lame  a  elle-meme,  elle  se 
met  en  mouvement;  a  mesure  qu'elle  s'approche  de  la  position  d'equilibre 
VB  son  energie  potentielle  diminue,  mais  son  energie  cinetique  augmente, 
de  facon  que  l'energie  totale  reste  constante  et  egale  a  Hi.  Quand  la  lame 
repasse  par  la  position  AB,  l'energie  potentielle  est  nulle,  mais  l'energie 
cinetique  est  alors  maximum  et  egale  a  Qt;  la  lame  depassant  la  position 


AB,  l'energie  potentielle  augmente  et  l'energie  cinetique  diminue  jusqu'a 
la  position  AB"  symetrique  de  AB'  ou  l'energie  cinetique  redevient  nulle,  .... 
et  ainsi  de  suite. 

Une  fois  la  lame  amenee  en  AB'  par  Taction  de  la  main,  on  pourrait 
evidemment  lui  faire  produire  un  travail  exterieur  en  la  laissant  revenir  a 
sa  position  d'equilibre  :  par  exemple,  on  pourrait  l'employer  a  -oulever 
un  ]wids. 

i"  llorloge.  —  Signalons  encore  les  exemples  simples  suivants  : 

En  remontant  une  horloge  a  poids,  on  accroit  l'energie  potentielle  du 
s)  steme  forme  par  Thorloge  et  la  Terre  :  en  poussant  ensuite  le  balancier, 
on  accroit,  au  premier  instant,  l'energie  cinetique  qui  etait  nulle.  L'energie 
totale  ainsi  communiquee  s'use  peu  a  peu  :  elle  est  employee  a  vaincre  les 
resistances  passives,  et  quand,  le  poids  etant  redescendu,  l'horloge  s'arrete, 
l'energie  communiquee  a  ete  entierement  depensee. 

De  raeme,  en  remontant  une  horloge  a  ressort,  on  depense  un  certain 
travail  qui  accroit  l'energie  potentielle  du  systeme  :  cette  energie  est 
ensuite  employee  a  vaincre  les  resistances  passives. 

Un  systeme  sur  lequel  agissent  des  forces  interieures  dependant 
seulement  des  positions  des  points  est  necessairement  conservatif. 

— ■  On  peut  demontrer  cette  proposition  si  Ton  admet  comme  evident  qu'il 
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est  impossible  de  creer  du  travail  sans  aucune  depense.  En  efl'et,  soit  un 
systeme  sur  le  quel  agissent  des  forces  interieures  fonctions  de  la  seule 
position.  Amenons-le  d'une  configuration  (G0)  a  une  configuration  (G)  par 
une  suite  de  positions  intermediates  dont  nous  appellerons  l'ensemble  (P), 
en  supposant  que  le  systeme  parte  sans  vitesse  de  (G0)  et  arrive  sans  vitesse 
en  (G).  D'apres  le  theoreme  general  des  forces  vives  (33G),  la  variation 
de  force  vive  etant  nulle,  la  somme  des  travaux  des  forces  tant  interieures 
qu'exterieures  est  nulle  : 

%>i  -h  ©e  =  o, 

en  appelant  le  travail  des  forces  interieures,  %&  celui  des  forces  exte- 
rieures. Supposons,  pour  fixer  les  idees,  %t  negatif;  alors  %e  est  positif, 
c'esl-a-dire  qu'il  faut  depenser  un  certain  travail  exterieur  pour  realiser  le 
de'placement  considere. 

Amenons  ensuite  le  systeme  de  la  meme  configuration  (Go)  a  la  meme  (G), 
par  une  autre  suite  de  positions  intermediaires  ( P ( 1 ) ) ,  le  systeme  partant 
et  arrivant  sans  vitesse.  Nous  aurons  encore,  en  appelant  'S-1'  et  %{P  les 
travaux  des  forces  interieures  et  exterieures  : 

Si  le  systeme  revenaii  de  (C)  en  (Co)  par  la  suite  des  positions  ( P^) ),  le 
travail  des  forces  interieures  seraient  — S}11,  car,  les  positions  du  systeme 
etant  les  memes,  les  forces  interieures  seraient  les  memes,  mais  les  depla- 
oements  seraient  egaux  et  de  sens  contraires  aux  precedents.  Done  on 
aurait  aussi  — c&^)  pour  le  travail  des  forces  exterieures  quand  le  systeme 
revient  de  (G)  a  (Co)  par  la  suite  des  positions  (Pi1'). 

II  est  absurde  de  supposer  %^  different  de  %i.  En  effet,  supposons  par 
exemple  <i%i\  alors  c&'\})~>%e.  Done,  en  amenant  d'abord  le  systeme 
de  (C0)  a  (C)  par  la  suite  des  positions  (P),  on  aurait  a  depenser  un  tra- 
vail €5,,,  puis,  en  le  laissant  revenir  de  (C)  a  (Co)  par  la  suite  des  positions 
(PC  ),  les  forces  exterieures  accompliraient  un  travail  — e'est-a-dire 
<jue  le  systeme  serait  capable  de  produire  a  l'exterieur,  sur  des  corps  solides 
au  contact,  un  travail  ]  superieur  a  celui  *Se  qui  a  ete  depense.  On 
aurait  done  ramene  le  systeme  dans  son  etat  initial  et  Ton  aurait  cree  du 
travail.  En  recommencant  la  meme  operation,  on  arriverait  a  creer  une 
quantite*  indefinie  de  travail  :  ce  qui  doit  etre  regarde  comme  impossible. 
I)onc  Cj1  ]  =  Si,  quelle  que  soit  la  suite  des  positions  par  lesquelles  on  passe 
d  une  configuration  a  Tautre,  et  le  systeme  est  conservatif.  Son  energie 
1  oi ale  ne  pent  etre  modifiee  que  par  des  actions  exterieures.  On  admet, 
en  Physique  mathe'ntatique,  que  les  actions  inutuelles  des  molecules  ne 
dependent  que  de  leurs  positions  et  meme  que  de  leurs  distances  :  tous 
les  systemes  de  la  nature  doivent  done  etre  conservatif s. 

Des  frottements  et  des  resistances.  —  A  premiere  vue  il  semble,  au 
1  ontraire,  que  les  sNstrmes  mateiiels  ne  sont  pas  conservalifs.  Par  exemple, 
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il  semble  que,  pour  la  plupart  des  systemes,  le  travail  exterieur  necessaire 
pour  faire  passer  le  systeme,  sans  vitesse  apparente  initiale  et  finale,  d'uiie 
configuration  a  une  autre  n'est  pas  le  meme  que  le  travail  restitue  par  le 
systeme  quand  il  repasse  de  la  deuxicme  a  la  premiere.  Ainsi,  si  avec  la 
main  on  comprime  un  ressort  a  boudin,  et  si  la  compression  depasse  une 
certaine  limite,  le  ressort  ne  reviendra  pas  tout  seul  a  sa  position  primi- 
tive; il  ne  restitue  done  qu'une  fraction  du  travail  exterieur  depense ; 
meme  pour  le  ramener  a  sa  forme  primitive,  il  faut  ensuite  exercer  Hir  lui 
une  traction,  e'est-a-dire  depenser  un  nouveau  travail. 

Dans  d'autres  cas,  un  systeme  en  mouvemcnt,  sur  lequel  n'agit  aucune 
force  exterieure,  finit  par  s'arreter  dans  la  position  d'equilibre  stable  pour 
laquelle  II  est  nulle,  de  sorte  que  son  e'nergie  totale  devient  nulle  en  appa- 
rence  et  ne  parait  pas  rester  constante.  Tel  -erait  le  ca-  d'un  |)endule 
oscillant  dans  le  vide  :  il  finit  par  s'arreter,  quoique  aucune  force  exterieure 
n'agisse  sur  le  systeme  forme  par  la  Terre  et  le  pendule. 

D'apres  cela,  il  y  a  done  une  perte  apparente  d'energic;  cette  perte 
apparente  est  due,  suivant  les  machines,  aux  frottements,  a  la  viscosite 
des  liquides,  a  relasticite  imparfaite  des  solides,  aux  resistances  provenant 
de  l'induction  electrique  et  de  l'aimentation.  IVIais  cette  perte  d'energie  est 
purement  apparente,  car,  a  cote  des  mouvements  visible?  dont  s'occupe  la 
Mecanique  rationnelle,  il  existe  des  vibrations  invisibles  des  molecules 
dont  l'etude  est  faite  cn  Physique  mathematique,  et  qui  constituent  la 
chaleur,  la  lumiere,  l'electricite,  etc. 

Par  exemple,  tout  frottement  engendre  de  la  chaleur,  et  I'experience  de 
Joule  a  montre  que  le  rapport  de  l'energie  disparue  a  la  quantite  de  cha- 
leur produite  est  une  constante.  Cette  constante  se  nomme  X equivalent 
mecanique  de  la  chaleur;  elle  est  d'environ  \:>.  \^m,  e'est-a-dire  qu'une 
calorie  peut  produire  un  travail  de  42ikgm. 

Dans  certains  cas,  les  resistances,  le  manque  d'elasticite,  etc.,  donnent 
naissance  a  de  l'electricite,  de  la  lumiere,  etc.  II  faut  alors  concevoir  le 
principe  de  la  conservation  de  l'energie  de  la  facon  suivante  : 

Dans  un  systeme  isole  sur  lequel  rCagit  aucune  action  exterieure 
ni  mecanique,  ni  calorijique,  etc.,  Venergic  totale  est  invariable ,  a 
condition  de  comprendre  dans  Verier gie  cine'tique,  non  seulement 
celle  due  aux  vitesses  visibles  des  points  du  systeme,  mais  aussi  celle 
qui  provient  des  mouvements  invisibles  on  stationnai res  pouvant  etre 
dus  a  la  chaleur,  aux  courants  electriques,  peut-etre  meme  all  magne- 
tisme  ou  a  V elect ricite  statique;  a  condition  aussi  de  comprendre 
dans  Verier  gie  potentielle  non  seulement  Venergie  provenant  des 
actions  mecaniques  sensibles  que  Von  considere  ordmairement  en  Meca- 
nique, mais  aussi  celle  qui  peut  etre  due  aux  tensions  electriques,  aux 
ajffinites  chimiques,  etc. 

En  general,  il  existe  une  certaine  incertitude  pour  qualifier  les  energies 
autres  que  celles  d'origine  mecanique  et  memo  pour  certaines  de  celles-ci. 
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Ainsi,  selon  la  theorie  cinetique  ties  gaz,  les  molecules  d'un  gaz,  meme  en 
repos  apparent,  sont  douees  de  mouvenaents  stationnaires  tres  rapides, 
d'ou  resultent  des  chocs  repetes  des  molecules  entre  elles  et  sur  les  parois. 
Ce  qui  nous  apparait  comme  une  pression  statique  serait  le  resultat  de 
ces  chocs.  D'apres  cela,  l'energie  due  a  la  pression  d'un  gaz  ne  serait  pas, 
dans  son  essence  premiere,  potentielle,  mais  cinetique.  De  meme  pour 
l'energie  d'un  aimant,  on  doit,  si  Ton  admet  la  theorie  d'Ampere,  la 
regarder  comme  cinetique,  et,  si  Ton  admet  la  theorie  de  Maxwell,  la 
regarder  comme  potentielle. 

Gette  incertitude  ou  Ton  est  relativement  a  la  qualite  de  certaines  ener- 
gies n'a  aucun  inconvenient  pratique,  car,  qu'une  energie  soit  potentielle 
ou  cinetique,  elle  est  toujours  exprimee  par  un  certain  nombre  de  kilo- 
grammetres,  et  nous  avons  vu  que  ces  deux  especes  d'energies  peuvent  se. 
transformer  1'une  dans  I'autre  sans  aucun  gain  ni  perte.  (  Voyez  Maurice 
Levy,  Sur  le  principe  de  V energie,  Gauthier-Villars,  1888.) 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  considerations  qui  servent,  en 
particulier,  de  fondement  a  la  Theorie  mecanique  de  la  chaleur.  Nous 
renverrons,  pour  plus  de  details,  au  Memoire  de  M.  Maurice  Levy,  au 
Memoire  de  M.  Helmohltz  :  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft  (1847), 
reimprime  a  Leipzig  en  1889,  a  l'Ouvrage  de  MM.  Tait  et  Thomson,  aux 
Lecons  synthetiques  de  Mecanique  generate  de  M.  Boussinesq,  et  a 
l'Ouvrage  de  M.  Hirn,  intitule  La  Cinetique  moderne  et  le  dynamisme 
de  ravejiir,  publie  par  l'Acaderriie  royale  de  Belgique.  On  pourra  con- 
suiter  aussi  une  suite  d'articles  de  M.  Duhem,  parus  dans  la  Revue  des 
Sciences  pures  et  appliquees,  en  igo3,  et  le  premier  Volume  du  Traite 
de  Chimie  physique  de  M.  Perrin  (Gauthier-Villars,  1903). 

EXERCICES. 

I.  Generalisation  du  theoreme  de  Koeniq  et  du  theoreme  des  forces  vives 
par  rapport  d  des  axes  de  directions  fixes  menes  par  le  centre  de  gravite.  — 
Soient  Ox,  Oy,  Oz  trois  axes  rectangulaires  fixes  auxquels  on  rapporte  un 
systeme  materiel  quelconque ;  O'x',  O'y',  O' z'  trois  axes  qui  restent  paralleles  aux 
precedents,  mais  dont  l'origine  O'  est  animee  d'un  mouvement  indeterminc. 

I.  Pour  que  l'equation  des  forces  vives  s'applique  au  mouvement  relatif  par 
rapport  aux  axes  mobiles,  il  faut  que  les  projections,  sur  la  direction  de  l'acce- 
leration  du  point  O',  de  la  vitesse  de  0'  et  de  la  vitesse  absolue  du  centre  de 
gravite  soient  egales. 

II.  La  condition  pour  que  la  force  vive  du  systeme  soit  egale  a  la  force  vive 
de  toute  la  masse  concentree  a  l'origine  mobile,  augmentee  de  la  force  vive  due 
au  mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  mobiles,  est  que  la  vitesse  de  cette 
origine  soit  egale  a  la  projection,  sur  sa  direction,  de  la  vitesse  absolue  du  centre 
de  gravite  (Bonnet,  Meinoires  de  VAcademie  de  Montpellier,  section  des 
Sciences,  t.  I,  p.  i^). 

Corollaire  relatif  au  COS  OU  le  systeme  est  un  corps  solide.  —  Si,  a  un 
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instant  quelconque  du  rnouvernent  d'un  solide,  on  decrit  un  cylindre  circulate 
droit  dont  la  generatrice  est  parallele  a  l'axe  instantane  de  rotation  et  de  glisse- 
ment  et  dont  la  section  droite  a  pour  diamctre  la  perpendiculaire  abaissee  du 
centre  de  gravite  sur  cet  axe,  lout  point  A  pris  sur  cette  surface  cylindriquc 
jouit  de  la  propriete  enoncee  dans  le  theoreme  de  Kcenig  :  la  force  vive  du  solide 
a  I'instant  considere  est  la  somme  de  la  force  vive  qu'aurait  la  masse  totale 
concentree  en  A  et  de  la  force  vive  du  corps  dans  son  rnouvernent  autour  de  A. 
II  n'y  a  pas  d'autre  point  du  solide  jouissant  de  cette  propriete  (Cauchy,  Anciens 
Exercices,  p.  io4,  1827;  Bonnet,  loc.  cit.;  Gilbert,  Comptes  rendus,  t.  Cf, 
p.  io54  et  1  r40)- 

2.  Lorsqu'un  systeme  materiel  quelconque,  deformable  ou  non,  se  deplace,  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  cliaque  point  par  le  carre 
de  son  deplacement  est  egale  au  produit  de  la  masse  totale  du  systeme  par  le 
carre  de  la  projection  du  deplacement  du  centre  de  gravite  sur  une  direction 
arbitraire  AB,  augmente  de  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la 
masse  de  cliaque  point  par  re  carre  du  deplacement  qu'il  faut  lui  imprimer  pour 
I'amener  dans  sa  position  finale  apres  lui  avoir  fait  subir,  dans  la  direction  AB, 
une  translation  egale  a  la  projection  du  deplacement  du  centre  de  gravite  sur 
cette  direction  (Fouret,  Bulletin  de  la  Societe  mat  hematique,  t.  XIV,  p.  1 

3»  Quels  sont  les  points  A  d'un  solide  S  en  rnouvernent  qui  partagent  avec  le 
centre  de  gravite  la  propriete  suivante  :  Le  moment  de  la  quantite  de  rnouve- 
rnent du  corps  S  par  rapport  a  une  droite  fixe  Oz,  a  un  instant  donne,  est  egal 
au  moment  de  la  quantite  de  rnouvernent  de  la  masse  totale  supposee  concentree 
en  A,  augmente  du  moment  de  la  quantite  de  rnouvernent  du  solide  par  rapport 
a  une  droite  Az'  parallele  &  Oz,  quand  on  considere  le  rnouvernent  relatif  par 
rapport  a  des  axes  de  directions  fixes  qui  se  coupent  en  A  ?  (Le  lieu  des  points  A 
est  un  byperboloide)  (  De  Saint-Germain,  Comptes  rendus,  t.  CVII.) 

4.  On  considere  le  systeme  forme  par  un  corps  solide  anime  d'un  rnouvernent 
de  translation  l^ectiligne  et  uniform e  de  vitesse  v  et  par  un  point  materiel  de 
masse  m  d'abord  immobile.  On  suppose  que  ce  corps  heurte  le  point  in  et 
Tentraine  avec  lui  sans  changer  de  vitesse,  ce  qu'on  peut  realiser  en  faisant 
agir  des  forces  exterieures;  demontrer  que  l'energie  totale  du  systeme  augmente 
de  mv-.    '  (Marcel  Deprez.) 

7>.  Soit  un  systeme  de  deux  points  materiels  libres  s'attirant  suivant  une  loi 
quelconque.  Le  theoreme  des  aires  s'applique  a  la  projection  du  rnouvernent  sur 
les  trois  plans  coordonnes.  Si,  par  le  centre  de  gravite  du  systeme  et  la  tan- 
gente  a  la  trajectoire  de  chacun  des  points,  on  fait  passer  un  plan,  les  deux  plans 
ainsi  obtenus  se  coupent  suivant  une  droite  situee  dans  le  plan  invariable  (e'est 
a-dire  perpendiculaire  a  G  a',  n°  350)  (Poinsot).  Jacobi  a  fait  de  cette  propriete 
une  application  au  probleme  des  trois  corps  (Journal  de  Crelle,  t.  26,  p.  ri5). 

6.  Un  disque  circulaire  homogene  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal  fixe  est  mobile  autour  de  son  centre  O;  sur  la  circonfcrence  de  ce 
disque  sont  places  deux  insectes  de  meme  masse  en  deux  points  A  et  B  dianie- 
tralernent  opposes.  Les  insectes  etant  immobiles,  le  disque  est  lance  autour  de  O 
avec  une  vitesse  angulaire  initiale  o>0.  Cette  vitesse  angulaire  se  conserve  d'elle- 
meme  tant  que  les  insectes  restent  immobiles  sur  le  disque.  On  demande  com- 
ment varie  la  vitesse  angulaire'du  disque  quand  les  deux  insectes,  restant  diame- 
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tralement  opposes,  se  mettent  a  paivourir  la  circonference  a  I'instant  /  =  o  avec 
une  vitesse  relative  v  variant  proportionnellement  au  temps  V  t±  •;/. 

7.  Mouvcment  d'une  chaine  pesante  non  homogcne  glissant  sans  frottement  sur 
une  courbe  lixe.  On  operera  comme  dans  le  texte  (n°  344)  en  supposant  la  den- 
site  o  =  /(a),  a  designant  la  distance  curviligne  d'un  point  de  la  chaine  au 
milieu.  Calculer  la  tension. 

(Ell  appelant  M  la  Ola&de  totale,  on  trouve  Tequation 

oil  z  =  9(a)  est  la  relation  entre  le  z  et  Tare  s  d'un  point  de  la  courbe.  Si  la 
courbe  est  une  cyclo'ide,  le  mouvement  est  tautochrone. ) 

S.  Mouvement  de  deux  points  libres  qui  s'attirent  proportionncllement  a  leurs 
distances. 

'J.  I  n  point  materiel  est  assujetti  a  glisser  sans  frottement  sur  un  axe  Ooo;  un 
second  point  materiel  est  entierement  libre.  Trouver  le  mouvement  du  systeme 
en  supposant  que  les  deux  points  s'attirent  proportionnellement  a  la  distance,  et 
calculer  la  reaction  dc  l'axe  Ox.  (II  suffit  d'ecrire  les  equations  du  mouvement 
Mrs  deux  points;  on  est  rameue  a  des  integrations  faciles.) 

10.  Deux  points  materiels  M  et  M'  de  meme  masse  m  mobiles  dans  un  plan 
horizontal  sont  relies  l'un  a  l'autre  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse  de  lon- 
gueur >l.  Le  point  M  est  attire  par  un  point  fixe  A  et  le  point  M'  par  un  point 
fixe  A'  proportionncllement  a  la  distance.  Trouver  le  mouvement  de  ce  systeme. 
I  in  prendra  pour  axe  des  x  la  droite  A' A  et  pour  origine  le  milieu  de  A'  A. ;  on 
designers  par  -ia  la  distance  A' A,  par  Sj,  r\  les  coordonnees  du  milieu  G  de  la 
droite  MM',  par  6  Tangle  que  fait  la  droite  GM  avec  Oa?,enfin  par  \im  AM,  \x?n  A'M' 
les  \aleurs  absolues  des  attractions  issues  de  A  et  A'.  (Licence,  Paris.) 

I  I.  Deux  points  materiels  M  et  Ml  de  masses  m  et  mx  relies  par  un  fil  inexten- 
sible et  sans  masse  de  longueur  I  sont  assujettis  a  glisser  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal  XOY.  Ces  points  sont  sollicites  par  des  forces  F  et  F,  dirigees 
vers  OY  perpendiculairement  a  cette  axe,  proportionnelles  aux  masses  des  points 
et  a  leurs  distances  a  cet  axe.  Trouver  le  mouvement  du  systeme. 

En  designant  par  x  et  xY  les  abscisses  des  deux  points,  on  appellera  — k2mx 
el  — k*mla;i  les  projections  des  forces  F  et  Ft  sur  l'axe  OX.  On  designera  par  \ 
'  t  i,  les  coordonnees  du  centre  de  gravite  G  du  systeme  et  par  6  Tangle  de  MtM 
aver  OX.  (Licence,  Paris.) 

12.  Deux  points  materiels  de  meme  masse  glissent  sans  frottement  Tun  sur 
l'axe  Ox,  Tautre  sur  Taxe  perpendiculaire  Oy.  Ces  points  s'attirent  en  raison 
inverse  du  carre  de  leur  distance.  Trouver  leur  mouvement;  trouver  en  particu- 
lier  la  courbe  decrite  par  le  centre  de  gravite  des  deux  points.  (Conique  de 
foyer  <)  decrite  suivant  la  loi  des  aires.)  (Licence,  Paris.) 

13.  Deux  points  dc  meme  masse  relies  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse 
glissent  sans  frottement  Tun  sur  un  axe  horizontal  Ox,  Tautre  sur  un  axe  vertical 
Oy.  Mouvement  du  systeme.  (Dorna,  Memoires  de  /'Acacfemie  de  Turin, 
t.  XXXI.) 
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14.  Mouvement  de  trois  points  assujettis  a  decrire  unc  meme  droite  fixe  et  a 
s'attirer  proportionnellerncnt  aux  masses  et  en  raison  inverse  du  cube  des  dis- 
tances. (Jacobi,  Gesammelte  Werke,  t.  IV,  p.  533-53;).; 

15.  Mernc  problcme  quand  on  suppose  en  outre  chaque  point  attire  par  un 
centre  fixe  proportionnellement  a  la  distance. 

(M.  Mestschersky  a  montre  que  ce.problcme  se  ramene  au  precedent  par  un 
changement  de  variables  effectue  sur  le  temps  et  les  coordonnees.  Voyez  Bulletin 

des  Sciences  mathernaliques,  180/1,  Melanges.) 
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DYNAMIQUE  DU  CORPS  SOLIDE.  -  MOUVEMENTS 
PARALLELES  A  UN  PLAN. 


I.  —  MOUVEMENT  D  UN  CORPS  SOLIDE 
AUTOUR  D  UN  AXE  FIXE. 

359.  Equation  du  mouvement .  —  Un  corps  solide,  mobile  autour 
d  un  axe  fixe,  constitue  un  systeme  a  liaisons  completes,  car  sa 
position  depend  d'un  seul  parametre,  l'angle  dont  le  corps  a  tourne^ 
a  partir  d'une  position  determined. 

Si  nous  supposons  que  les  liaisons  sont  realisees  sans  frotte- 
ments,  l'equation  unique  qui  determine  le  mouvement  du  corps 
sera  fournie  par  le  theoreme  des  forces  vives,  car  les  travaux  des 
forces  de  liaison  sont  alors  nuls.  Le  corps  est  suppose"  sollicite 
par  des  forces  donnees  F4,  F2,  ....  Frt;  nous  appellerons  X,  Y,  Z 
les  projections  d'une  quelconque  de  ces  forces  sur  les  axes. 

Prenons  Taxe  de  rotation  pour  axe  des  z,  el  soient  co  la  vitesse 
angulaire  a  l'inslant  t  et  M  la  masse  totale;  la  force  vive  du 
si  steme  est 

^  mvl  =  ^  mr-  o)-  =  w'2  £  mr-  =  M  k-  w'2 ; 

hi  force  vive  du  corps  est  done  egale  au  cane  de  la  vitesse 
angulaire  multiplie  par  le  moment  d'inertie  par  rapport  a 
I' axe  de  rotation. 

Le  theoreme  des  forces  vives  s'exprime  alors  par  l'equation 

,mkll,)1  =  v  ( x  dx  ■+■  Y  dy  ■+■  Z  dz ), 

ou  n'entrenl  que  les  forces  donnees.  Si  nous  d^signons  par  r,  0,  z 
les  coordonuees  semi-polaires  d'un  point  y,  z,  du  corps  solide, 
on  a 

a;  =  /-cos0,        )  =/'sin0; 
Appn.Lt  —  TraitS  dc  MScanique.  it.  6 
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quand  le  corps  lourne.  9  seul  varie,  et  Ton  a 

eft 
at 

da ?  =  —  r  sin  0  db  =  —  ym  dt, 
dy  =  /•  cos 0^/0=  XO)  dt, 
dz  =  o; 

I'equalion  des  forces  vives  devient  alors 


dtZ(x  Y  —  /X), 


Fig.  200. 

qu'on  peut  ecrire,  en  eli'ectuaut  la  differentiation  du  premier 

membre, 

Mk^  =  X(xY~yX). 

On  peut  obtenir  cette  equation  d'une  autre  facon,  en  partant 
du  theoreme  des  moments  cinetiques.  Appliquons  ce  theoreme 
par  rapport  aO::  les  moments  des  reactions  de  l'axe  sont  nuls7  et 
il  nous  vient 


/  dy  dx\ 
1  m  (  x   y  — r~  I 

\  dt    •  dt  j 


1  mr-  to  =  M  A-'2  w. 


En  substituant,  on  retrouve  bien  l'equation  donnee  par  le 
theoreme  des  force  vives. 
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360.  Reactions  de  l'axe.  —  Pour  pouvoir  calculer  ces  reactions, 
nous  supposerons  que  1'inimobilite  de  l'axe  de  rotation  a  ete" 
obtenue  en  fixant  deux  de  ses  points  O  et  O". 

Soienl  Q'(X',  Y',  Z')  et  Q"(X",  Y",  Z")  les  reactions  de  l'axe 
en  ces  deux  points  {fig-  200).  Nous  pourrons  consid^rer  le  corps 
comme  libre,  en  ajoutant  aux  forces  donnees  ces  forces  Qf  et  Qv; 
appliquant  alors  an  systeme  le  thcoreme  des  quantites  de  mouve- 
inent  projetees,  nous  aurons  les  trois  equations  suivantes  : 

Sm^?  =  XWX'-i-  SX. 
dV- 

Y'-h  Y"-+-  2Y. 
Z'+  Z'  h-  £  Z. 

En  appliquant  ensuite  le  theoreme  des  moments  des  quantites 
de  mouvement  par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy,  et  appelant  h  le  z 
du  point  O",  il  nous  viendra  les  deux  equations 

2  (  r  Z  —  ,s  Y )  —  h  Y", 

2(*X— a?Z)+'AX*. 

Ces  deux  dernieres  equations  d^terminent  X"  et  Yn  :  les  deux 
premieres  du  groupe  precedent  donnent  X',  Y'  et  la  troisieme  la 
somme  Z'-f-Z" .  11  se  presente  ici  la  meme  particularity  que  dans 
le  cas  de  l'equilibre,  particularity  que  nous  avons  etudi^e  en 
Statique  :  en  supposant  le  corps  absolument  rigide,  on  connait 
seulement  71  —  Z":  on  ne  pourrait  determiner  enlierement  71  et  71' 
qu'en  tenant  compte  des  deformations  elastiques  du  solide  (n°  110). 
Cette  indelermination  tient  a  ce  que,  le  corps  £tant  rigide,  on 
peut,  sans  changer  l'etat  du  corps,  appliquer  aux  deux  points  O 
et  (>  deux  forces  quelconqucs  f  et  — f  egales  et  directemenl 
opposees;  les  composantes  21  et  Z"  des  reactions  deviennent  alors 
Z' -{-  /',  Z" — /';  l'unc  d'elles  peut,  par  un  choix  convenable  de  f, 
prendre  une  valeur  arbitraire,  z^ro  par  excmple. 

Nous  developperons  les  equations  prdcedenles  en  remplacant  les 


v  <r-y 

1  m  — —  = 

v  &z  = 
"m  dr- 


~dr-  ~ 

Z  dP 

d-  x 

dH 

x  — — 

dt 
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derivees  s(!Condes  des  coordonnees  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  m.  Nous  avons  deja  obtenu 

dx  dy  dz 

nous  en  deduisons 

d2x  do)  d-y  ,         do)  d- z 

el  nos  formules  deviennent 

do)  '  v„ 

-  w5Sm«  r2my   =X  +  X'+SX. 

-  w'-Sm/  -+-  ^  Zmx   =  Y'  +  Y"+  S  Y, 
(i)            I  o=  Z'+ZVSZ, 

to2  2  m r -s  —       I  mxz  =  2  ( r  Z  —  z.Y)  —  h  Y", 

—  co -  S         —  ^  S  =  S(<z.X  —  xZ)  -\-  hX". 

Les  sommes  qui  entrent  dans  les  formules  precedentes  varient 
avec  le  temps;  Imx,  par  exemple,  a  pour  valeur  M;,  £  etant 
l'abscisse  du  centre  de  gravite.  Pour  calculer  les  autres  sommes, 
on  imagine  un  sjsteme  d'axes  (O,  x\  y',  z')  entraine  avec  le  corps 
solide,  Oz'  coincidant  avec  0-3,  et  xOx!  etant  egal  a  <p.  On  a  pour 
formules  de  transformation 

x  —  x  cos  o  —  y'  sin  9, 
y  —  x'  sin  9  +/  cos  <p, 

d'oii  l'on  deduit 


2  mxz  =  cos  cpS  mx' z'  —  sin  tpS  my' z', 

et  les  sommes  qui  entrent  dans  les  seconds  membres  de  ces  der- 
nieres  6quations  sont  independantes  du  temps. 

Cas  particulier.  —  Les  formules  se  simplifient  quand  l'axe  de 
rotation  est  axe  principal  d'inertie  par  rapport  au  centre  de  gravite. 

On  a  en  efFet,  dans  ce  cas, 


2  mx  =  o,       Sjwj  =  0,       I,  mxz  =  0.       2  my  z  =  o. 
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Les  equations  qui  donnent  les  reactions  deviennent  alors 

X'  +  Xff+SX  =  o,       Y'4  Y'-h  n  =  o,       Z'-fZ"+S'Z  =  o, 
1  (rZ  —  z  Y  j  —  h  Y"  =  o,       S(iX  —  #Z )  ■-+-  h  X"  =  o, 

equations  de  meme  forme  que  les  cinq  premieres  conditions 
d'e'quilibre  (n°  110).  La  derniere  condition  d'equilibre  n'est  pas 
remplie,  car  N  =  2(a?Y — yX.)  n'est  pas  nul  :  cette  quantite  est 

egale  a  M/i-  ~  • 

Pour  interpreter  g^ometriquement  ce  resullat  (fig.  201),  fai- 
sons  la  reduction,  a  Forigine,  des  forces  exterieures  .  F(X,  Y,  Z) 

7v 

R 


y 

Fig.  201. 

qui  agissent  sur  le  corps  :  nous  aurons  une  resultante  generale 

R.(2X,  2Y,  2Z)  et  un  couple  d'axe  OH;  decomposons  ce  couple 

en  deux  dont  l'un  a  un  axe  ON  dirige  suivant  Qz,  et  l'autre  un 

axe  OK  perpendiculaire  a  Oz.  Si  1'on  supprimait  le  couple  ON, 

en  soumettant  le  corps  seulement  a  la  resultante  generale  R  et  au 

couple  d'axe  OK,  le  corps  suppose  immobile  serait  en  equilibre,  et 
les  reactions  de  1'axe  auraient  certaines  valeurs  Q'  et  Q".  Si  main- 
tenant  on  lance  le  corps  avec  une  vitesse  angulaire  initiale  quel- 

conque,  et  si  Ton  fait  agir  le  couple  ON,  le  corps  se  meut,  mais  les 
read  ions  de  I'axe  restent  ce  qu'elles  otaient  dans  l'equilibre. 

Remarque.  —  Les  formules  (1)  montrent  quel  interet  il  j  a, 
dans  une  machine,  a  ce  que  les  pieces  tournantes,  comme  les 
volants,  tournent  autour  d'un  axe  principal  relatif  au  centre  de 
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gravity.  Gar,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  le  carre"  de  la  vitesse  angulaire 
figure  dans  les  valours  des  reactions;  d<;s  lors,  quand  la  vitesse 
angulaire  devient  grande,  les  reactions,  et  par  suite  les  pressions 
sur  l'axe,  deviennent  tres  grandes  et  peuvent  amener  des  ruptures 
on  des  arrachemenls  de  l'axe. 

361.  Axes  permanents  et  axes  spontanes  de  rotation.  —  Keve- 
nons  maintenant  au  cas  oii  l'axe  de  rotation  est  quelconque,  el 
supposons  d'abord  que  les  forces  donnees  adrnettent  une  r^sul- 
tante  unique  passant  par  le  point  O.  On  aura  alors 

Z(yZ-zY)  =  2(zX  —  xZ)  =  Z(#T  —  yX)  =  to. 

2X+X+X", 

n  +  y'-h  Y", 

IZ  +  Z'+  Z". 

-h% 

AX", 

Co  £tant  la  vitesse  angulaire  de  rotation  qui,  dans  ce  cas,  est 

conslante  car  —r-  —  o. 

at 

Cherchons  s'il  peut  arriver  dans  ces  conditions  que  la  reaction 
de  O"  soit  nulle;  il  faudrait  pour  cela  que  l'on  eut 

X"=  o.       Y*==o,  Z"=o. 

c'est-a-dire 

Hiinyz  =  a,       *Lmxz  =  o. 

ou  enfin  que  l'axe  de  rotation  fut  axe  principal  d'inertie  par  rap- 
port au  point  O. 

Supposons  ces  conditions  realises  :  la  reaction  du  point  O" 
est  nulle.  Ce  point  n'exergant  aucune  action  sur  le  corps  solidc, 
on  peut  le  suppriiner,  c'est-a-dire  rendre  ce  solide  libre  en  O"  sans 
rien  changer  a  la  nature  du  mouvement.  On  peut  done  enoncer  le 
theoreme  suivant  : 

I.  Si  un  corps  solide,  mobile  autour  d'un  point  fixe,  est 
soumis  a  des  forces  exterieures  admettant  une  resultante  qui 
passe  par  ce  point,  et  si  ce  corps  commence  a  tourner  autour 


Les  equations  deviennent 

i   —  to2  2  rnx  = 

-  to2  £  my  = 

o  = 

o)-  2  myz  = 

-  o2  2  mxz  = 
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d'un  axe  principal  dHnertie  pour  le  point  Jixe,  il  continuera 
indefiniment  a  tourner  autour  de  cet  axe,  avec  une  vitesse 
an  g  id  aire  const  ante. 

C'est  en  raison  de  cette  propriety  que  les  axes  principaux 
d'inerlie  sunt  parfois  appeles  axes  permanents  de  rotation. 

Supposons  maintenant  qu'il  n'y  ait  ancune  force  donnee  appli- 
quee  an  corps.  Dans  les  equations  ci-dessus  (2),  on  aura 

v\  =  v  v  =  V/  =  () 

I  Vut-il  arriver  alors  que  la  reaction  du  point  O  soit  nulle  en  meme 
temps  que  celle  de  O"  ?  II  faut,  pour  re\aliser  cette  circonstance, 
joindre  aux  conditions  precedentes  les  Equations 

=  o.        S  my  =  o ; 

l  axe  de  rotation  est  alors  un  axe  principal  de  l'ellipsoide  central 
(n°  319).  Nous  pouvons  done  enoncer  le  r^sultat  suivant  : 

II.  Si  un  corps  solide  entierement  libre,  qui  n  est  sollicite 
par  aucune  force  exterieure,  commence  a  tourner  autour  d'un 
axe  principal  de  V ellipso'ide  central  dHnertie,  il  continuera 
a  tourner  autour  de  cet  axe  d'un  mouvement  uniforme. 

Cette  propriete  a  fait  donner  aux  axes  de  l'ellipsoide  central  le 
nom  (V axes  spontanes  de  rotation. 

Remarque.  —  Les  resultats  qui  precedent  peuvent  etre  generalises 
comme  il  suit  : 

i"  Supposons  que  les  forees  donnees  se  reduisent  a  une  resultante  pas- 
sanl  par  0  et  a  un  couple  dont  l'axe  est  dirige  suivant  Oz.  Alors  to  n'est 
plus  constant,  et  il  faut,  pour  determiner  les  reactions,  se  reporter  aux 
Equations  (1)  ou  Ton  ferail 

%(yl  —  zY)  =  S(3X-xZ)  =  o 

I  >n  troimra  encore  que  les  conditions  necessaires  et  sutlisantes  pour  que 
la  reaction  de  0"  soit  nulle  sont 


1  m  r.z  as  o. 


I  m  v z  =  o. 
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Kn  effet,  ces  conditions  sont  d'abord 


r/o) 

to-  £  rn  yz  7-  1  m  xz    -  o. 

J  dt 


dio  _ 

—  o-  'Lmxz  -r  2  myz  =  o. 


equations  lineaires  et  homogenes  en  SmjK^j  dont  le  determinant 

io4-+-  esl-  different  de  zero,  du  moment  que  le  corps  est  en  mouve- 

ment.  On  en  tire  done,  pour  I,  myz  et  Zmxz,  des  valeurs  nulles. 

20  De  mcme,  si  Ton  suppose  que  Ies  forces  donne'es  appliquees  au  corps 
se  reduisent  uniquement  a  un  couple  d'axe  parallelc  a  O  z,  il  faut  et  il  suffit . 
pour  que  les  reactions  des  points  O  et  O"  soient  nulles  toutes  deux,  que 
1'axe  Oz  soit  un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centre  de  gra\ite. 


362.  Pendule  compose.  —  Le  pendule  compose  est  constitue  par 
un  corps  solide  pesant  de  masse  M  pouvant  tourner  librement 
aulour  d'un  axe  horizontal  fixe. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  z  V  axe  de  suspension  aulour 

0  


Fig.  202. 


duquel  pent  tourner  le  corps,  el  pour  plan  des  xy  le  plan  verlical 
qui  contient  le  cercle  demerit  par  le  centre  de  gravite  G,  l'axe  des  x 
etant  la  verlicale  dirigee  vers  le  bas. 

Soit,  a  l'epoque  t,  0  Tangle  que  fait  la  droite  OG  avec  la  verti- 
cale  Ox;  la  vitesse  angulaire,  a  cet  instant,  est 

CO 

et  l  equation  du  mouvement 

Mk»-d-£=Z(xY-yX); 


d% 
~  dt' 


le  second  membre,  somme  des  moments  des  poids  par  rapport  aO.-, 
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est  le  moment  — M  «7sin0  du  poids  total  applique  au  centre  de 
gravity  dont  l'ordonnee  est  y  .—  /sinO. 

En  remplacant  u  par  ~,  nous  avons  done  l'equation 
— —  =  —       sin  0. 

Comparons  cette  Equation  a  celle  du  mouvement  d'un  pendule 
simple  de  longueur  savoir 

dV-  I 

,Nous  voyons  que  le  mouvement  du  pendule  compose  est  le 
meme  que  celui  d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait 

Ce  pendule  simple  est  appele  le  pendule  synchrone  du  pendule 
compose. 

Si,  sur  la  droite  OG,  on  porte  une  longueur  00'  =  le  point  O' 
du  corps  solide  oscille  comme  s'il  etait  d^tache  du  corps  et  relie 
an  point  O  par  un  fil  sans  masse.  D^signons  par  p  le  rayon  de 
gyration  du  corps  par  rapport  a  un  axe  parallele  a  Ov  et  passant 
par  le  centre  de  gravite" ;  nous  aurons  (317) 

M  k"-  =  M p!+M  r- 
ou,  en  tirant  k-  et  portant  dans  la  valeur  de 

V  =  l^ 

de  la  resulte  que  00'  est  toujours  plus  grand  que  OG  et  que  les 
distances  OG,  O'G,  qui  ont  respectivement  pour  valeurs  /  ety' 
^ont  liees  par  la  relation 

OGx  0'G  =  ?2; 

l'axe  mene*  par  O'  parallelement  a  l'axe  de  suspension  a  recu  de 
Huygens  le  nom  d'axe  d *  oscillation.  Tous  les  points  de  cet  axe 
oscillenl  comme  s'ils  etaient  detaches  du  corps  et  reli6s  par  des 
fils  sans  masse  a  l'axe  de  suspension.  La  formule  precedente  montre 
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que  l'axe  d'oscillation  et  l'axe  de  suspension  sont  reciproque*.  De 
sorte  que,  si  Fon  suspendait  le  corps  par  l'axe  d'oscillation . 
Tancien  axe  de  suspension  deviendrait  le  nouvel  axe  d'oscillation. 

Theoreme  de  Huygens.  —  Si,  dans  un  plan  passant,  par  le 
centre  de  gravile,  de  part  et  d' autre  de  ce  point,  on  a  deux 
a  irs  parallhles,  inegalement  distants  du  centre  de  gravite,  el 
pour  lesquels  la  longueur  du  ]>endule  simple  synchrone  est  la 
meme,  cet/e  longueur  est  precise'ment  egale  a  la  distance  des 
deux  axes. 

Si5  en  effet,  /  et  /)  sont  les  distances  du  centre  de  gravite  a u x 
deux  axes  supposes  0  et  0{  et  /'  la  longueur  commune  du  pendule 
synchrone,  on  a 

l'±l+t.       et  l'=U+r*j; 
la  comparaison  de  ces  equations  donne 

d'ou,  en  supprimant  la  solution  1  =  lit 

la  distance  des  deux  axes  est  done  bien  egale  a  la  longueur 

/+  y  du  pendule  synchrone;  Pun  des  axes  etant  pris  pour  axe 

de  suspension,  l'autre  est  l'axe  d'oscillation. 

G'est  sur  ce  principe  qu'est  fonde  le  pendule  reversible  de  Kater 
employe  en  Geodesic  Ge  pendule  est  un  solide  de  revolution, 
forme  de  deux  cylindres  aplatis  relics  par  une  tige  creuse  :  per- 
pendiculairement  a  cette  tige,  et  symtUriquement  par  rapport  au 
milieu  de  la  tige,  sont  fixes  deux  couteaux  d'agale,  autour  desquels 
le  systeme  doit  alternativement  osciller.  L'un  des  cylindres  est 
vide,  l'autre  est  rempli  de  plomb,  de  sorte  que  le  centre  de  gravite 
est  situe"  plus  pres  de  l'un  des  couteaux  que  de  l'autre  :  d'apres  le 
theoreme  d'Huygens,  on  peut  regler  les  masses  de  maniere  que  la 
dur6e  d'oscillation  soil  la  meme  autour  des  deux  axes,  et  eclte 
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duree  commune  est  celle  (Tun  pendule  simple  ayant  pour  longueur 
la  distance  des  aretes  des  couteaux. 

On  donne  an  pendule  unc  forme  exterieure  sym^trique  par 
rapport  au  milieu  de  la  lige,  pour  que  la  resistance  de  Fair  soit  la 
meme  quand  le  pendule  oscille  autour  de  Tun  ou  Fautre  des 
couteaux.  Dans  ces  conditions,  si  les  durees  des  oscillations  dans 
Fair  sont  egales  autour  des  deux  couteaux  clles  seraient  encore 
egales  dans  le  vide;  mais  la  durec  commune  des  oscillations  serait 
un  peu  plus  courte  dans  le  vide  que  dans  Fair,  com  me  on  Fa  deja 
vu  pour  le  pendule  simple  (n°  249). 

Reactions  de  Faxe  dans  le  mouvement  du  pendule  compose.  — 

Placons-nous  dans  le  cas  particulier  ou  le  pendule  compose  est  symetrique 


Fig.  2o3. 

par  rapport  au  plan  xO/  dans  Iequel  oscille  le  centre  de  gravite.  L'axe 
de  suspension  est  alors  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  O,  puisque 
le  plan  xO y  est  un  plan  de  symetrie  pour  Fellipsoide  d'inertie  en  O.  On 
a  done 

l,mxz  =  o,       ILmyz  =  o. 

I  >n  peut  prevoir,  par  raison  de  symetrie,  que  la  reaction  de  Faxe  de 
suspension  sur  le  pendule  peut  alors  etre  reduite  a  line  force  unique  Q' 
appliquee  en  O  et  situee  dans  le  plan  xOy  :  e'est  ce  qu'il  est  facile  de 
verifier  en  appliquaht  les  formules  generales  precedentes  (i).  En  eflet, 
admettons,  pour  un  moment,  que  la  reaction  se  compose  d'une  force 
Q'(X',  Y',  '/.')  appliquee  en  0,  et  d'une  force  Q"(X",  Y",  Z")  applique'e  en 
un  point  0"  de  0  :  a  la  distance  h  de  O.  La  seule  force  directement  appli- 
quee etant  le  poids  Mg  en  G,  on  a  ici  {fig-  2o3) 

SX  =  M-#3       lY  =  o,  SZWo, 
i(rZ-5Y)  =  o,       2(zX  —  xZ)  =  o, 
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ou  les  deux  dernieres  formules  sont  evidentes,  car  le  poids  est  dan? 
le  plan  xOy.  Les  formules  (i)  donnent  alors,  en  y  remplacant  Zmx 

par  M £  et  2 my  par  M  vj , 

w2  M  £  -  ^  M  r,  =  X'-h  X'-f-M^. 

_(02Mri^  ~       =  Y.'-f-  Y", 

o  =  /'  -h  Z", 
o  =  —  AY",       o  =  AX". 

Les  deux  dernieres  montrent  que  X"  et  Y"  sont  mils:  Jes  deux  compo- 
santes  Z'  et  Z"  dirigees  suivant  0 z  ayant  une  sorame  nulle  sont  egales  et 
directement  opposees  et  peuvent  etre  supprimees,  ce  qui  revient  a  faire 
Z'  =  o,  Z"=o.  Alors  la  reaction  O"  est  nulle  et  la  reaction  O'  est  dans  le 
plan  xOy  ou  elle  a  pour  composantes  suivant  les  axes  O.r  et  Oy  le- 
quantites 

elm 


(4) 


Galculons  les  composantes  Xi  et  Yi  de  la  reaction  suivant  la  direc- 
tion OG  et  la  direction  perpendiculaire  OP  dans  le  plan  xOy  (fig.  2o3  ; 
ou  aura 

\t  =  X'cosO  +  Y'  sin  U. 
Y,  =  X'  sin  6  —  Y'  cos  0. 


D'autre  part,  comme 


/  =  £  cos  0  -+-  r\  sin  0, 
o  =  Ij  sin  6  —  r\  sin  0, 


les  formules  (4)  donnent  alors 


Xt  =  —  M     /  —  M 
-  ^  do)  , 


Mais,  d'apres  l'equation  du  mouvement 

do)  gl 


et  d'apres  le  theoreine  des  forces  vives  (fournissant  une  integrale  premiere 
de  cette  equation),  on  a 
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Done,  enlin 


MG  /, 


Comme  l2  =  k2 —  p2,  la  composante  \t  suivant  01*  est  toujours  de  signe 
contraire  a  sinO;  elle  serait  nulle  si  le  corps  solide  etait  reduit  a  un  point, 
e'est-a-dire  si  le  pendule  etait  simple;  car,  dans  ce  cas,  I'2  ==  k-.  Ce  dernier 
resultat  est  evident,  car,  dans  un  pendule  simple,  la  reaction  du  point 
d'attache  est  egale  et  opposee  a  la  tension  du  fil  sur  ce  point. 

363.  Etude  de  la  variation  de  la  longueur  du  pendule  simple 
synchrone  quand  on  deplace  l'axe  de  suspension  dans  un  corps 

donne.  —  La  formnle  l'=l-\-  y  permet  tout  d'abord  d'eAudier 

les  variations  de  longueur  du  pendule  synchrone  quand  l'axe  de 
suspension  se  deplace  dans  le  corps  parallelement  a  lui-meme; 
l'expression  meme  de  cette  longueur  montre  que  V  a  un  maximum 

lorsque  les  deux  termes  /  et      sont  £gaux,  e'est-a-dire  lorsque 

l'axe  de  suspension  est  a  une  distance  du  centre  de  gravity  egale 
au  rayon  de  gyration  p,  et  cette  valeur  minimum  est  egale  a  20. 
Si  Ton  se  donne  la  longueur  I'  supposee  plus  grande  que  2p,  il 
cxisle  deux  valeurs  correspondantes  de  I)  les  axes  de  suspension 
paralleles  a  la  direction  consideree,  pour  lesquels  le  pendule 
simple  synchrone  a  la  meme  longueur  I',  engendrent  done  deux 
cylindres  de  revolution  dont  l'axe  commun  passe  par  le  centre  de 
gravite. 

Prenons  maintenant  des  axes  de  suspension  quelconques.  Pour 
voir  comment  varic  la  longueur  I'  du  pendule  simple  synchrone, 
rapportons  le  corps  aux  axes  de  Tellipsoide  central  d'inertie  : 
Tequafion  de  eel  ellipsoide  est 

AX2+BY2+  CZ°-  =  i. 

D^signons  par  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  de  suspen- 
sion A,  et  par  /  sa  distance  au  centre  de  gravite,  c'est-a-dire  a 
I'origine  choisie.  Le  moment  d'inertie  Mp2  du  systemc  par  rapport 
a  la  parallele  A  a  l'axe  de  suspension  mcn^c  par  le  centre  de  gravite 
esl  (318) 

Mp*=  Aa2+  |{^+-  f>/2. 
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On  ;i  done  pour  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 


1  =  1  + 


D  O5 


Gy 


Ml 


A  l'aide  de  cette  formule,  on  peut  etudier  le  eomplexe  forme 
par  les  axes  pour  lesquels  le  pendule  simple  synchrone  a  une 
longueur  donnee.  Cette  elude  est  faitc  dans  un  Memoire  de 
M.  Boklen  (Crelle,  t.  93)  doni  on  Lrouvera  quelques  resullats 
importants  indiqu^s  dans  I'exercice  5  a  la  fin  du  G  ha  pi  I  re. 

364.  Machine  d'Atwood.  —  Un  treuil  homogene  mobile  autour  d:un 
axe  horizontal  porte,  enroule  en  sens  inverse  sur  chacune  de  ses  deux 


Fig.  204. 


roues,  un  fil  flexible  et  sans  masse.  Ges  fils  supportent  deux  masses 
pesantes  m  et  rri  {Jig.  204);  nous  nous  proposons  d'etudier  le  mouvement 
de  cet  ensemble. 

Les  forces  donnees  sont  les  poids  mg,  m' g,  Mg  des  masses  suspendues 
et  du  treuil;  les  forces  de  liaison  sont  les  tensions  T  et  — T  du  fil  A/?/, 
et  les  tensions  T',  — T'  du  fil  A'm';  il  y  a  de  plus  les  reactions  de  l'axe. 
Comptons  les  rotations  positivement  de  l'axe  Ox  vertical,  dirige  vers  le  bas, 
vers  Faxe  Oy,  et  designons  par  to  la  vitesse  angulaire,  x  la  distance  km, 
x'  la  distance  A'm',  R  et  R'  les  deux  rayons  OA  et  OA'. 

Ge  systeme  est  a  liaisons  completes,  car  sa  position  depend  uniquement 
de  Tangle  dont  tourne  le  treuil;  de  plus,  on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de 
frottements.  Nous  obtiendrons  done  l'equation  du  mouvement  en  appliquant 
le  theoreme  des  forces  vives  sous  la  forme  du  n°  343. 

La  force  vive  du  systeme  se  compose  de  celle  du  treuil  MA:2 to2,  et  de 

/  <  i jc  \ 2  I  tlx'  \  2 

celles  des  points  m  et  ///',  m  ' 


fdxy-  ,/dx'y 

}   et  m  I  '     autre  Part,  les  tra- 
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vaux  des  poids  des  deux  points  m  et  ni  sont  mg  dx  et  m  g '  dx  ;  le  travail 
du  poids  du  trcuil  est  mil,  car  le  centre  de  gravite  du  treuil  est  immobile. 
l,es  travaux  des  forces  de  liaison  ont  une  somme  nulle.  On  a  done 


d-  \  MA2  c)--\  m  ( -+-  ni  (       \  1  =  me 


Les  points  m  et  ni  ont  d'ailleurs  memes  vitesses  respectives  que  les 
points  du  treuil  qui  sont  en  A  et  A';  done 

dx      D  dx' 

-  =  R  (jp  — —  =      R  to. 

En  susbstituant ,  on  a  l'equation  du  mouvement. 

Nous  obtiendrons  aussi  cette  Equation  en  appliquant  le  theoreme  des 
moments  cine'tiques  par  rapport  a  l'axe  du  treuil.  La  somme  des  moments 
iles  forces  se  reduira  a  la  somme  des  moments 

mg  R  —  m '  g  R ' 

des  poids  mg}  nig;  les  moments  des  autres  forces  disparaissent  d'eux- 
memes. 

D 'autre  pari,  la  somme  des  moments  cinetiques  du  treuil  est  M/v'-w; 
celle  relative  aux  points  m,  m'  est 

dx  dx' 

ni  \\  —  m  R  — — ' 

dt  dt  ' 

nous  avons  done  l'equation 

-J-  ( M  k*  to  -+-  m R  ^  —  ni  R'       \  .==  m# R  —  mV  R'. 
aft  \  ^  dt  /         b  ° 

dx  dx' 

qui  donne,  en  remplacant  —  et        par  Rio  et  —  Rio, 

—-  ( M  A2  -t-  m R2     ra'  R'2)  =  mg R  —  m' g R' ; 


d  on,  pour  —5  la  valeur  constante 


do)  m  R  —  ni  R 


dt      6  M         wK3-h  w'R  2 


Les  accelerations  R         — R'       des  points       m'  sont  done  constantes, 
at  dt  1 

et  les  mouvements  de  ccs  points  sont  uniformement  varies.  On  voit 
d'ailleurs  immediatement  que  leurs  accelerations  sont  moindres  que  g. 

Pour  calculer  la  tension  T  du  fil  Am,  nous  ecrirons  l'equation  du  mou- 
vement de  in 

d'lx 
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qui  donne 

*  -  "  (''7 Sr)*  "*  (*  ~  Rw)5 

on  aurait  de  mome 

tw(,  +  h'$). 

Gherchons  enfin  les  reactions  de  1'axe  du  treuil.  On  peur  admettre  que, 
a  cause  de  la  symetrie,  les  reactions  de  l'axe  se  reduisenl  a  une  force 
unique  Q  appliquee  en  O  et  normale  a  l'axe.  Appliquons  au  treuil  le 
thdoreme  du  mouvcment  du  centre  de  gravite.  Gomme  ce  point  reste 
immobile,  il  faut  que  les  forces  exterieures  au  treuil,  appliquees  au  treuil, 
Q,  M^,  T,  T',  transporters  au  point  0,  se  fassent  equilibre ;  il  en  resulte 
que  la  reaction  des  appuis  sur  l'axe  est  verticale,  dirigee  vers  le  haut  et  a 
pour  valeur 

Q  =  M^  +  T  +  T', 

e'est-a-dire 

~  ,N  (mR  —  rn'W)2 

Q  =  ( M  -+-  m  -+-  m  )  g  — 


M  k-  -+-  m  K-  +  m  R'2  b  ' 

cette  reaction,  toujours  moindre  que  la  somme  des  trois  poids,  ne  lui  seiait 
egale  que  si  Ton  avait 

mK  =  m'R', 

auquel  cas  le  mouvement  serait  uniforme  puisqu'on  aurait  ^  =0. 

Nous  remarquerons  qu'ici  le  treuil  tourne  autour  d'un  axe  principal 
d'inertie  relatif  au  centre  de  gravite;  il  en  resulte,  comrae  nous  l'avons  vu, 
que  la  reaction  des  appuis  est  donne'e  par  les  formules  que  l'on  obtient  en 
negligeant  le  couple  dont  l'axe  est  parallele  a  Taxe  de  rotation,  ce  qui 
donnerait  immediatement  la  valeur  de  <  >. 


II.  -  MOUVEMENT  D  UN  SOLIDE  PARALLflLEMENT 
A  UN  PLAN  FIXE. 

365.  Generalities.  —  Dans  les  exemples  precedents  entrent  des 
solides  dont  les  points  sont  assujettis  a  se  deplacer  parallelement 
a  un  plan  fixe.  Supposons,  d'une  maniere  generale,  tin  solide 
assujetti  a  se  deplacer  de  cette  facon  :  par  exemple,  un  cylindre 
reposant  par  sa  base  sur  un  plan  fixe ;  chaque  point  du  corps  decril 
alors  une  trajectoire  situce  dans  un  plan  4i\e  parallele  au  plan 
fixe  donne.  En  particulier.  si,  par  le  centre  de  gravite,  dans  sa 
position  initiale,  on  mene  un  plan  xOy  parallele  au  plan  fixe,  le 
centre  de  gravity  restera  dans  co  plan  :  il  en  sera  de  meme  de  lous 
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les  points  du  corps  qui,  a  Finstant initial,  so  trouvaient  dans  co 
plan.  Kepresenlons  la  section  S  du  corps  par  lc  plan  xOy\  pour 
determiner  la  position  du  corps,  il  suflit  evidemment  de  conriaitre 
La  position  de  cette  section  S,  c'esl-a-dire  les  coordonnees  \  el  r, 
du  centre  de  gravile  G  (fig"*  so5)  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox 
et  Oy,  et  Tangle  0  que  fail  un  rajon  Gin  invariablement  lie"  au 
corps  avec  l'axe  Ox. 

Le  corps  solide  etant  suppose  sollicite  par  des  forces  exterieures 
dont  nous  appellerons  Xl5  Y4,  X2,  Y2,  .  .  .  ,  les  projections  sur  les 


y 


o  a> 

Fig.  2o5. 


axes  0  /  et  Oy,  le  theoreme  du  mouvement  du  centre  de  gravite 
donne  d'abord  les  deux  Equations 

les  sommes  2  etant  etendues  a  toutes  les  forces  exterieures. 

Par  le  centre  de  gravite  G  menons  des  axes  Gx'  et  Gy'  paral- 
lels aux  axes  fixes,  et  appelons  a?',  y'  les  coordonnees  d'un  point 
du  corps  par  rapport  a  ces  axes,  Mk2  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  a  un  axe  Gz'  perpendiculaire  au  plan  x'Gy. 

Le  mouvement  relatif  du  corps  par  rapport  aux  axes  Gx'y'z'  est 

une  rotation  de  vitesse  angulaire  ^  aulour  de  Gz'.  Comme  le 

theoreme  des  moments  cinetiques  s'applique  au  mouvement  autour 
de  (/.  on  a  l'equation 

Mkl-jf>  =2(«'Y-/X), 

que  1  on  obtiendrail  aussi,  comme  dans  le  n°  359,  enappliquant  le 
theoreme  des  forces  vives  au  mouvement  relatif  autour  du  centre 
de  gravite. 

appei.i..  —  Traitd  dr.  Micantque.  n.  7 
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Telles  sont  les  Irois  equations  qui  determinent.  rj,  0  en  fonc- 
tions  tie  /.  Parmi  les  combinaisons  de  ces  Equations  pouvant 
rem  placer  1'une  ou  l'aulre  d'entre  elles  mentionnons  : 

[°  Liquation  obtenue  en  appliquant  le  theoreme  des  moment 
cinetiques  par  rapport  a  l'axe  fixe  0  -  perpendiculaire  au  plan  x  Oy. 
D'apres  un  th6orcme  que  nous  avons  d^montre,  la  somitie  des 
moments  cinetiques  des  diffdrents  points  du  corps  par  rapport 
a  Oz  est  egale  au  moment  cin^tique  de  la  masse  lotale  supposee 

concentric  au  centre  de  gravite  M  ^£  ^  — YJ^)'  P^us  ^a 
somme  MA'2^  des  moments  cinetiques  par  rapport  a  l'axe  Gz1, 

cetle  derniere  somrne  £lant  calculee  dans  le  mouvement  relatif 
aulour  de  G.  On  a  done  liquation 


dt  I  V 


dt  <lt 


2°  L'equation  obtenue  en  appliquant  au  mouvement  absolu  le 
theoreme  des  forces  vives.  D'apres  le  theoreme  de  Kcenig  (n°  349), 
la  force  vive  totale  est  igale  a 

"[(3jM5)1~-*(Sy. 

on  a  done  liquation 

car  dz  est  nul  pour  lous  les  points. 

En  appelant  I  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  a  un 
axe  perpendiculaire  au  plan  xOy,  et  passant  par  le  centre  instan- 
lane'  de  rotation  de  la  figure  plane  S,  on  peut  dire  aussi  que  la 

force  vive  est  I  '  car  les  vitesses  sont  les  memes  que  si  le  corps 

tournait  autour  de  cet  axe  instantane  :  mais,  l'axe  conside're  se 
d^placant  dans  le  corps.  I  est  variable. 


Remarque.  II  peut  exister  d'autres  liaisons,  outre  celles 
qui  assujettissent  le  corps  a  se  deplacer  parallelement  au  plan 
fixe  xOy  :  les  forces  provenant  de  ces  liaisons  figurent  alors  dans 
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les  seconds  membres  de  cerlaines  des  Equations  precedentes,  et  il 
faudra  les  6"liminer.  Cependant,  si  les  liaisons  sont  ind^pendantes 
du  temps  et  r^alisees  sans  frottement,  les  forces  de  liaison  ne 
figurent  pas  dans  Tequalion  des  forces  vivcs  (5). 

Si  I'on  a  plusieurs  corps  solides  mobiles  parallelement  a  un  plan 
fixe,  on  pourra  appliquer  a  chacun  d'eux  les  Equations  precedentes 
et  eliminer  ensuite  les  reactions  mutuelles  des  corps,  on  appliquer 
les  theoremes  g^neraux  a  l'ensemble  de  ces  corps.  On  verra  dans 
les  exemples  suivants  comment  on  peat  resoudre  ces  sortes  de 
questions. 

:U)6.  Exemple  I.  —  Une  barre  mater  ie  lie  de  longueur  2 1  {fig.  206), 
et  de  masse  M,  est  assujettie  a  glisser  sans  frottement  sur  un  plan 
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206. 

horizontal  :  les  elements  de  la  barre  sont  attires  par  un  axe  fixe  Ox 
proportionnellement  aux  masses  et  aux  distances. 

Soient  £,  r,  les  coordonne'es  du  centre  de  gravite  G  de  la  barre  AB,  y  l'or- 

donnee  mp  d'un  element  de  masse  m;  la  force  F  agissant  sur  cet  element 
est  dirigee  suivant  mp  et  proportionnelle  a  cette  distance  et  a  m;  done 
X  =  o,       V  =  —  f-  my,       2  Y  =  —  /2 1  my  =  —  1YI/2  r, . 
Les  equations  du  rnouvement  du  centre  de  gravite  donnent  done 

ft  =°'  dF=-f-^ 

(j  =  at  4-  b,       r,  =  A  sin  (ft  -h  a), 

et,  en  •  liminant  f.  on  a  pour  la  trajectoire  du  point  G  une  equation  de  la 
forme 

f[  =  A  sir.(/.£  ■+- 

X  et  ;jl  d6sigftant  des  constantes  :  cette  courbe  a  la  forme  d'une  sinusoi'de. 
Soient  Gx',  Gy'  des  axes  paralleled  aux  axes  fixes  mene*  par  G;  0  Tangle 
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x'GH,  ct  /■  le  rayon  G/n  compte  positivement  de  G  vers  B,  negative  merit 

de  G  vers  A. 

On  a,  en  appelant      y'  les  nouvelles  coordonnees  du  point  m, 

x  =        x ',       y  =  r,  -¥~/yr,        Y  =  — /2m(r,  +/). 

Le  theoreme  des  moments  cinetiques  applique  an  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravite  donne 

Ukttl  =  Z(x'\-yX)  =  -f*Zmx'(rl  +  y'). 

ou  Mk-  est  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  au  point  G. 
Ln  separant  la  derniere  somme  en  deux  parties,  on  voit  que  la  pre- 
miere ^mx' r\  —  r^Lmx'  est  nulle,  car  l'origine  mobile  est  le  centre  de  gra- 
vite; la  deuxieme  devient,  en  passant  aux  coordonnees  polaires, 

<  #'==rcos0,  j-'=rsin8, 

Sm//'=  S/wr*siii0  cos 6  =  Mk-  sin  6  cosO. 

Done  l'equation  est,  apres  division  par  Mk2, 
(6)  ^  =—  /2  sin  0  cos6. 

L'integration  et  la  discussion  de  cette  equation  sont  analogues  a  celles  de 
['equation  du  pendule  simple,  comme  on  le  verrait  en  faisant  28  =  ©. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'equation  du  mouvement  par  2  -~ 

el  cn  integrant,  on  a 


g)w-.w. 


to  designant  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  pour  0  =  0.  II  y  aura  oscilla- 
tion de  part  et  d'autre  de  Qx'  ou  mouvement  revolutif,  suivant  que  to2  est 
plus  petit  ou  plus  grand  que  /-.  Pour  to2  =       on  a 

|»=/cos9>      «/=.log  tang  (1^1)  , 

en  comptant  t  a  partir  de  Finstant  ou  8  est  nul.  Alors  la  barre  tend  a  se 
placer  perpendiculairement  a  la  direction  Ox,  mais  elle  n'arrive  jamais  a 

cette  position,  car,  quand  8  tend  vers  ^,  I  augmente  indefiniment. 

Les  oscillations  definies  par  Tequation  (6)  sont  appeles  quad  rant  ales  par 
Tait  et  Thomson  {Natural  Philosophy,  §  322). 


Exemple  II.  —  Mouvement  d'un  cercle  homogene  pesant,  assujetti  a 
raster  dans  un  plan  vertical  et  a  raider  sans  glissement  sur  une  droite 
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fie  ce  plan.  —  Prenons  pour  axes  la  droite  donnee  Ox  et  sa  perpendici:- 
laire  O y  dirigee  vers  le  haut  dans  le  plan  donne,  et  designons  par  a  Tangle 
de  Ox  avec  Phorizon.  Le  sysleme  constitue  par  le  disque  mobile  est  a  liai- 
sons completes;  sa  position  depend  d'un  seul  parametre,  Tangle  ACB  =  0 
dont  il  a  tourne,  ou  Tabscisse  OA  =  x  du  centre. 

On  peut  realiser  cette  condition  d'un  roulement  sans  glissement,  soit  a 
Taide  d'un  fil  tendu  sur  Ox  et  enroule  sur  le  disque,  soit  en  munissant  le 
disque  et  la  droite  fixe  de  dents  ti  es  petites.  Pour  exprimer  que  le  disque 
peut  seulement  rouler  sur  la  droite,  sans  glisser,  on  dit  dans  certains 
ouvrages  que  la  droite  est  parfaitement  rugueuse .  L'abscisse  x  aura, 
d'apres  ce  qui  precede,  la  valeur 

x  =  R  8 , 

si  nous  supposons  que  le  point  B  a  primitivement  coincide  avec  0. 


Fig.  207. 


Les  forces  qui  agissent  sur  le  disque  sont  son  poids  Mg  applique  en  son 

-> 

centre  G,  et  la  reaction  oblique  Q  de  la  droite.  Inequation  du  mouvement 
nous  sera  donnee  par  le  theoreme  des  forces  vives.  La  force  vive  totale  est 

\  j  augmentee  de 

la  force  vive  dans  le  mouvement  autour  du  centre  de  gravite,  M/c2 

puisque  ce  mouvement  relatif  est  un  mouvement  de  rotation  de  vitesse 

angulaire  ^- •  Aous  avons  deja  vu  que  le  travail  de  la  reaction  est  nul 

(n"  162);  quant  au  travail  elementaire  de  la  pesanteur,  c'est  Mgdxsinx; 
nous  avons  done 


remplacons  0  par  sa  valeur     j  divisons  par  M  et  efTectuons  la  diflerentia- 
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tion  indiquee  au  premier  memhrf;  nous  aurons,  en  resolvant  par  rapport 

,  d-x 
»dF-' 

d'2x  sin  a 

UF  =  &  A7' 

Le  centre  du  disque  decrit  done  une  parallele  a  I'axe  des  x,  d  un  inou- 
vement  uniformement  varie;  et  l'expression  ci-dessus  montre  que  son 
acceleration  est  toujours  inferieure  a  g,  meme  lorsque  la  droite  est  verti- 
cale. 

Tout  ce  qui  precede  ne  suppose  pas  que  le  disque  soil  homogene,  mai- 
seulement  que  le  centre  de  gravite  coincide  avec  le  centre  de  figure.  Dan- 

7      ,  ft2 

Thypothese  de  l'homogeneite,  nous  avons  trouve  pour  A2  la  \aleur  —  ;  nous 
voyons  qu'alors  l'equation  du  mouvement  devient 

d*x  2 


Pour  calculer  les  projections  —  F,  N  de  la  reaction  Q  sur  les  axes  Ox 
et  Oy,  nous  ecrirons  les  equations  du  mouvemeut  du  centre  de  gravite 

M        =  M  g  sin  a  —  F,        M       .=  —  M  §  cos  i  +  N. 
at-  at- 

Remplacant  par  sa  valeur,  et  remarquant  que  est  nul.  nous 


F  =  -M^sina,       ^  —  Mucosa. 


La  reaction  est  done  constante. 


Exemple  III.  Mouvement  (Tun  double  cone  pdraissant  remonter. 
quoique  descendant,  sur  un  plan  incline  (  Resal,  Comptes  rendus, 
t.  CXI,  p.  547)-  —  Soient  deux  droites  OD.  OD'  egalement  inclinees  sur 
I'horizon  et  formant  un  angle  iz  dont  le  sommet  est  en  bas.  Sur  cet  angle, 
on  place  un  solide  forme  de  deux  cones  homogenes  identiques  accoles  par 
la  base,  de  telle  facon  que  le  plan  de  la  base  coincide  avec  le  plan  ver- 
tical £Ow  mene  par  la  bissectrice  Ox  de  Tangle  DOD'.  On  demande  le 
mouvement  du  double  cone  en  supposant  qu'il  ne  peut  que  rouler,  sans 
glisser,  sur  les  deux  droites  OD  et  OD'.  Prenons  pour  plan  de  la  figure  le 
plan  vertical  mene  par  la  bissectrice  O  r  de  Tangle  DOD  et  choisissons 
un  axe  OZ  vertical  vers  le  haut,  un  axe  horizontal  0£.  Les  deux  droites  OD, 
OD',  servant  de  guides  au  double  cone,  se  projettent  sur  le  plan  de  la  figure 
suivant  Ox:  les  deux  points  par  lesquels  les  cones  toucltent  ces  guides  se 
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projetltent  en  T;  enlin,  ies  sommets  des  deux  cones  se  projettent  sur  ce 
meme  plan  en  un  point  C,  car  tout  IVppareil  est  symeti  ique  par  rappori 
au  plan  £  0£*. 

Les  plans  tangents  aux  deux  cones  menes  respectivement  paries  guides  OD 
et  OD'  font,  avec  le  plan  horizontal,  un  angle  constant  et,  par  suite,  sont 
fixes;  ces  deux  plans  sc  coupent  suivant  une  droite  fixe  Om.  Pour  que  le 
double  cone  semble  remontcr,  quand  on  Tabandonne  a  lui-meme  sans 
vitesse,  il  faut  que  O  m  soit  situc  au-dessous  de  O £  (comme  dans  la  figure). 
Nous  appellerons  i  Tangle  £Om  que  fait  cette  droite  avec  l'horizon.  La 
base  des  deux  cones  est  un  cercle  constamment  tangent  a  la  droite  Om; 
le  centre  C  de  cette  base,  qui  est  en  meme  temps  le  centre  de  gravite  de 
l'appareil,  decrit  done  une  droite  O'S  parallele  a  Om. 

Si  1'on  considere  la  figure  plane  formee  par  la  base  mobile  dans  le  plan  £  O  £, 


le  centre  instantane  de  rotation  est  en  T,  puisque  le  solide  roule  sur  les  deux 
guides.  La  droite  TC,  dont  nous  designerons  la  longueur  par  r,  est  done 
normale  a  la  trajectoire  du  point  G,  e'est-a-dire  a  la  droite  O'S.  Si  Ton 
appelle  s  la  longueur  O'C,  0  Tangle  dont  le  double  cone  a  tourne  a  parti  r 
d'une  position  de'terminee.  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  systeme 

est  —  j  et,  comme  les  vit esses  sont  les  memes  que  si  le  systeme  tournait 

avec  cette  vitesse  angulaire  autour  du  centre  instantane  T,  on  a  pour  la 
vitesse  du  point  C 

(0  V=^  =  ,--,  dsj=rdt; 

pendanl  le  temps  dt,  \c  point  C  vient  en  C,  T  en  T';  les  droites  TC  et  T'C 
son  I  [)aralleles  comme  normales  a  la  droite  OS,  CC  est  egal  a  ds;  si  par  C 
on  mene  une  parallele  C'E  a  Ox,  CE  est  egal  a  CT  —  C'T',  e'est-a-dire 
a  — c/r.  Dans  le  triangle  rectangle  CC'R  on  a  done,  en  appellant  X  Tangle 

en  C'j  angle  qui  est  constant  comme  etant  egal  a  /  Om, 

(2)  C77  =  ds  =  r  dft  =  —  dr  col  X . 
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Ces  conditions  geometriques  etant  posees,  appliquons  le  theoreme  des 
forces  vives.  La  force  vive  est,  d'apres  le  theoreme  de  Koenig, 


cn  appelant  MA2  le  moment  d'inertie  des  deux  cones  par  rapport  a  leur  axe; 

on  a  done 

^[t^2"^*2)^)  J  =  —  M^rfrsinicotX, 

car  la  somme  des  travaux  elementaires  des  forces  de  liai>on  est  nulle.  et  le 
travail  elementaire  du  poids  Mg  est 

M  g  CC  sin  i    ou    —  Mgdr  sin  i  cot  X, 

d'apres  la  relation  (2). 

Appelons  /0  la  valeur  initiale  de  r  et  integrons  les  deux  membres  en  sup- 

posant  que  la  vitesse  initiale,  e'est-a-dire  la  valeur  initiale  de  ^  >  soit  nulle. 
Nous  aurons 

(dQ  \ "' 
-j  \  =2g ( r0  —  r)  sin i  cot X , 

d'ou  enfin,  en  remplacant  <r/0  par  la  valeur  —  —  cot a,  tiree  de  (2),  et 
designant  par  fx  la  constante  v/2  g  sin  i  tang  a, 

,M          dr  .  Ik-  -+-  r- 
iidt=+  —  4/  ; 

comme  r  va  en  diminuant  a  partir  de  /0  ainsi  qu'il  est  evident  geometri- 
quement  et  qu'on  le  voit  en  remarquant  que  la  quantite  sous  le  radical  doit 
etre  positive,  il  faut  prendre  le  signe  — ;  done  enfin 


t  est  ainsi  exprime  en  /•  par  une  integrale  elliptique.  Quand  /•  tend  vers  zero, 
t  augmente  indefiniment;  le  centre  de  gravite  C  tend  done  vers  la  posi- 
tion limite  A  sans  jamais  Tatteindre.  D'apres  les  relations  (2),  on  a 

dr 

—  =  —  dQ  tang  X,       /•  =  /'o  <?-G>«ng>. 
r 

en  appelant  0  Tangle  dont  le  corps  tourne  a  partir  de  la  position  initiale. 
On  a  ensuite,  toujours  d'apres  (2), 

s  —  50=(r0  —  r)cotX; 
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cette  derniere  formule  permet  de  transformer  la  relation  (4)  en  une  rela- 
tion entre  s  et  /  :  on  aurait  ainsi  une  formule  delinissant  le  mouvement  du 
centre  de  gravite  C  sur  la  droite  O'S. 

La  vitesse  V  du  centre  de  gravite  est  donnee  par 

y-=r-\di)  =^sm,cotX— 

comme  on  le  voit,  d'apres  (3;.  Cette  vitesse  s'annule  dans  la  position  ini- 
tiale  pour  r  ==  /"o,  et,  dans  la  position  limite,  pour  r  =  o.  Elle  passe  done, 
dans  l'intervalle,  par  un  maximum  aise  a  calculer. 

Le  mouvement  de  la  base  des  cones  dans  le  plan  £0£  s'obtient  en  faisant 
rouler  la  spirale  logarithmique  /•  =  r0  e_0tang*  sur  la  droite  Ox  :  oest  ce 
qui  resulte  des  equations  precedentes.  {Voir  une  Note  de  M.  Mannheim, 
Cornptes  rendus,  3  novembre  1890;  une  Note  de  M.  de  Saint-Germain, 
Comptes  rendus,  1891,  et  un  article  de  M.  H.  Fleury,  Nouvelles  Annates, 
juin  i854.) 

On  trouvera  aux  exercices  (10)  Vindication  de  la  solution  d  un  probleme 
analogue,  dans  lequel  le  double  cone  serait  remplace  par  une  sphere. 

Exemple  IV.  —  Pendule  elliptique.  —  On  appelle  ainsi  le  systeme  de 
deux  points  pesants  M,  Mi,  invariablement  lies  Tun  a  l'autre  par  une  tige 


M 

0 

\ 

\T 

\  ^ 

yT  / 

y 

Fig.  209. 

sans  masse,  dont  Tun,  M,  est  assujetti  a  glisser  sans  frottement  sur  une 
droite  horizontale  Ox,  et  l'autre,  Mi,  a  rester  dans  un  plan' vertical  xOy. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  y  une  verticale  dirigee  vers  le  bas. 

Les  forces  agissant  sur  M  sont  :  son  poids  mg,  la  reaction  normale  de 
grandeur  N  de  Ox  et  la  tension  de  grandeur  T  de  la  tige  MMt ;  celles  qui 
agissent  sur  Mi  sont  :  la  tension  — T  et  le  poids  m^g.  On  peut  diviser 
ces  forces  en  forces  interieures  T,  —  T  et  forces  exterieures  N,  mg,  m\g  : 
011  encore  <-n  forces  donndes  /ti^y  mtg,  et  forces  de  liaisons  N,  T,  —  T. 

La  configuration  du  systeme  ne  depend  que  de  deux  parametres  :  I'abs- 
cisse  x  du  poinl  \I  et  Tangle  0  de  MMt  avec  la  verticale;  il  suflit  done  de 
<l 11  x  (;  |iiations  inde'pendantes  des  forces  de  liaison  pour  definir  le  mouve- 
ment ( Jig.  209  1. 
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La  premiere  de  ces  equations  nous  sera  fournie  par  le  tlieoreme  du  mou 
veinent  du  centre  de  gravity  G  :  la  somme  des  projections  des  forces  exte- 
rieures  sur  l'axe  des  x  est  nulle,  done 

(1)  (ffl  +  m,)—  =  o; 

le  mouvement  de  la  projection  du  centre  de  gravile  G  sur  Ox  est  ainsi 
uniforme,  ce  qui  donne  la  premiere  equation 

(2)  mx-+-  m% Xx  =  at  ■+■  c'. 

En  appliquant  le  tlieoreme  des  forces  \i\es.  nous  aurons.  le-  liaison^ 
etant  independantes  du  temps  et  realisees  sans  frottemcnt. 

,  f/a  -  -4-  ins  v\  , 
d   -  mi  g  dyt , 

car  le  travail  de  rug  est  nul. 

II  est  aise  de  verifier  que  les  travaux  des  forces  de  liaisons  ont  une  somme 
nulle  :  la  force  N  reste  normale  au  deplacement  de  son  point  d'application 
et  la  somme  des  travaux  des  tensions  T,  —  T  est  nulle  en  vertu  de  cette 
condition  que  les  points  MMi  doivent  rester  a  une  distance  invariable.  Si 
Ton  integre  1 'equation  precedente,  on  oblient 

(3)  mc3+  niivl  =  2mlg(j'i-r-  h)\ 

les  equations  (2)  et  (3)  definissent  le  mouvement. 

Traitons  completement  le  cas  011  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravite 
est  verticale  ou  nulle  :  l'equation  (1)  montre  que  ce  point  decrit  une  verti- 
cale;  nous  la  prendrons  pour  axe  des  y,  et  nous  aurons  £  =  o.  Le  mouve- 
ment est  alors  decrit  geometriquement  de  la  facon  suivante  :  les  points  M. 
G,  Mi  restent  a  des  distances  invariables;  deux  d'entre  eux,  G  et  >1 . 
decrivent  les  droites  rectangulaires  Ox,  Oy  :  le  troisieme,  Mi,  se  deplace 
done  sur  une  ellipse  ayant  ces  droites  pour  axes.  En  posant 

on  a 

M  G  =   M 1  G 


m  -h  m\  m  -+-  in  , 

Les  coordonnees  des  points  M  et  Mi  sont  done 

lm  1  Irn       .  n 

x  —  sinU,       y  =  o,        Xi—    sin').        v,=  /cost). 

in  -+-  mi  m  -+-  ni\  ^ 

Pour  ealeuler  0  en  function  de  /.  il  suftit  de  porter  ces  valeurs  dans  I'equa 
lion  (  3  I,  ot 

„     dx-  a     dx i  -h  dyl 

'  =  Hp'  ,i= — an — 
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On  a  ainsi,  apres  quelques  reductions 


I  in  -+■  ni\  sin 


(  m     m\ )  ( cos  0  -+-  k). 


011  /, ■  =  -•  <  )n  tire  de  la  /  en  fonction  de  0  par  une  quadrature. 


Les  conditions  initiates  n'inlluent  que  sur  la  valeur  de  k.  L'expression 
de  ~  montre  quil  y  a  deux  cas  a  considerer  selon  que  /.  est  supe'ricur  ou 


infe'rieur  a  ■+■  1  :  il  est  d'ailleurs  toujours  superieur  a  —  cosO,,.  puisque  ^ 

esl  necessairement  reel  a  1'instant  initial.  Dans  le  premier  cas,  0  peut 
yarier  de  o  a  2-  et  le  mobile  M|  deerit  periodiquement  l'ellipse  tout 
entiere;  dans  le  second  cas,  il  elTectue  des  oscillations  entre  les  positions 
correspondant  au\  deux  valeurs  de  0  qui  annulent  cosO-h/i.  Le  cas  sin- 
LTiilier  011  A  est  egal  a  1  est  celui  011  la  tige  MMi,  partant  d'une  certaine 
position  initiale,  se  de'place  en  tendant  vers  la  verticale  dans  le  sens  des  y 
negatifs,  sans  jamais  l'atteindre.  (Discussion  analogue  a  celle  du  pendule 
simple.) 

Revenons  au  cas  general  ou  la  projection  de  la  vitesse  du  centre  de  gra- 
viti:  sur  l'axe  des  x  est  une  constante  differente  de  o,  et  cherchons  le  mou- 
vement  relatif  par  rapport  a  1111  systeme  d'axes  xO'y'  dont  Fun,  O'y', 
passe  constamment  par  le  centre  de  gravite  G,  systeme  anime,  par  conse- 
quent, d  un  mouveinent  de  translation  uniforme  parallelement  a  Ox.  Le 
mouvement  relatif  est  le  meme  que  si  les  axes  y' O' x  etaient  fixes  (n°  334) 
et  le  centre  de  gravite  G  anime  d'une  vitesse  verticale;  e'est  le  mouxement 
que  nous  venons  d'etudier  (Jig'.  209). 

Pour  terminer  la  question,  il  nous  faut  maintenant  calculer  les  tensions 
T.  — T  de  la  tige,  ainsi  que  la  reaction  N  de  l'axe  fixe  Ox. 

L'une  des  equations  du  mouvement  du  point  Mi  est 

(  1)  mi  -jp^  —  —  T  cos  6  -f-  m,  § ; 

mais  nous  avons 


Liquation  d«  s  forces  \  ives  nous  a  donne  une  equation  de  la  forme 


Vi  =  /  cos  8, 


dt 


qui,  p;ii  differentiation  par  rapport  a  t,  de\ient 
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.    /'/oy      d  ^)  A      d-y{  . 
en  porta nt  ces  \aleurs  de  (  ^  J   et  ^7  dans  ~~jp~'  nous  obtenons 

d2Y\          /sineo'(6)      ,      b  ... 
/    =  1-1-1  —  /  cos 69(8  ). 

Par  consequent,  on  a,  d'apres  Tequation  (4), 

T  ==  mi  /  o(G)  -+-  mi  -  tangGs'(0)-h  • 
y  2  /  cos6 

Gonnaissant  T,  on  a  immediatement  N  en  ecrivant  que  le  point  M  decrit 
l'axe  Ox;  on  doit  avoir 

mg  —  N  4-  T  cos  0  =  m  —~  =  o, 

d'ou  1'on  tire  la  valeur  de  N 

N  =  mg  h-  T  cos  6 . 

Exemple  V.  —  Probleme.  —  Trouver  le  mouvement  da  systeme  cons- 
titue  par  deux  barres  homogenes  pesantes  AB,  A'B',  de  longueurs 
egales  et  de  meme  masse,  reliees  par  des  fils  sans  masse  de  meme  lon- 
gueur, la  droite  AB  etant  assujettie  a  tourner  autour  de  son  milieu  0 
et  tout  le  systeme  a  se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  fixe. 

La  position  du  systeme  depend  de  deux  parametres  :  l'inclinaison  c 
de  AB  sur  la  verticale  Ox  et  Tangle  0  de  la  droite  00',  qui  joint  les 
milieux  des  deux  barres  avec  cette  verticale.  Le  systeme  est  soumis  a  Tac- 
tion des  deux  barres,  aux  tensions  de  grandeurs  T,  T'  des  fils  et  a  la  reac- 
tion du  point  fixe  O.  Pour  avoir  le  mouvement  {fig.  2101.  il  nous  faut 
deux  equations  independantes  des  forces  de  liaisons  :  elles  nous  seront 
donnees  par  le  theoreme  des  forces  vives  et  par  le  theoreme  des  moments 
cinetiques  par  rapport  a  la  normale  en  0  au  plan  de  la  figure, 

Appliquons  d'abord  le  theoreme  des  force  vives.  La  longueur  des  lils 
etant  snpposee  invariable,  les  travaux  des  tensions  s'annuleront  deux  a 
deux;  le  travail  du  poids  de  la  barre  AB  ainsi  que  celui  de  la  reaction 
de  O  sont  nuls;  quant  au  travail  rlementaire  du  poids  de  A'B',  il  a  pour 
valeur 

—  M  gl  sin6  dQ. 

D'autre  part,  la  force  vive  de  la  barre  AB  est  M  k-  '  celle  de  A'B' 

est  egale  a  la  force  vive  dans  le  mouvement  autour  du  centre  de  gravite  O'  : 
MA'2  '  augmentee  de  la  force  vive  de  sa  masse  INI  concentree  en  O  , 

c'est-a-dire  Ml-  (^^j  '  Nous  aurons  done 

^[2M^('|)VM,g)2]=-M^si„0rf0. 
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jue  nous  ecrirons  en  divisant  par  M  dt  et  efl'ectuant  la  differentiation 


a  -  -.-  — -1-  /2    ,  T—  =  —  A'  /  sin  0  .- 


Passons  maintenant  au  theoreme  des  moments  cinetiques  applique 
a  tout  le  systeme.  Un  calcul  analogue  au  precedent  donne  pour  somme 
des  moments  cinetiques  par  rapport  a  un  axe  Oz  normal  au  plan 


i-  Ml^~: 
dt  dt ' 


Fig.  210. 


la  somme  des  moments  des  forces  se  reduisant  d'ailleurs  a  —  M^/sinO, 
nous  aurons 

d  I  ^,  ,  ^  dz  *r  y  dQ\  ,r  ,.A 
-T  I  2Mk9-  -j-  -h  M  1-2  —  )  =  —  M  gl  sin  0, 
oft  \  eft  r/f  /  ft  ' 

que  nous  ecrirons 

(")  2k*lfc+lil&  =-^/sin6. 

Multij)lions  cette  equation  par  —  ^  et  ajoutons-Ia  a  I'equation  des  forces 
vives(I),  il  nous  vient 

La  quantite   ^  —  ne  peut  pas  etre  constamment  nullc,  car  a  1  origine 

du  mouvement  el  le  a  une  valeur  arbitraire:  nous  avons  done 

d*<o 

~dF  =  i,[ 
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la  rotation  de  la  barre  A.B  est  uniforme.  L'equation  (II )  nous  donne  alors 

w  =-!»■"•. 

equation  du  rnouveinent  dun  pendule  simple;  le  point  O'  se  meut  done 
comme  si  le  reste  de  la  bane  Vli'  n'existait  pas  et  s'il  etait  relie  directe- 
ment  a  O'  par  un  fil  sans  masse. 

Pour  calculer  les  forces  de  liaisons,  nous  appliquerons  d'abord  le  theo- 
reme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  a  la  barre  AH,  par  rapport 
au  meme  axe  que  precedemment,  ce  qui  nous  donnera 

M  /.  -  -r!  ==  moment  de  T'-+-  moment  de  T; 

r/r- 

comme  -^f  est  nul,  et  que  les  tensions  T,  T'  sont  paralleles,  de  meme  sens 

et  a  la  meme  distance  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  ces  forces  doivent  etre 

egales  : 

T  =  T'; 

appliquons  maintenant  le  theoreme  du  mouvement  du  centre  de  gravite  a 
la  barre  A'B' ;  son  milieu  0'  se  de'place  comme  s'il  etait  directement  soumis 
au  poids  M  g  de  la  barre  et  aux  tensions  egalcs  T  et  T"  transportees  en  ce  point. 
D'autre  part,  le  mouvement  de  ce  point  est  le  meme  que  s'il  possedait  la 
masse  M  et  etait  relie  au  point  0  par  un  fil  sans  masse;  la  somme  2T  des 
tensions  est  done  egale  a  la  reaction  du  fil  dans  le  mouvement  du  pendule 
simple  de  masse  M  et  de  longueur  /,  savoir  : 

2T  =  -^(2a-  3/cosO), 

a  etant  une  constante  dependant  des  conditions  initiales. 

Gonnaissant  alors  la  tension  T,  nous  calculerons  la  reaction  du  point  0 
en  ecrivant  que  ce  point,  considere  comme  le  centre  de  gravite  de  la  barre  AH, 
reste  immobile;  on  trouve  ainsi  que  la  reaction  Q  doit  faire  equilibre  a  la 
resultante  du  poids  et  de  la  somme  2T,  dirigee  suivant  00',  des  deux 
tensions  appliquees  en  A  et  B. 


III.  —  FROTTEMENT  DE  GLISSEMENT  ET  RESISTANCE 
DE  MILIEU. 

367.  Generalites.  —  Nous  avons,  dans  le  premier  Volume 
(Chap.  IX),  indique  les  circonstances  qui  se  presentent  quand 
deux  solides  naturels  A  et  B  sont  en  contact  par  un  point,  dans 
les  deux  cas  ou  ils  sont  en  repos  relatif  ou  en  mouvement  relatif 
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Tun  par  rapport  a  1'autre.  Nous  avons  vu  que  les  actions  mutuelles 
de  ces  deux  corps  sont  les  suivantes.  Soit,  dans  le  corps  A,  m  le 
point  materiel  en  contact  avec  B  :  les  actions  de  B  sur  A  sont 
{fig.  211): 

1°  Une  force  JN  appliquee  au  corps  A  au  point  m  et  dirigee 
normalement  aux  surfaces  en  contact  :  cette  force  est  la  reaction 
nor  male  s'opposant  a  la  penetration  reciproque  des  corps; 

2°  Une  force  F  appliquee  au  meme  point  m  et  situee  dans 
le  plan  tangent  en  ce  point  aux  surfaces  en  contact  :  cette  force 
est  ley "rottement  de  glissement  s'opposant  au  glissement; 


Fig.  2ii. 


3°  Un  couple  G  dont  l'axe  est  normal  aux  surfaces  en  contact  : 
ce  couple  est  le  couple  du  f 'rottement  de  pivotement  s'opposant 
au  pivotement; 

\°  Un  couple  H  dont  l'axe  est  situe  dans  le  plan  tangent  commun 
aux  surfaces  en  contact  :  ce  couple  est  le  couple  du  f rottement  de 
roulement  s'opposant  au  roulement. 

Les  actions  du  corps  A  sur  B  sont  des  forces  et  des  couples 
respectivement  cgaux  et  opposes  aux  precedent.  En  general,  les 

<1<mi \  couples  G  et  H  sont  tres  petils  par  rapport  aux  forces  N  et  F. 
Nous  commencerons  par  trailer  des  questions  dans  lesquelles  ces 
(  (tuples  soul  negligeables,  en  reservant  pour  le  paragraphe  sui- 
vant  l'etude  speciale  des  frottements  de  roulement  et  de  pivotement. 

Nous  avons  suppose  que  les  deux  corps  A  et  B  sont  en  contact 
par  une  aire  tres  petite  qu'on  pent  regarder  comme  un  point. 

I  )ans  certaiues  questions  les  deux  corps  peuvenl  avoir  une  infinite 
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<ie  points  geometriques  de  contact;  c'ost  ce  qui  arrive  par  exemple 
pour  un  cylindre  pose  sur  un  plan;  il  faut  alors  appliquer  a  chaque 
point  geometrique  de  contact  les  considerations  pr^cedentes. 

Remarque.  —  II  ne  faudrait  pas  croire  que  le  frottement  est 
une  force  uniquement  capable  d'empecher  le  mouvement,  mais 
non  de  l'engendrer.  En  effet,  le  frottement  peut  servir,  par  exemple, 
a  transmettre  une  partie  du  mouvement  du  corps  A  au  corps  B. 
Ainsi,  lorsqu'une  courroie,  animee  d'un  mouvement  rapide,  vienl 
a  (Ure  placee  sur  une  poulie  primitivement  au  repos,  elle  com- 
mence d'abord  par  glisser  sur  elle  et  n'arrive  que  graduellement  a 
lui  communiquer  son  mouvement  :  la  force  qui  agit  ici  comme 
force  eniratnante  pour  amener  les  points  de  la  circonference  de 
la  poulie  d'une  vitesse  nulle  a  celle  de  la  courroie  est  le  frottement: 
il  constitue  une  resistance  pour  le  mouvement  de  la  courroie,  tandis 
qu'il  acceUere  celui  de  la  poulie  (Voir  Reuleaux,  Cinematique, 
Notes,  p.  633). 

368.  Frottement  de  glissement.  —  Nous  avons  donne  dans  le 
premier  Volume  (n°  195)  les  lois  empiriques,  generalement 
admises,  du  frottement  de  glissement  dans  l'etat  de  repos  ou  dans 
l'etat  de  mouvement,  avec  les  restrictions  qu'il  convient  d'y 
apporter  d'apres  les  experiences  de  Hirn. 

Imaginons  un  solide  A  qui  se  meut  en  glissant  sur  un  autre 
solide  B  :  soient  m  un  point  materiel  du  corps  A  qui  touche  B, 
N  la  grandeur  de  la  reaction  normale  de  B  sur  A  en  ce  point ;  la  force 
de  frottement  est  une  force  appliquee  au  point  w,  dirigee  en  sens 
contraire  de  la  vitesse  relative  de  ce  point  par  rapport  au  corps  B 
et  egale  a  /N,  /  designant  le  coefficient  de  frottement.  Gette  loi  est 
applicable  tant  qu'il  y  a  glissement,  c'est-a-dire  tant  que  la  vitesse 
relative  du  point  m  par  rapport  au  corps  B  n'est  pas  nulle.  Suppo- 
sons  que  cette  vitesse  devienne  et  reste  Jiulle;  alors  plusieurs  cas 
peuvent  se  presenter  : 

i°  Ou  bien  le  corps  A  reste  immobile  par  rapport  a  B  :  dans  ce 
cas,  la  reaction  de  B  sur  A  suit  les  lois  du  frottement  a  l'etat  de 
repos ; 

2°  Ou  bien,  et  c'est  le  cas  general,  le  mouvement  relatif  de  A 
par  rapport  a  B  est  un  mouvement  de  roulement  et  pivotement  : 
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dans  ce  cas,  il  n'y  a  plus  glissement,  les  lois  du  frottement  de 
glissement  a  I'etat  de  mouvement  ne  soni  done  plus  applicables ;  on 
ad  met  alors  qu'on  pent  appliquer  encore  les  lois  du  frottement  de 
glissement  a  Vetat  de  repos,  e'est-a-dire  que  Ton  pent  regarder  la 
reaction  totale  de  B  sur  V  comme  formee  d'une  composante  nor- 
niale  Net  d'une  composante  tangentielle  F  << /N.  Nous  supposons, 
bien  entendu,  dans  ce  paragraphe,  que  Ton  neglige  les  frottements 
de  roulement  et  de  pivotemont;  autrement,  il  faudrait  ajouter  les 
deux  couples  qui  representent  ces  frottements; 

3°  11  peut  arriver  exceptionnellement  que  le  corps  A  soit  ter- 
inim'1  par  une  pointe  in  par  laquelle  il  glisse  sur  B,  a  la  facon  d'une 


Fig.  212. 


toupie  qui  glisse  sur  un  plan.  Dans  ce  cas,  le  corps  A  touche  tou- 
jours  B  par  le  raerae  point  m,  et,  si  la  vitesse  relative  de  m  par 
rapport  a  B  devient  et  reste  nulle,  on  applique  les  lois  du  frotte- 
ment a  I'etat  de  repos,  et  le  mouvement  de  A  par  rapport  a  B  est 
le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

Dans  cet  expose  nous  considerons  le  coefficient  de  frottement  au 
r  epos  f0  comme  egal  au  coefficient  de  frottement/ a  I'etat  de  mou- 
vement, quoique.  en  reality, /()  soit  un  peut  superieur  a  f. 

Nous  montrerons  plus  loin,  par  un  exemple  (n°  375),  que  ces 
lois  empiriques  du  frottement  de  glissement  non  seulement  sont 
grossierement  approchees  au  point  de  vue  experimental,  mais 
peuvent  meme  conduire  a  des  contradictions  mathematiques,  si  l'on 
veut  les  appliquer  rigoureusement  a  des  liaisons  sans  jeu  possible, 
comme  l  a  fait  voir  P.  Painleve"  dans  ses  Lecons  sur  le  frottement 
(  Hermann,  i  8<p ). 


369.  Discontinuities  possibles  dans  les  equations  du  mouve- 
ment. — ■  i"  Soit  V,  la  vitesse  relative  par  rapport  au  corps  B  du 
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poini  materiel  m  <le  \  qui  est  an  contact.  Tant  (\ue  Vr  esl  diffe- 
rent de  zero,  il  y  a  glisssement :  si  Vf=  o,  il  y  a  roulernent  el  pivo- 
temenl  do  A  sur  B  et  de  B  sur  V.  Supposons  qu'n  l'instant  initial  /„. 
V,.  soit  nul  :  il  s'agit  de  savoir  si,  a  l'instant  t^>  t{))  les  deux  corps 
vont  glisser  ou  rouler  et  pivoter  l'un  sur  l'autre.  Pour  cela,  il 
faudra  essayer  les  deux  hypotheses  : 

i"  On  supposera,  par  exemple,  qu'il  y  a  roulernent  et  pivote- 
ment, c'est-a-dire  que  Vr  reste  nul  :  alors  la  reaction  de  B  sur  A 
se  compose  de  la  reaction  normale  de  grandeur  N  et  d  une  force 
langentielle  de  direction  indetermine>,  et  de  grandeur  F</N, 
d'apres  les  lois  que  nous  admettons.  On  mettra  le  probleme  en 
equation  dans  ces  hypotheses,  et  Ton  calculera  la  reaction  nor- 
male N  et  la  reaction  tangentielle  F.  Si  la  valeur  trouvee  pour  F 
est  moindre  que /N,  la  supposition  faite  est  exacle,  le  mouvement 
de  A  sur  B  est  un  mouvement  de  roulernent  et  de  pivotement,  et 
ce  mouvement  persistera  jusqu'au  moment  ou  F  deviendra 
superieur  a /N;  a  parlir  de  ce  moment  il  y  aura  a  la  fois  glis- 
sement, roulernent  et  pivotement,  et  les  equations  devront  elre 
modifiers.  Si,  an  contraire.  la  valeur  trouvee  pour  F  est,  des 
le  debut,  sup^rieure  a  fN,  le  mouvement  de  roulernent  el  pivo- 
tement, sans  glissement,  est  impossible;  il  y  a,  des  le  debut, 
un  mouvement  de  glissement;  il  faut  alors  ecrire  les  equations  du 
mouvement  en  appliquant  les  lois  du  frotlemenl  de  glissement  a 
l'etat  de  mouvement.  Ge  mouvement  de  glissement  persistera  tant 
que  les  equations,  supposes  integrees,  donneronl  pour  V,  une 
valeur  diire"rente  de  z£ro.  Si,  a  un  certain  instant  Texpression 
de  V,.  devient  nulle,  il  s'agit  de  savoir  si,  a  partir  de  cet  instanl, 
V,  reste  ou  non  e"gal  a  zero.  On  se  trouve  alors  de  nouveau  en  face 
du  probleme  dont  nous  venons  d'indiquer  la  solution. 

2°  Si  le  corps  A  touche  B  par  une  pointe  m,  et  si,  a  un 
moment  t(),  la  vitesse  relalive  Vr  de  m  par  rapport  a  B  est  nulle, 
il  s'agit  de  savoir  si,  a  l'instant  t^>t0,  V,  reste  nul  ou  devient 
different  de  zero,  c'est-a-dire  si  la  pointe  m  resle  immobile  ou 
non  par  rapport  a  B.  Pour  cela,  on  fera  coinme  dans  le  cas  general 
pre"c6dent  :  on  examinera  successivement  les  deux  hypotheses  et 
Ton  verra  lacjuelle  des  deux  doit  ettv  retenue. 

3°  Voici  un  autre  genre  de  disconi inuife  dans  les  equations, 
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qu'il  importe  de  signaler.  Qa'il  y  ait  glissement  ou  roulement,  il 
peui  arriver  qu'a  un  certain  instant  /  l'expression  algebrique  de  N, 
d'abord  positive,  s'annule  puis  devienne  negative.  Alors,  si  les 
deux  corps  A  et  B  peuvent  se  s^parer,  ils  se  separent  a  l'instant  t. 
Si  les  deux  corps  ne  peuvent  pas  se  separer,  la  reaction  normale 
change  de  sens.  Comme  la  force  de  frottement  est  essentiellement 
positive,  elle  doit  alors.  puisque  N  est  negatif,  etre  prise  cgale 
a  — fN  dans  le  cas  du  glissement  et  inferieure  a  —  /N  dans  le  cas 
du  roulemeni . 

On  doit  done,  a  partir  de  l'instant  t,  modifier  les  Equations  du 
mouvenient  en  changennt  f  en  —  f..  Si  l'on  ne  prenait  pas  cette 
precaution,  les  equations,  a  partir  de  l'instant  t,  representeraient 
un  mouvenient  dans  lcquel  Faction  tangentielle  de  B  sur  A  ten- 
drait  a  acroitre  la  vitesse  relative  par  rapport  a  B  du  point  m 
de  A  qui  est  au  contact;  ce  qui  est  absurde. 

S70.  Exemple  I.  —  Un  disque  circulaire  homogene  pesant  situe  dans  un 
plan  vertical  (fig.  207)  est  place  sur  une  droite  fixe  Ox  inclinee  a 
I'horizon  d'un  angle  a  et  abandonne  a  lui-meme  sans  vitesse  initiale.  On 
suppose  qu'il  y  a  frottement.  et  Ton  demande  si  le  disque  se  met  a  rouler 
ou  a  glisser. 

Admettons  qu'il  y  ait  roulement;  on  aura  alors  a  traiter  le  second  pro- 
bleme  du  n"  366  :  on  trouvera,  comme  nous  1'avons  vu,  que  la  reaction 
normale  de  la  droite  sur  le  disque  est  N  =  Mucosa,  et  la  reaction  tangen- 
tielle 7  M  g  <in  x.  Polir  que  le  roulement  soit  possible,  il  faut  que  cette 
reaction  tangentielle  soit  moindre  que  /N,  /  etant  le  coefficient  de  frot- 
tement 

M  g  sin  a 

  /  M  g  cos  a,        tang  a  <  3/. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  roulement  ne  peut  avoir  lieu  sans 
glissement;  le  disque  glisse  tout  en  tournant. 

T 1  a i tons  le  probleme  dans  cette  nouvelle  hypothese.  La  reaction  de  la 
droite  O.r  sur  le  disque  a  alors  une  composante  normale  N  et  une  compo- 
sante  tangentielle  F  =  /IN  dirig«>e  vers  le  haut.  L'angle  AGB  =  0  et  I'ab- 
scisse  OA  =  x  du  centre  de  gravite  {fig-  207)  ne  sont  plus  lies  par  aucune 
relation  geometrique,  puisqu^il  n'y  a  pas  roulement.  Les  equations  du  mou- 
voment.  du  centre  de  gravite  donnent 

M  ^  =  Mg  <iu  y.  — /N,         o  =—  ^COSa  -+-  N. 
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La  reaction  normale  est  done  constante.  Portant  sa  valeur  N  =  cos  a 
dans  la  premiere  equation,  on  a 

d-  x  »aii 
—  =  g(sina  —  /cosa), 

valeur  constante  positive  a  cause  de  l'hypothese  tanga>3/.  Gomme  le 
disque  est  suppose  partir  du  repos,  on  a 

s~t2 

x  ==  2—  (  sin  a  —  /cos  a). 

Appliquons  ensuite  le  theoreme  des  moments  au  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravite;  nous  avons 

comme  k-=  ~>  et  que  le  disque  part  du  repos,  on  en  tire 

0  _  /^2COsa 
K 

Comme  verification,  appelons  u  la  vitesse  du  point  du  disque  qui  se 
trouve  en  A ;  cette  vitesse  est  la  resultante  de  la  vitesse  due  a  la  translation 
du  centre  et  de  la  vitesse  due  a  la  rotation  autour  du  centre  : 

dx      r>  a?6 

u  =  —  R  —  • 

dt  dt 

D'apres  les  equations  precedentes,  on  trouve 

u  —  gt{  sin  a  —  3/cos  a ). 

Cette  vitesse  est  done  positive,  a  cause  de  la  condition  tanga  >3/  :  elle 
ne  s'annule  jamais;  le  glisement  persiste  indefiniment. 

S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  le  disque,  abandonne  a  lui-meme  sans 


371.  Exemple  II.  —  Mouvement  avec  frottement  d^un  cerceau  vertical 
sur  une  droite  horizontale.  —  Considerons  un  cerceau  liomogene,  de 
rayon  R  et  de  masse  M,  place  verticalement  sur  un  plan  horizontal  et 
lance  dans  un  plan  vertical.  II  est  evident,  par  raison  de  symetrie,  que  le 
cerceau  reste  dans  le  plan  vertical  initial  que  nous  prenons  pour  plan  de 
la  figure  xOy. 

Soient  : 


C  le  centre  du  cerceau, 

R  le  point  par  lequel  il  touche  le  plan  horizontal  <  >  a ■. 
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x  l'abscisse  OB  du  centre  G, 

6  Tangle  dont  le  cerceau  a  tourne'  a  partir  de  sa  position  initiale  dans  Ie 
sens  positif,  de  Ox  vers  Or. 

Premiere  phase.  —  Le  centre  C  a  une  vitesse  horizontale  r  dont  la 

clx 

valeur  algebrique  est       ;  en  nieme  temps  le  cerceau  tourne  autour  de  son 

.  .  dQ    _        .  , 

centre  avec  une  vitesse  angulaire  10  =  ^  ■  Le  point  du  cerceau  qui  se 

trouve  en  B  a  une  vitesse  u  resultant  de  la  vitesse  v  due  a  la  translation 

du  centre  et  de  la  vitesse  due  a  la  rotation  autour  du  centre 


Fig.  2 1 3. 


Supposons,  pour  fixer  les  idees,  que,  a  Pinstant  t  =  o,  x  soit  nul  et 
u  positif  :  le  point  le  plus  bas  du  cerceau  glisse  alors  sur  Ox  dans  le  sens 
positif  Ox;  la  force  de  frottement  est  done  dirigee  en  sens  contraire.  Les 
forces  appliquees  au  corps  solide  sont  le  poids  M^,  la  reaction  norniale  de 
grandeur  N  du  sol  et  la  force  de  frottement  /N. 

Le  theoreme  du  mouvement  du  centre  de  gravite,  projete  sur  Oy,  donne 

t>=  N  —  Mg, 

car  la  coordonnee  y  de  C  est  constante.  On  a  done  N  =  Mg.  Le  theoreme 
du  mouvement  du  centre  de  gravite  projete  sur  Ox  donne  ensuite 

Enfin,  si  Ton  appelle  MA-  le  moment  d'inertie  du  cerceau  par  rapport  a 
un  axe  mene  par  G  perpendiculairement  a  son  plan,  le  theoreme  des 
moments  cinetiques,  applique  au  mouvement  autour  du  centre  de  gravite, 
donne 

car  le  moment  de  la  force  de  frottement  par  rapport  a  C  est  —  /Ml. 
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D'apres  ces  formules,  le  centre  G  est  anime  d'un  mouvement  rectiligne 
uniformement  retarde.  I, 'equation  (2)  donne,  en  effet, 

(4)  ^  ——fgt  +  ^0,       *r=  —  ^  + 

p0  designant  la  valeur  initiale  de  p.  La  vitesse  angulaire  decroit  aussi  pro- 
portionnellement  au  temps  . 

(5)  _^_/^^W03 

u)0  designant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  angulaire.  L'expression  (i)  de  u 
donne  alors 


(6)  u=rT-fg^i-+.jri>jt-hu0l 

u'0  etant  egal  a  t>0-+-  Rco0.  Gette  vitesse  w  decroit  proportionnellement  a 
elle  s'annule  au  bout  du  temps 

w0  1 


T  = 


Deuxieme  phase.  —  A  ce  moment  le  point  du  cerceau  qui  est  au  contact 
en  B  a  une  vitesse  nulle;  il  s'agit  alors  de  savoir  si  le  mouvement  ulterieur 
est  un  roulement  ou  un  glissement.  On  peut  prevoir  que  c'est  un  roulement, 
c'est-a-dire  que  la  vitesse  u  du  point  qui  est  au  contact  reste  nulle  :  en 
effet,  si  elle  prenait  une  valeur  differente  de  zero,  si  petite  soit-elle,  le  sys- 
teme  se  retrouverait  dans  des  conditions  analogues  aux  conditions  initiales, 
et  la  force  de  frottement  de  glissement  J"N  ramenerait  la  vitesse  u  a  zero. 
Done,  a  partir  de  1'instant  T,  il  y  a  roulement . 

Si  Ton  neglige  le  frottement  de  roulement,  la  reaction  tangentielle  F  du 
plan  horizontal  doit  alors  suivre  la  loi  du  frottement  de  glissement  dans 
l'etat  de  repos,  c'est-a-dire  doit  etre  une  force  inconnue  moindre  que/N. 
Nous  allons  le  verifier  en  montrant  que  F  ==  o.  Gomme  il  y  a  roulement.  le- 
travaux  de  F,  de  N  et  du  poids  sont  evidemment  nuls,  et  le  mouvement  de 
roulement  est  uniforme.  On  a  done 

<Px_  _  0  _ 

eU*  ~   '       IF-  ~  °' 

et  1'equation  du  mouvement  du  centre  de  gravite  M         == — F  montre 

que  F  ==  o.  Dans  cette  deuxieme  phase  du  mouvement,  ^  et  ^  restent 

done  constants  a  partir  de  1'instant  T  et  egaux  aux  valeurs  V  et  Q  qu'ils 
possedent  a  cet  instant,  valeurs  faciles  a  calculer  par  les  formules  ci-dessus; 
enfin,  u  reste  constament  nul,  de  sorte  que 

V  +  H  Q  =  o. 
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Nous  venous  d'indiquer  le  moven  de  calculer  en  foriction  des  donnees 
initiales  La  \itesse  finale  du  centre.  On  peut  encore  trouver  <t  priori  cette 
vitesse  si  I  on  fait  la  remarque  suivante. 

J /o  1  i in i nation  de  /"  entre  les  equations  (2)  et  (3)  donne 

dr-      K  OF1  ~~  0  i 

d'ou,  en  integrant, 

.  ,  dx      k*  db  fa 

17)  ~dt  ~  R  dt  =i'°~  R  Wo- 

La  quantite  (7)  reste  clone  constante  pendant  la  premiere  et  la  deuxienie 
phase  du  mouvement,  car  Fequation  (7),  etant  oblenue  par  Felimination 
de  f:  a  lieu  quelle  que  soit.  la  loi  de  la  reaction  tangentielle.  Dans  la  phase 
finale. 

dt  ~    '        dt  R ' 

on  a  done,  en  portant  dans  (7), 

Ev:'f-        /,'  .    k-  \  k* 

d'ou  V.  Far  exemple,  si,  r0  etant  positif,  on  a  p0 —  ^-  oj0  /  o.  le  mouve- 

R 

ment  final  de  roulement  est  tel  que  V  <  o;  il  est  de  sens  contraire  au  mou- 
vement de  translation  initiale  de  C. 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  realiser  en  lancant  le  cerceau  (('o!>  o)  en  avant, 

apres  lui  avoir  imprime  un  fort  mouvement  de  rotation  |  to0  >  —pr  )  5  le 

cerceau,  apres  s'etre  d'abord  eloigne,  revient  en  roulant. 

L'equation  (7)  signifie  que,  pendant  toute  la  duree  du  mouvement,  le 
point  materiel  du  cerceau,  qui  se  trouve  a  chaque  instant  au-dessus  du 
k'2 

centre,  a  une  distance  —  j  a  une  \itesse  absolue  constante.  Si  le  cerceau 

esl  suffisamment  mince  pour  pouvoir  etre  assimile  a  une  circonference 
mat «:rielle,  k  est  egal  a  R,  et  le  point  dont  la  vitesse  est  constante  est  le 
point  materiel  qui  passe  au  point  le  plus  haut  A. 

Exemple  III.  I  ue  echelle  AB  {fig.  214),  de  masse  m,  est  appuxee 
Sur  mi  sol  horizontal  Ox  et  contrc  un  mur  vertical  Oy  :  la  ligne  mediane 
<lc  Feclielle  e-i  supposee  situee  dans  un  plan  perpendiculaire  au  mur  et  au 
>ol,  plan  que  nous  prenons  pour  j)lan  de  la  figure.  On  imprime  a  1'echelle 
une  vitesse  initiale  tendant  a  rapprochcr  le  point  1>  du  poinl  0;  trouver  le 
mouvement  en  admettant  qu'il  y  ait  frottement  sur  le  sol  et  le  mur  et  que 
le  coefficient  de  frottement  aux  deux  extremity?  soil  Vunite  (/==  1  )• 
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Remarquons  tout  d'abord  que,  le  coefficient  de  frottement  etant  \7 
lechelle  est  en  equilibre  dans  toutes  ses  positions.  En  efTet.  le  centre  de 
gravite  G  est  au  milieu  de  AB  {fig.  i\t\ ).  Si  l'on  mene,  en  A  et  B,  des 
droites  AM  et  BM  faisant  respectivement  avec  les  normales  au  sol  et  au 
mur  des  angles  de  45"  (angle  de  frottement  dans  le  cas  actuel),  le  point  M 
est  toujours  a  gauche  de  la  verticale  du  point  G,  et,  par  suite,  il  y  a  equi- 
libre,  quelle  que  soit  Tinclinaison  de  l'echelle  (n°  193;  il  faut  remarquer 
que  G  est  actuellement  le  milieu  de  AB). 

line  fois  Techelle  lancee,  les  forces  qui  agissent  sur  elle  sont  :  le  poids 
mg  applique  en  G,  la  reaction  normale  N  du  sol  au  point  A  et  la  force  de 
frottement  en  A  dirigee  de  A  vers  0  et  egale  a  N  (car  /=  i);  la  reaction 
normale  N'  du  mur  sur  le  point  B  et  la  force  de  frottement  IN'  dirigee  sui- 
\ant  OB.  Appelons  v.  Tangle  de  Pechelle  avec  le  mur,  2  /  sa  longueur. 


mk2  son  moment  d'inertie  par  rapport  a  un  axe  perpendiculaire  au  plan 
de  la  figure  au  point  G.  Les  equations  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
>  ite  ( ;,  rj )  donnent 

( 1 )  m  44  =  N'—  ™  ^  ==  —       -+-  N' -+-  N. 

at-  ai- 

Yppliquons  ensuite  le  theoreme  des  moments  au  mouvement  relatif 
autour  du  centre  de  gravite  C,.  Ce  mouvement  relatif  est  une  rotation  de 

vitesse  angulaire  ^  autour  d'un  axe  mene  par  G  perpendiculairement  au 

plan  de  la  figure.  On  a  done 

d-y. 

(2)  mk*        =  1(1$  —  X)  sin  a  —  /(\  —  N')cosa, 

comme  on  le  voit  immediatement  en  evaluant  geometriquement  les  moments 
des  forces  par  rapport  au  point  G.  Des  equations  (i)  tirons  N'  —  N  et  N'-h  N 
]>our  les  porter  dans  (2);  il  vient 
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Maii 


(4) 


\  —  I  siri  a.       t\  =  I  cosa. 

d2%  /day  . 

— —    =  —  /    —r  )   Sin  a  -f-  /  —r—  cos  k, 

<:/2  in  ,  /  da.  \  -  wd-u  . 

7F  =-'{jJ  «»— ^'tstW; 


Reraplacant  dans  (3),  on  a  enfin,  pour  Pequation  du  mouvement, 

•equation  analogue  a  celle  du  ni nivement  d'un  pendule  simple  soumis  a  une 
resistance  de  milieu  proportionnelle  au  carre  de  la  vitesse  (n°  249). 
Pour  integrer,  posons 

da        ,  d-a       da'       da'  dot       i  da'2 

di        '        dt-       dt       da  dt       i   da  ' 
#  _  a  g  l  _  i  J. 

P-  ~  v    w -r  2 5 

l'equation  devient 

da* 

<6)  — —  =u'2 — -JLCOsa, 

da 

equation  lineaire  en  a  -  dont  Tintegrale  generale  est 

(7)  oc'2=CeAa  ^-r—  (  sin  a  —  Xcosa). 

'  1  — t—  X- 

La  vitesse  angulaire  initiale  a'0  correspondant  a  y.  =  a0  etant  donnee, 
on  a 

( 8  )  C  ==  e-x,-o  |V0-  h    -      -  -  (  sin  xn  —  X  cos  a0 )  j  . 

Les  formules  (1)  permettent  de  calculer  \  et  V  en  fonction  de  a,  a',  et 
par  suite  en  fonction  de  2.  Les  calculs  precedents  ne  s'appliquent  que  tant 
que  N  et  N'  sont  positifs.  Si  Tune  de  ces  reactions  s'annulait  pour  devenir 
negative,  Textremite  correspondante  de  l'echelle  ne  porterait  plus  :  les 
Equations  devraient  etre  modiliees. 

0*    1               .  •        «  ,  /ficosao    da-  .  .e         .,.  ».'•»/ «v 

Si  20  est  superieur  a  4  /  — :  5  — ^—  est  positif,  au  debut,  d  apres  (6  1, 

\a  conslamment  en  croissant  et  Techelle  glisse  avec  une  vitesse  crois- 
sante. 

Si  a0  e;>t  inferieur  a  l/  ^  cos:(o  ^  ^  ^a  j  yj^,,,.,!  on  diminuant;  dons  cc 
cas,  il  peut  arriver  que,  pour  une  ccrtaine  valeur  dc  x.  a'*  s'annule  : 
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I'6chelle  s'arnHe  alors  dans  la  j>osition  correspondante,  car  ell e  est  en  cqui- 
libre  dans  toutes  les  positions. 

On  pourra  traiter  de  memo  le  cas  ou  Ie  coefficient  de  frottement  aurait 
line  \aleur  quelconque  /. 

372.  Frottement  des  tourillons  sur  les  coussinets.  —  Pour  assujettir 
un  solide  a  tourner  autour  d'un  axe,  on  lie  invariablement  au  solide  deux 
cylindres  circulaires  droits  egaux  Tj  et  T2,  places  dan;>  le  prolongement 
Tun  de  l'autre  :  ce  sont  les  tourillons.  Ces  tourillons  sont  ensuite  places 
sur  deux  surfaces  cylindriques  de  revolution  fixes,  ayant  un  axe  commun 
parallele  a  celui  des  tourillons;  ces  surfaces  se  nomment  coussinets.  On  a 
figure  {fig-  216)  en  Ti  et  Ci  un  tourillon  reposant  sur  un  coussinei,  en 


Fig.  uiG. 

faisant  une  section  droite  du  tourillon  et  exage'rant  la  difference  entre  le 
rayon  du  tourillon  et  celui  du  coussinet. 

Supposons  que  le  corps  solide,  rendu  mobile  de  cette  maniere,  ait  son 
centre  de  gravite  sur  l'axe  des  tourillons  et  soit  sollicite  par  des  forces  qui 

-> 

se  reduisent  a  un  couple  de  moment  H  dont  le  plan  est  perpendiculaire 

a  l'axe  des  tourillons  et  a  une  force  P  de  direction  constante  perpen- 
diculaire a  l'axe;  on  peut  toujours  supposer  que  cette  force  rencontre 

l'axe  en  modifiant  con venablement  le  couple  H.  Dans  la  figure,  l'axe  est 

suppose  horizontal  et  la  force  P  verticalc.  Voyons  ce  qui  se  passe  a  Tune 
des  extre'mites.  Le  tourillon  tournant  dans  le  sens  de  la  fleche  B  frotte  sur 
le  fond  du  coussinet:  il  commence  par  rouler  sur  celui-ci  et  son  centre 
s'arrete  dans  une  position  Oi,  le  point  de  contact  etant  At.  Le  tourillon 
tourne  alors  autour  de  son  axe  Oi  en  frottant  sur  le  coussinet  en       La  reac- 
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tion  du  coussinet  se  compose  done  d  une  reaction  normale  de  grandeur  Ni, 
rencontrant  Taxe,  et  d  une  force  tangentielle  de  grandeur  /Ni;  nous 

appellerons  9  Tangle  de  Nj  avec  la  direction  de  P.  A  l'autre  extremite, 
les  memes  fails  se  produironl  :  les  forces  appliquees  au  tourillon  seront  V 
et  f^i>:  Tangle  9  sera  le  meme,  car  les  coussinets  obligent  Taxe  a  rester 
horizontal.  Le  corps  tourne  alors  autour  d'un  axe  fixe,  Taxe  du  tourillon  : 
son  centre  de  gravite  etant  immobile,  La  somme  des  projections  des  forces 
exterieures  sur  une  direction  quelconque  est  nulle.  Projetons  successi- 

vement  sur  la  direction  P  et  la  direction  perpendiculaire  a  P  et  a  Taxe,  en 

remarquant  que  le  couple  II  ne  donne  rien.  II  vient  P  designant  la  gran- 

deur  de  P 

P  —  (Ni-h  N2  )  cos  ?  — /(  Ni  -h  N2  )  sin©  =  o, 
(Ni+  Na)  sin  9  —  /(N±4-  No)  cose  ==  o. 

La  deuxieme  equation  donne  tango  ==  /;  9  est  done  ["angle  de  frotte- 
ment.  La  premiere  donne  ensuite,  en  remplacant  /  par  tang9, 

N-i N2  =  P  cos  9. 

Pour  avoir  maintenant  ^equation  du  mouvement,  appliquons  le  theoreme 
des  moments  par  rapport  a  Taxe  des  tourillons,  en  appelant  M/c2  le  moment 
d  inertie  par  rapport  a  cet  axe,  to  la  vitesse  angulaire  et  p  le  raj'on  Ot  Ai 
des  tourillons  :  il  vient 

M/^  =  H-/f(N1+N2), 

ou  enfln 

MA:2       =  H-pPsinco. 
dt 

II  faut  remarquer,  pour  ecrire  cette  equation,  que  la  somme  des  moments 
des  deux  forces  du  couple  par  rapport  a  Taxe  est  precisement  son 
moment  II,  car  le  plan  du  couple  est  suppose  perpendiculaire  a  Taxe. 

373.  Moderateur  a  ailettes.  —  Soit  un  treuil  de  masse  M  et  de  rayon  R, 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal  par  Tintermediaire  de  deux  tourillons 
de  rayon  p;  sur  ce  treuil  est  enroulee  une  corde  dont  on  neglige  la  masse 
et  qui  pend  verticalement  en  portant  a  son  extremite  un  corps  pesant  de 
ona9se  m.  Sur  certains  des  rayons  du  treuil  sont  montees  des  ailettes  planes 
routes  egales  entre  elles,  dont  les  plans  passent  par  Taxe;  ces  ailettes  sont 
deux  a  deux  diarru'traleiiient  opposees,  de  sorte  que  leur  nombre  n  est  pair. 
<)uand  le  treuil  tourne,  ces  ailettes  frappeut  Tair;  il  en  resulte  sur  chaque 
ailette  une  pression  normale  dirigce  en  sens  contraire  du  mouvement  de 
rotation.  Les  ailettes  etant  egales  et  deux  a  deux  diametralement  oppo- 
sees, toutes  ces  pressions  sont  deux  a  deux  egales  et  opposees  et  ^e 
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reduisent  a  un  couple  dont  l'axe  est  parallele  a  l'axe  du  treuil.  Evaluons 
la  somme  des  moments  de  crs  pressions  par  rapport  a  l'axe  :  on  admet 
que  la  pression  p  de  Pair  sur  un  element  superficial  dr>  est  proportionnelle 
a  I'element  et  au  carre  de  la  vitesse  de  I'element;  si  done  on  appelle  r  la 
distance  de  I'element  de  l'ailette  a  l'axe,  w  la  vitesse  angulaire  du  treuil f 
on  a 

p  =  h  o)- r2  ds. 

Le  moment  de  cette  pression  elementaire  par  rapport  a  l'axe  est 

pv  =  /ioj2  /-3  d? 

et  le  moment  resultant  pour  une  ailette 

h  u>2  j* r?>  di  =  ;j-oj2, 

;jl  designant  une  constante;  le  moment  resultant  pour  les  n  ailettes  est 
egal  a  n  fois  cette  quantite. 

Ceci  pose,  le  treuil  est  sollicite  par  son  poids  applique  sur  l'axe,  par 
la  tension  de  grandeur  T  de  la  corde  qui  supporte  le  poids,  par  les  pressions 
sur  les  ailettes,  et  enfin  par  les  reactions  tangentielles  et  normales  des 
coussinets  sur  les  tourillons.  Nous  pouvons  transporter  T  parallelement  a 
elle-meme  sur  l'axe  dans  un  plan  normal  a  l'axe,  en  ajoutant  le  couple  de 
moment  TR  provenant  du  transport,  couple  tendant  a  faire  croitre  to. 
Nous  aurons  done,  en  resume,  une  force  verticale  de  grandeur 

P  =  T  +  Ms° 
appliquee  sur  l'axe,  un  couple  de  moment 


II  =  TR 


et  les  reactions  des  coussinets. 

D'apres  la  formule  du  numero  precedent,  en  appelant  9  Tangle  de  frot- 
tement  des  tourillons  sur  les  coussinets,  on  a  done  Tequation  du  mou- 

vement 

M  A  -       =  TR  —  n  fxw2  —  p  ( T  +  M^)  sin  v . 

D 'autre  part,  la  vitesse  du  corps  m  suspendu  a  la  corde  etant  Roj,  1'equa- 
tion  du  mouvement  de  ce  corps  sollicite  par  son  poids  et  par  la  tension  T 
donne 

Eliminant  T  entre  ces  deux  equations,  on  a  l'equation  du  mouvement  sous 
la  forme 

do) 
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on  /  et  a  designent  des  constantes  : 


19.5 


/.  =  -rrr->  — H  n  : — '        x  ==  —  [wiR—  p( M  -+-  /// )  sin 9  1. 

M  A  -  -i-  ///  K2  —  ///  R  p  sin  9  n  ;j.  l  r 

La  premiere  constante  X  est  essentiellement  positive,  car  p  <  H ;  la 
deuxieme  a  peut  etre  positive,  negative  ou  nulle  : 

1 "  y.  >  o.  Supposons  Ie  treuil  abandonne  a  lui-meme,  sans  vitesse  initiale. 

Alors,  -~  etant  positif,  w  crolt  constamment  jusqu'a  to  =  \  a;  quand  10  tend 
vers 


I    r  da) 
XJn     a  —  to2 


uugmente  indeliniment.  Done  la  vitesse  angulaire  va  en  croissant  et  tend 
vers  \'7'  [Discussion  identique  a  celle  de  la  chute  d'un  corps  pesant  dans 
1111  milieu  resistant  (n()  212).] 

2°  x<o.  En  supposant  encore  que  la  valeur  initiale  de  to  soit  nulle,  on 

trouverait        •<  o;  d'apres  l'equation,  le  treuil  tendrait  done  a  tourner  en 

-ens  inverse  du  sens  dans  lequel  tire  le  poids  mg  ;  ce  qui  est  absurde.  Dans 
ce  cas,  le  poids  mg  est  insufllsant  pour  vaincre  le  frottement  au  depart,  et 
le  treuil  reste  en  equilibre.  Les  equations  qui  sont  etablies  dans  Thypothese 
du  mouvement  ne  s'appliquent  plus.  La  discussion  complete  dans  l'hypo- 
thesc  o)0  >  o  serait  analogue  a  celle  du  mouvement  ascendant  d'un  poids 
dans  un  milieu  resistant. 


Le  cas  a^o  ne  peut  pas  se  produire  quand  il  n'y  a  pas  de  frottement  :  en 
effet,  si  c  =  o.  7.  est  positif. 

37 i.  Arc-boutement.  —  II  peut  arriver  que  le  frottement 
cmpeche  completeinent  certains  inouvements  qui  seraient  possibles 
geomelriquement  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement.  On  dit  alors 
qu'il  y  a  arc-boutement.  Ce  cas  se  reconnait  sur  les  equations 
par  ce  fait  que  l'equilibre  persiste,  queique  grandes  que  soientles 
iatensites  de  forces  motrices. 

Considerons,  par  exemple,  un  corps  pesant  place  sur  un  plan 
incline  faisantavec  I'horizon  un  angle  moindre  que  I'angle  de 
frottement.  Si  ce  corps  est  tire  verticalement  vers  le  bas  par  une 
1  orde  passant  dans  une  fente  du  plan,  il  ne  se  mettra  pas  en  mou- 
vement queique  grand  que  soil  Feffbrt  de  traction  exerce*  par  la 
corde. 
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375.  Sur  les  difficulties  qui  se  presentent  dans  Fapplication  des  lois 
empiriques  du  frottement  ordinairement  admises.  Recherches  de 
P.  Painleve.  —  Dans  les  deux  premiers  exemples  que  nous  venons  de 
trailer  (n(,s  370  et  371),  la  composante  normale  de  la  reaction  des  deux 
corps  au  contact  a,  en  fonction  des  variables  determinant  les  positions  et 
les  vitesses  des  points  du  systeme,  la  meme  expression  que  s'il  n'y  avait 
pas  de  frottement.  En  d'autres  termes,  cette  expression  est  independante 
du  coefficient  /.  Les  problemes  dans  lesquels  cette  circonstance  se  presente 
doivent  etre  regardes  comme  les  plus  particuliers.  et.  en  meme  temps, 
comme  les  plus  simples. 

Dans  les  cas  plus  gene*raux,  il  arrive,  au  contraire.  que  les  expressions 
des  reactions  normales  en  fonction  des  variables  determinant  les  vitesses 
et  les  positions  des  points  du  systeme  dependent  du  coefficient  de  frot- 
tement f  :  il  peut  se  presenter  alors,  tant  pour  le  frottement  a  Pe'tat  de 
mouvement  que  pour  le  frottement  au  depart,  les  circonstances  singulieres 
qui  conduisent  a  des  impossibility  ou  des  indeterminations.  Ces  faits  sin- 
guliers  ont  ete  signales,  pour  la  premiere  fois,  par  P.  Painleve  dans  ses 
Lecons  sur  le  frottement  (*),  et  dans  une  Note  presentee  a  1'Academie 
des  Sciences  {Comptes  rendus,  t.  GXXI,  i8g5,  p.  112).  Et  il  ne  faudrait 
pas  croire  que,  seuls,  des  systemes  exceptionnels  peuvent  preter  a  de  telles 
difficultes  :  c'est,  au  contraire,  dans  les  cas  les  plus  generaux  qu'elles  se 
presentent,  au  moins  des  que  le  coefficient  empirique  /  du  frottement  est 
suffisamment  grand.  Des  lors,  de  nouvelles  experiences  sont  necessaires 
pour  trouver  une  loi  de  frottement  ne  pretant  plus  a  ces  difficultes.  Nous 
ne  pouvons  pas  ici  entrer  dans  le  detail  des  recherches  de  P.  Painleve  : 
nous  nous  contenterons  de  montrer,  sur  un  des  nombreux  exemples  donnes 
dans  les  Lecons  sur  le  frottement,  quelles  sont  les  difficultes  qui  peuvent 
se  presenter  avec  la  loi  empirique  ordinairement  admise.  On  trouvera 
d'autres  exemples  dans  un  interessant  article  de  Ad.  Mayer  Zur 
Theorie  der  gleitcnden  Beibung  (Berichte  der  Konigl.  Sdchsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  3  juin  1901). 

Considerons  deux  points  materiels  M  et  Mi  de  masses  1,  relies  par  une 
tige  MMi  rigide  et  sans  masse,  de  longueur  /•  :  le  point  M  est  assujetti  a 
glisser  avec  frottement  sur  une  droite  horizontale  fixe  Ox,  qu'il  ne  peut 
pas  quitter,  et  le  systeme  MM]  est  mis  en  mouvement  dans  le  plan  ver- 
tical xOy  passant  par  Ox.  Trouver  le  mouvement  en  supposant  le  systeme 
soumis  a  la  seule  pesanteur.  (Painleve,  Lecons,  p.  98.) 

Appelons  0  Tangle  ^MM,  (fig-  217)-  %  l'abscisse  de  M.  X\  et  y\  les 
coordonnees  de  Mi. 

Les  forces  exterieures  appliquees  au  systeme  MMi  ^-oiit  le  poids  total  de 

grandeur  ig  applique  au  centre  de  gravite  G,  milieu  de  MMi,  et  la 

>         .  '  v 

reaction  R  de  Ox  dont  nous  appellerons  Rx  et  Rv  les  deux  composantes 

suivant  Ox  et  Oy. 


(')  Autographie  Hermann,  1^90. 
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Les  equation-  du  mouvenient  du  centre  de  gravite  dorinent  imruediate- 
ment,  en  designan   par  des  accents  les  derivations  par  rapport  an  temps, 

(1)  x"  ■+-  x\  =  R.r,  y\  =  \\y  2g. 

Le  theoreine  des  moments  par  rapport  a  des  axes  Gx'v'  passant  par  G 
donne  de  meme 

(a)  ~~  0"  =  — -( 'Kvcos0  —  Rrsin0). 

ear  le  moment  d'inertie  par  rapport  a  G  est  — ?  et  les  coordonnees  de  M, 
par  rapport  aux  axes  Gx'y',  sont 

—  -  cos  6,  sin  0. 

2  2 


0 


Fig.  217. 


Les  liaisons  geometriques  donnent  immediatement 

X\  =  x  -+-  r  cos  0,  yx  =  r  sin  0  ; 

en  portant  dans  les  equations  ( 1 ),  on  a 

(  2  x"—  r  sin  00"—  r  cos  6ft'«  =  R.r, 

/  /■  cos  00" —  /•  sin  00''2  =  2g  -H  Rv; 

el  en  portant  le-  valeurs  de  R.,.  et  Rv,  tirees  de  ces  relations,  dans  1'equa- 
tion  (2) 

I  \  I  a?"  sin  0  —  /-0" cos  0  ==  o. 

A.ppliquons  maintenant  les  lois  empiriques  du  frottement.  La  reaction 

totale  de  Ox  sur  M  a  ete  appelee  l»  :  la  composante  normale  est  en  valeur 
absolue  la  \aleur  absolue  de  R»;  la  composante  tangentielle  est  en  valeur 
absolue  la  valeur  absolue  de  R.r.  La  conposante  tangentielle  c>t  en  sens 
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contraire  de  la  vitesse  du  point  M  et  egale  a  la  valeur  absolue  de  fRy} 
/  etant  1c  coefficient  de  frottement;  on  a  done,  suivant  les  ca>. 

Nous  ecrirons 

(5)  R,  =  -;/Rr, 

£  etant  egal  a  zt  i  suivant  les  cas.  En  examinant  successivement  les  divers 
cas  possibles,  on  voit  qu'on  doit  prendre  les  signes  suivants  : 

Si  Rv>  o,  o,  il  faut  R.r<  o,  i  >  o; 
Si  Rv>  o,  x'<  o,  il  faut  R.t  >  o,  s  <  o; 
Si  Rr <  o,  x  >  o,  il  faut  !!,  <  o,  z  <  o; 
Si  Rv  <  o,  ar'<  o,  il  faut  R.r>  o,  e  >  o. 

En  resume,  i  doit  etre  choisi  de  telle  facon  que 

(6)  sVRr>o  (£-h±l). 

Remplacons  alors  dans  (3)  RlT  par  son  expression  —  zf\\y,  et  resolvons 
les  trois  equations  (3)  et  (  )  par  rapport  aux  trois  quantites  Rv,  x"  et  0". 
En  posant 

( 7 )  D  =  i  -b  cos2  8  +  s/  sin  0  cos  0 , 
nous  aurons 

—  (rV*  sin0  -f-  ig\ 
(/•6'2  sin  0  -+-  ig)  (cos  8  4-  £ /  sin  0), 

r  0'2(cos  0  -+-  £ /  sin  0)  ■+■  ^[cos0  sin  0  -+-  £ /(i  sin26)J. 

Gela  pose,  nous  montrerons  d'abord  que  les  difficultes  indiquees  par 
P .  Painleve  se  presentcnt  des  que  /est  suffisamment  grand. 

IMacons  le  systeme  dans  une  position  initiale  obtenue  en  donnant  a  x 
une  valeur  arbitraire  x0  et  a  0  une  valeur  arbitraire  0O  comprise  entre  o 

et     ;  puis  lancons-le  avec  des  vitesses  caracterisees  par  les  valeurs  a  „ 

et  0'o  des  derivees  de  x  et  0'.  Enfin,  supposons  /  assez  grand  pour  que 
Ton  ;iit 

(9)  1  -t-eos'-0(, —  /sin  0O  cos  0O <  o. 

Nous  ;i lions  voir  que.  si  x'0  est  positif,  il  est  impossible  de  satisfaire  a 
la  relation  (6)  par  un  choix  convenable  de  e,  et  que,  -i  x'0  est  negatif,  les 
deux  valeurs  e  =  zt  i  conviennent  :  dans  le  premier  eas  aucun  mouvement 
ne  scrait  possible,  et  dans  le  deuxieme  deux  mouvements  difterents  seraient 
possibles. 

En  efletj  >i  x'0  >  o,  et  si  l'on  prend  e  ==  -4- 1 ,  on  ^voit  que  la  valeur 
initiale  de  la  quantite  D  est  positive,  puis,  par  la  premiere  des  equa- 


(8)       D/-0"  = 

!  \),r"  = 
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tions  (8),  que  la  valeur  initiale  de  Rv  est  negative;  lc  produit  e&'Ry  esl 
done  negatif  et  la  relation  (6)  n'esl  pas  verifiee.  Si,  en  supposant  toujours 
.c'0  >  o,  on  prend  e  = —  [,  on  \oit,  d'apres  (9),  que  la  valeur  initiate  de  D 
esl  negative,  puis,  par  la  premiere  des  equations  (8),  que  la  valeur  initiate 
de  Ry  est  positive;  le  produit  ix'l\y  est  done  encore  negatif,  et  la  con- 
dition (6)  n  est  pas  verifiee.  Done,  quand  x'0  >  o,  les  tbrmulcs  montrent 
qu'aucun  mouvement  n'est  compatible  avec  les  lois  empiriques. 

Si,  au  eontraire,  on  suppose  x'  0  <  o,  on  voit  de  meme  que  les  deux 
hypotheses  s  =  +  1  et  s  =  —  1  sont  egalernent  acccptables  :  les  formules  ne 
permettent  pas  de  clioisir  entre  les  deux  mouvements  correspondants. 

Ges difficultes  disparaissent  quand /est  suffisamment petit  :  parexemple, 
si,  dans  le  probleme  actuel  /<l,  la  quantite  D  est  positive  quel  que  soit 
le  signe  de  s.  Alors,  en  cqnservanfrles  memes  conditions  initiales, 

0  <  6o<  \} 

on  voit,  par  la  premiere  des  formules  (8),  que  R,  est  negatif.  Si 
done  x'0  >  o,  il  faut  prendre  s  =  —  1,  et,  si  x'0  <  o,  s  =  -+-  1.  Dans  les  deux 
cas,  les  formules  definissent  1111  mouvement  unique  a  partir  de  Tinstant 
initial,  et  Ton  trouvc  ce  mouvement  pour  une  certaine  periode  de  temps 
en  integrant  les  equations  (<S). 

Si  x'0  =  o,  on  est  en  presence  d'un  probleme  preliminaire  :  il  faut  voir 
si  le  point  M  reste  immobile,  e'est-a-dire  si  x'  reste  nul,  ou  si  x',  qui  est  nul 
pour  t  =  t0,  cesse  d'etre  nul  aux  instants  suivants.  Pour  trancher  la  ques- 
tion, il  faudrait  faire  successi vement  les  deux  hypotheses  suivantes,  comme 
nous  1'avons  explique  en  general  au  n°  369  :  i°  mettre  le  probleme  en 
equations  en  supposant  x' '=  o,  M  immobile,  et  appliquant  les  lois  du 
frottement  a  l'etat  de  repos;  2°  supposer  x'  different  de  zero  en  appli- 
quant les  formules  (8)  et  remarquant  que,  x  partant  de  zero,  sa  derivee  x" 
est  positive  si  x  devient  positif  et  negative  si  x"  devient  negatif.  On  verra 
ensuite  quelle  est  l'hypothese  qui  ne  conduit  pas  a  une  contradiction  : 

e'est  celle-la  qu'il  faut  prendre.  Par  exemple,  si  60  est  tres  voisin  de  —  et  6'0 

tres  petit,  x'0  etant  nul,  on  voit  que  x  restera  nul;  en  effet,  supposons 
./■  >  o,  alors  x"  devrait  etre  positif ;  mais,  comme  Kv  <  o,  on  doit  prendre 
e  =  —  i,  et  la  troisieme  des  formules  (8)  donne  #"<o;  il  y  a  done  con- 
tradiction. De  meme,  supposons  x' '<  o,  alors  x"  devrait  etre  negatif;  mais, 
comme  Rr<o,  on  doit  prendre  s  = -h  r,  et  la  troisieme  des  formules  (8) 
donne  x">  o  :  il  y  a  done  encore  contradiction.  II  ne  reste  done  plus  qu'a 
Supposer  x'  —  o,  x  =  x0,  et  a  appliquer  au  point  M  la  loi  du  frottement  a 
l'etat  de  repos  :  le  mouvement  est  alors  pendulaire. 

La  place  nous  manque  pour  entrcr  dans  plus  de  details.  Nous  renver- 
rons  le  lecteur  aux  Legons  de  P.  Painleve  pour  une  discussion  complete. 
A  la  suite  de  ces  recherches  theoriques,  des  experiences  sur  le  frottement 
ont  ete  entreprises  par  Chaumat  {Comptes  rendus,  r1'  semestre  190*3). 

iPPKLL,  —  Traiti  fie  Micanique.  11.  9 
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DiflFerents  anteurs  ( 1 )  on L  cherehes  a  lever  ces  contradictions  en  admet- 
tant  que  les  liaisons  presentent  un  certain  jeu  et  en  tenant  compte  de 
considerations  d'elasticite.  Mais,  quand  /  est  suffisamment  grand,  les 
mouvements  obtenus  avec  des  conditions  initiales  peuvent  dependre  pre- 
cisement  des  hypotheses  faites  sur  la  nature  des  liaisons  et  le  jeu  qu'elle* 
presentent.  tandis  que,  si  f  est  suffisamment  petit,  cetle  difficulte  ne  se 
prcsente  pas. 

IV.  -  FROTTEMENT  DE  ROULEMENT. 

370.  Generalit6s.  —  Dans  le  paragraphs  precedent  nous  avons 
neglige*  le  froltement  de  roulement  et  de  pivotement.  nous  allons 
maintenant  traiter  quelques  exernples  dans  lesquels  nous  tiendrons 
compte  du  froltement  de  roulement,  en  laissant  de  cote  le  frotle- 
ment de  pivotement. 

Rappelons  brievement  la  definition  du  frottement  de  roulement 
donnee  dans  le  premier  Volume  (n"  196).  Soit  un  cjlindre  droit 
a  base  circulaire  pouvant  rouler  sur  un  sol  horizontal;  lorsqu'on 
veut  tenir  compte  du  frottement  de  roulement,  on  admet  que  la 
reaction  du  sol  se  compose  : 

i°  D'une  reaction  normale  de  grandeur  N  appliquee  an  point  de 
contact  g^ometrique  m; 

2°  D'une  reaction  tangentielle  de  grandeur  F  s'opposant  au 
glissement ; 

3°  D'un  couple  de  moment  H  dont  Faxe  est  parallele  aux  gene- 
ratrices du  cylindre,  ce  couple  s'opposant  au  roulement. 

Trois  cas  sont  a  dislinguer  : 

Equilibre,  —  S'ii  y  a  equiiibre,  on  a 

F</N,  H<NS, 

ou  f  est  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  et  ou  6  est  un 
coefficient  lin6aire  appele  coefficient  de  frottement  de  roule- 

(*)  Voir  Lecornu,  Comples  re?idus,  t.  CXL,  <go5,  p.  635,  et  de  Sparre, 
t.  CXLI,  igo5,-p.  3io;  puis  Zeitschrift  fiir  Mathematik  and  Physik,  5S  Band, 
1910,  differents  articles  de  F.  Klein,  Mises,  Georg  Hamel,  Prandtl.  Pfeifier.  Voir 
aussi  Beohin,  Nouvelles  Annates.  19:^3,  p.  3o5;  1924,  p.  343. 
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meiit.  ( le  coefficient  est  une  constante  qui  depend  du  rayon  du 
eylindre  et  de  la  nature  des  corps  en  contact. 

Roulement.  —  S'il  y  a  roulemenl  sans  glissemeni,  on  a 

F</"N,       H  =  N<5, 

Gliss'ement.  —  S'il  \  a  glissement  sans  rotation,  on  a 

F  =  /N. 

11  parait  naturel  de  prendre  alors 

1 1  <  N  o ; 

mais,  comme  ce  couple  11  est  ires  petit  par  rapport  au  frottement 
de  glissement,  on  peut  ordinairement  le  ne'gliger  et  prendre  H:^o. 

Glissement  et  rotation.  —  On  a  alors 

F  =  /N,       11=  No; 

on  neglige  habiluellement  H. 

377.  Roulement.  —  Exaininons  de  plus  pres  le  cas  du  roule- 
ment. Alors  le  couple  H  est  £gal  a  No;  on  peut  composer  ce  couple 


Fig.  218. 


avec  la  reaction  normale  A  appliquee  au  point  de  contact  geome- 
trique  m.  La  resultanle  de  N  et  H  est  une  force  N'  egale  et  pai allele 
a  N  transported  en  avant  de  iN  a  une  distance  6.  On  peut  done  aussi 
tenir  compte  du  frottement  de  roulement  pendant  le  roulemenl,  en 
admettant  que  la  reaction  normale  du  sol,  au  lieu  d'elre  appliquee 
Btu  point  geometrique  de  contact  m,  est  appliquee  en  avanl  de  ce 
point  a  une  distance  o  de  la  normale  en  m.  La  reaction  tangen- 
lielle  <->i  to u jours  une  force  F  moindre  que/'N.  \  I'e'tal  <le  repos, 
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on  a  H  <C  N  d ;  alors  In  reaction  norm  ale  est  transported  en  avant 
a  ii lie  distance  e  moindre  que  6. 

( 1  'est  sous  cette  forme  que  nous  inlroduirons  le  frottement  de 
roulement  dans  les  applications  suivantes. 

378.  Exemple  I  :  Roulement  d'un  cylindre  circulaire  homogene 
pesant  sur  un  plan  horizontal.  —  Le  cylindre  etant  immobile,  cherchons 
d'abord  quelle  force  horizontale  de  grandeur  <i>  il  faut  appliquer  au  eylindre 
parallelement  au  sol  et  perpendirulairement  aux  generatrices  pour  le 
faire  rouler. 

Appelons  h  la  distance  de  la  force  $  au  plan,  P  le  poids  du  cylindre. 
Determinons  d'abord  la  force  (I>,  de  facon  qu'il  y  ait  equilibre.  Dans  cette 
bypothese,  les  forces  appliquees  au  cylindre  sont  la  force  4>,  le  poids  I'. 


Fig.  219. 


la  reaction  normale  N  transported  en  avant  en  m  a  une  distance  1  de  la 
normale  moindre  que  8,  enfin  la  reaction  tangentielle  F  moindre  que  /> 

{fig.  219;. 

Ecrivons  que  les  sommes  des  projections  de  ces  forces  sur  la  verticale  et 
I'horizonlale  sont  nulles  : 

N  =s  P,       V  =  <I>. 

Ecrivons  que  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  au  point  de  contact 
geometrique  m  est  nulle  :  nous  avons,  puisque  F  et  P  ont  des  moments 
nul>. 

<!>//  —  Ns  =  o. 
Ecrivons  F  </N,  e  <  8;  nous  aurons 
(I)  $-<P/3  (I,<^- 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  il  y  a  equilibre. 

Si  elles  ne  le  sont  pas  toutes  deux,  l'equilibre  est  rompu,  mais  il  pent 
Fetre  de  facons  differenies  suivant  que  Tune  ou  I'autre  des  inegalites  n  est 
pas  verifiee. 

Supposons  d'abord 

f>v.  h>p 
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alors  <>ri  peut  donnei'  a  (I>  une  valeur  telle  que 

p/>*>£i. 

L'equilibre  est  rompu;  il  3  a  roulement,  car.  la  force  <I>  etant  inferieure 
au  frottement  de  glissement  au  depart  /P,  le  glissement  ne  peut  j)as  se 
prod  u  ire. 

Supposons,  au  contraire, 

alors  on  peut  prendre 

¥  >'■>■ 

il  se  produit  dans  ce  cas  un  glissement. 

Comme  application,  imaginons  que  Ton  ait 

J  ,l 

Le  cylindre  se  met  a  rouler,  et  a  I'instant  t  il  a  acquis  une  certaine  vitesse. 
Gherchons  quelle  est  la  valeur  qu^il  faut  donner,  a partir  de  cet  instant, 
a  la  force  horizonlale  (I>  placee  a  la  hauteur  h,  pour  que  le  mouve- 
rncnt  de  roulement  reste  uniforme  ? 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  forces  appliquees  au  cylindre  pen- 
dant le  roulement  se  fassent  equilibre.  En  effet,  le  centre  de  gravite  devant 
t  tre  anime  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme,  la  resultante  des  forces 
appliquees  au  corps  solide  doit  etre  nulle.  Puis  le  mouvement  relatif  du 
corps  autour  du  centre  de  gravite  devant  etre  une  rotation  de  vitesse 
constante  autour  d'un  axe  de  direction  fixe,  le  moment  resultant  de  ces 
forces  doit  etre  nul.  Les  forces  doivent  done  se  faire  equilibre. 

Re'ciproqueraent,  si  les  forces  se  font  equilibre  sur  le  cylindre  une  fois 
mis  en  mouvement,  son  centre  de  gravite  decrit  une  droite  d'un  mouve- 
meot  uniforme. 

Projetons  encore  les  forces  sur  la  verticale  et  l'horizontale,  nous  avons 
IN  =  P,       F  =  <I>,       d  ou       $  <  P/, 

car  il  n'y  a  pas  de  glissement. 

Pienons  ensuite  les  moments  par  rapport  au  point  de  contact  geome- 
trique  m.  en  remarquant  que  la  somme  des  moments  est  nulle  et  que  la 
distance  de  N  a  ni  est  0  dans  le  roulement.  Nous  avons 
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Ainsi.  pom  mettre  le  cylindre  en  mouvement  en  le  faisant  rouler.  il  faut 

1 11  ■  appliquer  une  force     superieure  a  -^-)  maia  inferieure  a  fP.  Puis,  des 

que  l«-  centre  de  gravite  du  cylindre  ;i  atteint  la  \it»:sse  voulue,  pour  main- 
tenir  eette  vitesse  de  roulement.  il  suffil  de  donner  brusquemept  a  la 

force  •!>  la  \  aleur  • 
// 

On  trouvera  dans  le  Cours  de  Mecanique  de  /' Ecole  l*ol) technique  d<- 
P.  Painleve,  une  etude  du  mouvement  d'un  cylindre  sur  un  plan  incline, 
en  truant  compte  du  frottement  de  roulenx  ut . 

Exemple  II :  Emploi  des  rouleaux  pour  transporter  les  materiaux 
sur  un  sol  horizontal.  —  Supposons  qu'une  piece  pesante  P  ayant  la  forme 
d'un  parallelepipede  rectangle  soit  supportee  par  deux  rouleaux  0\  et  02 
de  meme  diametre,  a  axes  paralleles  et  reposant  sur  un  sol  horizontal. 
Gherchons  quelle  est  la  force  horizontale  $  perpendieulaire  aux  axes  des 
rouleaux  qu'il  faut  appliquer  a  la  piece  I'  pour  la  faire  avancer  d  un  mou- 
vement uniforme,  les  rouleaux  roulant  a  la  fois  sur  la  piece  et  sur  le  sol. 
Les  forces  appliquees  a  la  piece  sont  :  la  force  horizontale  (l>,  le  poids  P 
de  cette  ])iece,  les  reactions  tangentielles  Ft  et  F2  des  rouleaux  sur  la  piece, 
enfin  les  reactions  normales  Nj  et  N2  des  rouleaux.  Les  forces  appliquees 
au  premier  rouleau  O,  sont  :  le  poids  p  de  ce  rouleau,  les  forces  Fj  et  N\ 
egales  et  opposees  a  Ft  et  N,,  enfin  les  reactions  tangentielles  et  nor- 
males Gi  et  Mi  du  sol. 

D'apres  les  lois  du  frott-emenl  de  roulement,  la  reaction  Mi  du  sol  est 
placee  a  une  distance  du  point  de  contact  geometrique  X\  dans  le  sens 
du  roulement  sur  le  sol.  et  la  reaction  Y,  de  la  piece  sur  le  rouleau  est 
placee  a  une  distance  8'  du  point  de  contact  geometrique  t>!  dans  le  sens 
du  roulement  du  rouleau  sur  la  piece.  Les  memes  faits  se  produiront  sur 
le  deuxieme  rouleau,  les  coefficients  o  et  S  etant  les  memes  et  les  reac- 
tions etant  aff'ectees  de  l  indice  2.  Par  raison  de  symetrie,  nous  regar- 
derons  toutes  les  forces  comme  situees  dans  un  meme  plan  normal  aux  axes 
des  rouleaux. 

La  piece  etant  animee  d'un  mouvement  de  translation  uniforme,  les  forces 
qui  lui  sont  appliquees  se  font  equilibre.  En  projetant  ces  forces  sur  la 
verticale  et  l'horizontale,  on  a  les  deux. equal  ions 

(2)  <I>  =  F,-+-F2,       P  =  Ni-HN2. 

11  faudrait  ajouter  a  ces  equations  celle  qui  exprime  que  la  somme  des 
moments  des  forces  appliquees  a  la  piece  est  nulle  par  rapport  a  un  point 
du  plan  des  forces;  mais  cette  relation  ne  sert  pas  pour  la  suite  :  elle  per- 
mettrait  de  calculer  N,  et  V>. 

Le  rouleau  0|  etant  anime  d  un  mouvement  de  roulement  uniforme,  les 
forces  qui  lui  sont  appliquees  se  font  equilibre.  Nous  aurons  done  succes- 
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sivement.  en  projetant  sur  la  verticale,  1'horizontale,  et  en  prenant  les 
moments  par  rapport  an  point  A,, 

p  —  M  i  -4-  Nj  =  o,       (1,  —  F',  =  o. 
■>  K¥\  —  Mi  8  —  N'i  3'  =  o. 

Gomiue  N't  =  N{  et  F,  =  F(,  on  tire  de  la  en  e'liminant  Mi 

p  o-f-  N|  (8-+-  8') 

F 1  =  7u  

On  trouverait  de  meme 

p  _  p  8  h-  Na(8  -h  8') 

2  ~  Hi 


N1 

M 

0   (  N 

 <— — ^ 

G?       A2  G,  A, 


Fig.  220. 

Oil  a  done  enfin,  d'apres  les  equations  (2), 

_  :>p  o-h  P(g-+.8') 
2R 

On  pent  ordinairement  ne'gliger  p  devant  P  et  reduire  cette  formule  a 

Si  la  piece  glissait  directement  sur  le  sol,  on  trouverait  que  l;j  force 
capable  de  lui  imprinter  un  mouvemeht  uniforme  serait  /'P,  valeur  nota- 
blernent  superieure  a  la  precedente. 

379. 'Sur  la  tendance  des  systemes  materiels  a  echapper  au  frot- 

tement.  —  Dans  beaucoup  de  cas,  le  mouvement  d'un  systeme  a  frot- 
tement  se  fait  de  facon  que  le  travail  du  au  frottement  diminue  de  plus  en 
plus  en  valeur  absolue;  en  d'autres  termes,  le  systeme  cherche  a  echapper 
an  frottement.  C'est  ainsi  qu'un  cerceau  on  une  botile  qui  glissent  linissent 
par  roiiler,  quiim-  loupie  arrondie  laneee  sur  un  plan  horizontal  se  redresse 
de  facon  que  la  force  de  frottement  soit  appliquee  a  un  parallele  de  plus 
en  [>lus  pel  ii .  etc. 
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Celte  propria  peut  s'expli  juer  par  les  considerations  generates  sui- 
vantes  ( 1 )  : 

Imaginons  un  systfcme  materiel  pre'sentant  les  caracleres  suivants,  <|ui  se 
trouvent  realises  dans  la  plupart  des  svstemes  usuels. 

i°  Le  systeme  considere  est  d'abord  assujetti  a  des  liaisons  queleonques, 
sanS  frottement,  independantes  du  temps  ; 

2«>  II  est  soumis  a  des  forces  interieures  derivant  d  un  potentiel  II  qui 
est  positif  ou  mil  dans  toutes  les  configurations  possibles  du  systeme 
et  qui  devient  nul  dans  une  configuration  speciale,  constituant  une  con- 
figuration d'equilibre  stable  du  systeme  sous  Taction  des  seules  forces 
interieures ; 

3°  Le  systeme  comprend  des  corps  solides  ou  des  points  qui  glissent,  a\ec 
frottement,  les  uns  sur  les  autres,  ou  sur  des  corps  solides  fixes; 

4°  II  est  soumis  enfin  a  d'autres  forces  exterieures  derivant  d'une  fonc- 
tion  U,  qui  reste  inferieure  a  une  limite  fix^L,  pour  toutes  les  positions 
du  systeme  dans  lesquelles  subsiste  un  contact  an  moins  donnant  lieu  a 
frottement. 

Le  systeme  etant  ainsi  defini,  le  theoreme  des  forces  vives  dortne  I'equa- 
tion 

(1)  ;  d(T  Hh D.  — -V)  =  —  fL  Nt  vx  dt  —  /2  N2  v,clt—...  —fp  Np  PP  dt. 

ou  T  est  la  demi-force  vive,  ou  fly  f%,  . ..,  fp  sont  les  coefficients  de 
frottement,   Nl3   JN2,  N;,  les  valeurs  absolues  des  reactions  nor- 

males,  vu  f>2,  •  •  •  •  les  valeurs  des  vitesses  de  glissement  relatives  des 
points  materiels  au  contact  dans  les  divers  corps  frottants  associes  deux  a 
deux. 

Si  nous  posons,  pour  abreger, 

(2)  ^=-/iNi^+/2  N2  v,  + . .  .+fpKp  op, 

nous  voyons  que  cette  quantite  (I>,  formee  d'une  somme  de  termes  positifs 
ou  nuls,  est  essentiellement  positive  et  ne  peut  devenir  nulle  que  si  tous 
les  termes  qui  la  composent  de\  iennent  nuls  a  la  foi*. 
L'equation  des  forces  vives 

(3)  rf(T  +  n-U)=-$i« 

montre  que  la  quantite  <1>  a  pour  limite  inferieure  zero. 

En  efTet,  il  est  absurde  de  supposer  que  4>  reste,  dans  la  suite  des  temps, 
superieur  a  une  limite  fixe  a  superieure  a  zero  :  si  Ton  avait 

<P>X>o, 


(*)  Appkll,  Journal  fur  Matheiriatik,  Bd  133,  Heft,  2;  Bulletin  de  la 
Sociele  mathematique,  t.  XXXV,  iq<>7,  p.  r 3 1 . 
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on  aurait.  d'apres  1'equation  ties  forces  vives, 


d_ 
It 


d'ou,  en  integrant . 


(4) 


t  -4-  n  —  u  < 


C  designant  une  conslante.  Conirae  U  est  limite,  U  <  L,  on  en  deduirait 


Quand  t  nuginente  indefiniment,  le  second  membre  prend  des  valeurs 
negatives  de  plus  en  plus  grandes  en  valeur  absolue.  Done  T-f-D  devrait 
devenir  de  plus  en  ])lus  petit  :  cette  quantite',  forme'e  de  deux  termes 
positifs  a  l'instant  initial,  finirait  done  par  devenir  /mile  au  bout  d'un 
temps  11  n i .  A  ce  moment,  n  serait  mil  et  la  demi-force  vive  T  egalement ; 
done  toutes  les  vitesses  s1  annuleraient  au  bout  d'un  temps  fini  dans  la 
configuration  speciale  ou  le  potentiel  II  est  nul. 

Mais  cette  conclusion  est  contradictoire  avec  l'hypothese  faite 


car.  toutes  les  vitesses  devenant  nulles,  et  les  reactions  etant  suppose'es 
linies,  <I>  deviendrait  nul  et  ne  pourrait  rester  superieur  a  X. 

II  est  ainsi  demontre  que,  t  croissant,  la  limite  inferieure  de  $  est  zero. 
II  n'en  rcsulte  pas  que  <I>  tende  vers  zero,  mais  on  peut  admettre  que,  dans 
les  mouvements  reguliers  $  tend  vers   zero.  Les  divers  termes 


de  (I>  tendent  done  tous  vers  zero.  Alors  certaines  des  reactions  Ni,  N2,  .  .  . 
Na,  |>ar  exemple,  tendront  vers  zero;  le  systeme  tendra  a  abandonner  les 
liaisons  avec  frottement  d'ou  proviennent  ces  reactions.  En  meme  temps 
les  vitesses  des  autres  points  frottant  pa-m?  •  •     vp  tendront  vers  zero 

et  les  glissements  correspondants  tendront  a  disparaitre. 

Le  systeme,  dans  son  ensemble,  cherchera  done  bien  a  echapper  au 
frottement. 

\<»us  avons  adopte,  pour  plus  de  simplicite,  les  lois  pratiques  du  frotte- 
ment de  glissemcnt.  Mais  les  memes  conclusions  subsistent  pourvu  que  l'on 
admette  la  loi  gem-rale  suivante  :  la  force  de  frottement  de  glissemcnt  d'un 
corps  solidc  A  sur  un  corps  solide  B,  rcgarde  comme  immobile,  est  une 
force  F  essentiellement  positive,  dirigee  en  sens  contrairc  de  la  vitcsse  v 
du  point  en  contact  et  s'annulant  seulement  si  la  reaction  normale  s'annule. 
En  dirt  ,  dans  res  conditions,  le  travail  elementaire  de  F  est  — F  v  dt, 
expression  essentiellement  negative  qui  s'annule  seulement  quand  la  reaction 
normale  ou  la  vite«,se  d<-  glis»(mient  s'annulent. 


(3) 


T  -f-  n  <—  U  -h  G  h-  L. 


$  >  I  >  o, 
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Les  rriemes  considerations  s'etcndent  an  frottement  de  roulement  et  au 
frottement  de  pivotement.  Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  remarquer,  pour 
le  frottement  de  roulement,  par  exemple,  que  le  travail  elementaire 
effectue  par  les  forces  provenant  du  frottement  de  roulement  est  de  la 
forme  —  K  dt,  K  etant  une  quantite  positive  qui  s'annule  seulement  si  le 
roulement  cesse  ou  si  les  deux  corps  qui  roulent  l'un  sur  l'autre  se 
separcnt. 

On  trouvera  un  exemple  assez  general  dans  deux  articles  de  M.  Lecornu 
{Comptes  rendus,  2e  semestre,  1906,  p.  11 32,  et  Bulletin  de  la  Sr.ciete 
inathematique ,  t.  XXXV,  1907,  p.  3).  On  pourra  consulter  egalement 
sur  ce  sujet  un  article  de  M.  E.  Daniele  {Nuovo  Cimento,  serie  V, 
vol.  XV,  Juin  1908). 

Des  considerations  analogues  paraissent  pouvoir  etre  appliquees  aux 
resistances  de  milieu.  (  Voir  un  article  de  P.  Appell,  p.  7  du  Volume  inti- 
tule :  Horn  mage  a  Louis  Ollivier.  Imprimerie  Maretheux,  191 1.) 

EXERCICES. 

1.  Pendule  a  deux  branches  ( Metronome ).  —  On  considere  un  pendule  com- 
pose constitue  par  une  tige  liomogene  mobile  dans  un  plan  vertical  autour  d'un 
axe  O  perpendiculaire  au  plan.  La  partie  de  cette  tige  situee  au-dessous  de  O  est 
tres  courte  et  porte  a  son  extremite  un  poids  assez  lourd  qui  constitue  le  poids 
moteur;  la  partie  de  la  tige  situee  au-dessus  de  O  est  plus  longue  et  porte  un 
petit  poids  qui  peut  glisser  et  etre  arrete  en  chaque  point  voulu  et  qui  constitue 
le  poids  regulateur. 

Etudier  la  duree  des  oscillations  indefiniment  petites  suivant  la  position  du  poids 
regulateur. 

[II  suffit  d'appliquer  la  theorie  du  pendule  compose  en  remarquant  que  le 
moment  d'inertie  varie  avec  la  position  du  poids  regulateur.  (Hirn,  Comptes 
rendus,  t.  CV,  p.  4°-)] 

2.  Une  porte  liomogene  est  fixee  par  deUx  gonds  a  un  axe  faisant  un  angle 
donne  avec  la  verticale.  Trouver  le  mouvement  et  la  pression  sur  les  gonds. 
(  Routh,  Rigid  Dynamics,  vol.  I,  p.  97. ) 

3.  Un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  fixe  Oz  sous  Taction  de  forces 
disposees  symetriquement  par  rapport  au  plan  du  cercle  decrit  par  le  centre  de 
gravite;  le  corps  lui-meme  est  symetrique  par  rapport  a  ce  plan.  Calculer  les 
pressions  sur  l'axe  fixe. 

Reponse.  —  II  est  evident  que,  dans  ce  cas,  les  pressions  sur  l'axe  peuvent 
etre  reduites  a  une  force  unique,  appliquce  au  point  ou  le  plan  de  symetrie  coupe 
l'axe  et  situee  dans  ce  plan.  Les.  formules  generates  dctermineront  cette  force^ 

4.  On  considere  une  masse  determinee  liomogene  continue  de  matiere  ayant 
la  forme  d'un  cylindre  de  hauteur  donnee  qu'on  fait  osci  ler  autour  d'une 
parallele  aux  generatrices.  Quelle  forme  doit  avoir  la  base  et  comment  doit  etre 
clioisi  l'axe  de  suspension  pour  que  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 
soit  ni/ni/num  ? 

Reponse.  —  La  base  doit  etre  un  cercle  et  l'axe  doit  passer  au  milieu  du  cdte 
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du  carre  inscrit.  (De  Saint-Germain,  Bulletin  de  la  Societe  mathenmt  ique  de 
France,  t.  II,  p.  54  ) 

.").  Axes  de  suspension  d  un  pendule  compose  pour  lesquels  la  longueur  du 
pendule  simple  syachrone  a  une  valeur  dunnee.  —  Imaginons  un  solide  deter- 
mine; si  Ton  suspend  ce  solide  autour  d'une  droite  A  qui  lui  est  invariablement 
lice,  prise  comme  axe  de  suspension,  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 
a  une  certaine  valeur  /.  Appelons  point  de  suspension  la  projection  J  du  centre 
de  gravite  G  du  corps  solide  sur  l'axe  A.  Par  chaque  point  de  suspension  J 
passent  alors  une  infinite  d'axes  de  suspension  A  perpendiculaires  a  GJ  :  a  ces 
axes  correspondent,  en  general,  des  longueurs  differentes  /  pour  le  pendule 
simple  synchrone. 

Tous  les  points  de  suspension  par  lesquels  il  passe  au  moins  un  axe  A  tel  que  / 
ait  une  valeur  donnee  k  sont  situes  sur  ou  entre  les  deux  nappes  d'une  surface 
"obtenue  en  prolongeant  les  rayons  veoteurs,  issus  du  centre  d'une  surface  des 

ondes,  de  la  longueur  constante  ^-  Par  les  points  de  suspension  situes  sur  une 

fles  nappes,  il  ne  passe  qu'un  axe  de  suspension  A  repondant  a  la  question;  par 
les  points  de  suspension  situes  entre  les  deux  nappes,  il  en  passe  deux;  par 
chacua  des  points  coniques  de  la  surface,  pris  comme  points  de  suspension,  il  en 
passe  une  infinite.  (  Bocklen,  Journal  de  Crelle,  t.  93.) 

6.  Deux  barres  inaterielles  homogenes  egales  AB  et  AB',  de  longueur  2/  et  de 
masse  M,  sont  articulees  l'une  a  l'autre  par  une  extremile  A.  On  demande  le 
mouvement  de  ces  deux  barres  en  supposant  qu'elles  soient  lancees  dans  un  plan 
horizontal  XOY  sur  lequel  elles  glissent  sans  frottement. 

On  apptdlera  \,  rt  les  coordonnees  du  centre  de  gravite  G  du  systeme,  6  Tangle 
de  la  droite  GA  avec  OX,  2a  Tangle  BAB'  des  deux  barres,  et  Mk-  le  moment 
d'inertie  de  cbaque  barre  par  rapport  a  son  milieu.  (Licence,  Paris,  i885.) 

7.  Un  tube  rectiligne  homogene  AB  de  section  infiniment  petite  et  de  lon- 
gueur 2a  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal;  un  point  materiel  M 
dont  la  masse  est  egale  a  celle  du  tube  est  mobile  sans  frottement  a  Tinterieur 
du  tube.  Trouver  le  mouvement  du  systeme  et  la  pression  du  point  M  sur  le  tube. 

On  appellera  6  Tangle  de  AB  avec  un  axe  fixe  OX  et  ir  le  segment  CM  compte 
\  partir  du  centre  G  du  tube.  On  examinera  en  particulier  le  cas  oil  la  vitesse 

initiate  du  centre  de  gravite  du  systeme  et  la  valeur  initiale  de  ^seraient  nulles  ; 

on  indiquera,  dans  ce  cas,  la  forme  de  la  trajectoire.  du  point  M. 


(Licence,  Paris,  1887.) 


liesultats  : 


r  ^Vxprirne  en  fomM  ion  uniforme  de  0  par  une  fonction  elliptique.  (Voir  Fonc- 
tions  elliptique*  et  leurs  applications,  par  Greenhill,  traduction  de  Griess, 
p.  107,  n°  86). 
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8.  Sur  un  plan  horizontal  glisse  sans  frottement  un  tube  rigide  de  section  iufi- 
niment  petite;  ce  tube  affecte  la  forme  d'une  courbe  qui,  rapportee  au  centre  de 
gravity  C  du  tube  comme  origine  et  a  un  axe  GA  invariablement  lie  au  tube 
comme  axe  polairc,  a  une  equation  donnce  0  =  /(/').  Dans  Tinternur  du  tube, 
i;lisse  sans  frottement  un  point  m  de  merne  masse  que  le  tube.  Trouver  le  mou- 
vement  du  systeme  suppose  place  dans  des  conditions  initiales  arbit raire*. 

Bepon.se.  —  Le  centre  de  gravite  G  milieu  de  Cm  est  anirne  d'un  mouvernent 
rcctiligne  uniforme.  Rapportonsle  mouvernent  a  des  axesGx',  Gy\  de  directions 
lixes,  menees  par  G.  La  position  du  systeme  est  alors  definie  par  les  coordonnccs 

polaires  G  m  =  ^>  mGx'  =  a  du  point  m  et  Tangle  £  de  CA  avec  Gx'.  Le  theo- 
rem e  des  forces  vives  donne 

r'2-h  7,2a'2-f-  ik-  £'2  =  A, 

et  celui  des  moments 

/•-  a'  -+-  2  k-  p'  =  const. ; 

d'ailleurs,  0  =  ACM  =  a  —  p  =/(r);  d'oii  a,  p  et  /•  en  fonctions  de  t. 

9.  Un  tube  rectiligne  homogene  AB,  de  section  infiniment  petite  et  de  masse  m, 
est  mobile  dans  un  plan  horizontal  xOy  autour  de  son  milieu  O  qui  est  fixe. 
Un  point  materiel  M,  de  masse  m,  glisse  sans  frottement  dans  le  tube  et  est 
attire  par  le  point  O,  proportionnellement  a  la  distance.  Trouver  le  mouvernent 
du  systeme. 

On  appellera  ink1  le  moment  d'inertie  du  tube  par  rapport  au  point  O,  6  Tangle 
rOA,  /*  la  distance  OM  et  \itnr  la  valeur  absolue  de  Taltraction  du  point  O  sur 
le  point  M. 

On  etudiera,  en  particulier,  le  mouvernent  en  supposant  qu'a  Tinstant  initial 

t  —  o,  on  ait 

dr  rf6 
r  =  dt  =  °'       dt  =  *V 

Dans  quel  cas  la  trajectoire  sera-t-elle  une  circonference  de  centre  O  ? 

(Licence,  Paris.) 

Resultats.  —  i°  La  somme  des  moments  des  quantites  de  mouvernent  par 
rapport  au  point  O  est  constante.  Done 

k-  -.-  -4-  r1  -  -  =  C. 
dt  dt 

2°  Le  theoreme  des  forces  vives  donne 

,,/rfev     Jd§y    (dry  . 

oil  h  est  une  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  /•  et  0. 
L'eliminalion  de  ^  donne  t  en  /•  par  une  quadrature. 

10.  Dans  l'exemple  III,  n°  366,  on  remplace  le  double  cone  par  une  sphere 
ayant  son  centre  dans  le  plan  vertical  EO£  mene  par  la  bissectrice  Ox  de  Tangle 
DOD',  et  assujettie  a  rouler  sans  glisser  sur  les  guides  OD  et  OD'. 
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Trouver  le  mouvemeiit  de  cette  sphere.  (Bille  de  billard  roulant  sur  deux 
queues  qui  torment  un  angle.) 

Result ats.  —  On  verifie  sans  peine  que  le  centre  C  de  la  sphere  decrit,  dans  le 
plan  vertical  yOx  mene  par  la  bissectrice  Ox  de  Tangle  des  deux  guides,  une 

eil i pse  BCA  dont  les  axes  sont  a  =  —  >  b  =  R,  ou  ©  designe  le  demi-angle  des 

sin  9 

guides  {Jig.  221 ). 

La  sphere  roulant  sur  les  deux  guides,  l'axe  instantane  de  rotation  de  la 
Sphere  est  La  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  avec  les  guides  :  le 
point  T  oil  cet  axe  rencontre  Ox  est  le  centre  instantane  de  rotation  dans  le 
planyOa?,  et  CT  est  normal  en  C  a  l'ellipse  lieu  du  centre.  Appelons  /•  la  lon- 
gueur de  cette  normale,  0  Tangle  dont  la  sphere  a  tourne  a  partir  de  sa  position 
initiale,  ds  Telement  d'arc  de  l'ellipse. 


(1 


d'apres  la  propriete  fondamentale  du  centre  intantane  de  rotation.  Si  Ton  designe 
par  u  Tanomalie  excentrique  du  point  C  de  l'ellipse,  les  coordonnees  x  et  y  de 
ce  point  sont 

x  —  a  cos  w,       y  =  b  sin  u. 
On  trouve  facilement,  pour  la  longueur  de  la  normale  CT, 

r2  =  ~  (a2  sin2 a  -h  b2  cos2 a) 
et,  pour  Telement  lineaire  d'ellipse, 

ds2  —  ( a2  sin2  u  -h  b2  cos2  u)  du2  =  ^  r2  du2. 
Portant  cette  valeur  dans  (1),  il  vient 

(  2 )  %  du  =  dQ  ; 

b 

enfin,  la  hauteur  *  du  centre  de  gravite  C,  au-dessus  de  I'horizontale  0£  du 
point  0,  e->t,  i  designant  Tangle  xOl, 

(3)  ,    £  =  x  sin  4  -h  y  cost  =  a  sin/  costz  -+-  b  cos*  sin  u. 
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Ln  force  vive  totale  de  la  sphere  est,  d'apres  le  theoreme  de  Koenig, 


MA-  etant  le  moment  d'inertie  de  la  sphere  par  rapport  a  un  diametre;  on  a 
done,  en  appliquant  le  theoreme  des  forces  vives,  supposant  que  la  sphere  parte 
sans  vitesse  initiale  de  la  position  pour  laquelle  a  —  m0,  et  tenant  compte  de  (2), 


Cette  formule  donne  I  en  //  par  une  quadrature.  On  peut  ainsi  etudier  le 
mouvement.  Pour  que  la  sphere  semble  remonter,  il  faut  et  il  suffit  que  le  centre 
de  gravite  descende  quand  la  sphere  semble  remonter. 

On  peut  verifier  que  le  mouvement  de  la  sphere,  au  point  de  vne  cinernatique 
s'obtient  en  faisant  rouler  une  epicycloi'de  sur  la  droite  Ox.  (Voir  Manxhi  r  . 
Journal  de  Liouville,  j 859,  et  Coniptes  rendus.  3  novembre  1890.) 

I!.  Un  tube  circulaire  homogene  de  masse  M,  et  de  section  infiniment  petite, 
est  mobile  sans  frottement  dans  un  plan  horizontal  autour  d'un  de  ses  points  O 
suppose  fixe.  Un  point  materiel  m,  de  masse  m,  est  mobile  sans  frottement  dans 
Tinterieur  du  tube,  et  est  repousse  par  le  point  O  propoitionnellernent  a  la  dis- 
tance. 

Trouver  le  mouvement  du  systeme  en  supposant  qu'il  soit  abandonne  a  lui- 
meme  sans  vitesse  initiale. 

On  appellera  R  le  rayon  du  tube.  VIA2  son  moment  d'inertie  par  rapport  au 
point  O,  0  Tangle  que  fait  le  diametre  OA  avec  un  axe  fixe  O.27,  et  a  Tangle  que 
fait  le  rayon  vecteur  Orn  avec  le  diametre  OA.  (Licence.) 

L2.  On  considere  une  roue  mobile  autour  d'un  axe  vertical  :  les  rayons  de 
cette  roue  sont  creux;  dans  chacun  d'eux  est  place  un  boulet  spherique  de 
masse  m;  les  centres  de  ces  boulels  sont  tous  a  la  meme  distance  initiale  c  de 
Taxe  de  la  roue. 

On  met  cette  roue  en  mouvement  en  lui  communiquant  une  vitesse  initiale//. 
Mouvements  des  boulets. 

[Le  centre  de  chaque  boulet  decrit  une  courbe  dont  Tequation  est  de  la  forme 
rco  9  =  c.  (Greenhill,  Fonctions  elliptiques,  traduction  de  Griess,  n°  88.)] 

13.  On  donne  un  quart  de  cercle  de  rayon  R  limite  par  un  rayon  vertical  Qy 
et  une  barre  homogene  pesante  AR  de  longueur  2 1  qui  glisse  sans  frottement 
sur  le  quart  de  cercle  et  dont  une  extremite  A  glisse  sans  frottement  sur  le  rayon 
vertical  Qy. 

i°  Trouver  la  position  d'equilibre  de  la  barre. 

20  La  barre  etant  abandonnee  a  elle-meme  sans  vitesse  initiale  dans  la  position 
horizontale,  etudier  son  mouvement. 

On  appellera  a  Tangle  de  la  barre  avec  Thorizontale  Ox  et  Ton  verifiera  que. 

dans  le  cas  particulier  ou  R  =         ,  Tangle  a  dans  le  mouvement  oscille  entre  o 

et  ~    (Licence,  Paris.) 


(4) 


==  2g  [a  siru  ( cosw0  —  cos  11)  ■+■  b  cose  (sin u0  —  sin  11 1  ]. 
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l  i.  Une  barre  homogene  pesante  AB,  assujettie  a  rester  dans  un  plan  vertical, 
est  rattachee  a  un  point  fixe  O  par  un  fil  OG  inextensible  et  sans  masse  fixe  en 
son  milieu  G.  Trouver  le  mouvement  de  cette  barre  et  la  tension  du  fil. 

On  appellera  /  la  longueur  du  fil,  M  la  masse  de  la  barre,  6  Tangle  du  fil  OC 
avee  La  verticale  Ox,  a  Tangle  de  la  barre  AB  avec  cette  merne  verticale. 

15.  On  considere,  dans  un  plan  horizontal  yOx,  une  tige  homogene  OA,  de 
masse  M  et  de  longueur  I,  mobile  autoui  de  son  extremite  O,  qui  est  fixe;  puis 
une  deuxieme  tige  homogene  AB,  de  meme  masse  M  et  de  longueur  double  2/ 
artieulee  a  la  premiere,  a  Textremile  A;  le  milieu  C  de  cette  deuxieme  tige  est 
attire  par  le  point  O  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

Trouver  le  mouvement  du  systeme. 

M  u. 

On  appellera  6  Tangle  .cOA  de  OA  avec  un  axe  fixe  Ox,  y  Tangle  CO  A  et  . 

OC3 

la  valeur  absolue  de  la  force  attractive  issue  du  point  O.  On  supposera  que  le 
systeme  parte  du  repos  et  que  Ton  ait,  dans  la  position  initiale, 

6  =  0,       9  =  ^  (Licence,  Paris.) 

16.  Un  carre  materiel  homogene  de  cote  2  a,  d'epaisseur  infiniment  petite  et  de 
masse  m,  peut  glisser  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  :  un  insecte  de 


meme  masse,  regarde  comme  un  point,  est  place  d'abord  au  milieu  d'un  cote 
en  A  et  le  systeme  entier  est  immobile;  a  Tinstant  t  '—  o,  Tinsecte  se  met  a  mar- 
cher  le  long  du  cdte  en  parcourant,  sur  le  cote,  des  longueurs  proportionnnelles 
aux  temps.  Mouvement  du  systeme. 

Iieponse.  —  Le  centre  de  gravite  reste  immobile.  Prenons  alors  ce  point  O 
pour  origine,  et  prenons  alors  pour  axes  Ox  et  Oy  des  axes  paralleles  aux  cotes  du 
carre  dans  la  position  initiale.  A  Tinstant  t,  Tinsecte  est  en  M,  le  centre  du  carre 
en  <'.',  le  point  A  milieu  du  cote  en  A',  et  Ton  a  par  hypothese  A'M  =  vt,  v  etant 
constant.  D'ailleurs,  la  masse  du  carre  et  celle  de  Tinsecte  etant  egales,  0  est  le 
milieu  de  (V  M  ( Jig  222). 

Soient  a  Tangle  dont  le  carre  a  tourne  dans  le  sens  negatif,  c'est-a-dire  Tangle 
de  C'A'  avec  Ox;  r  et  Q  les  coordonnees  polaires  de  M.  On  a 

CM      1    /\  vt 

r  —    =  -  \J a--+-  v2t-,        6  +  a=  A'C'M  =  arc  tang  — 

2         2*'  0  a 

D'ailleurs,  les  coordonnees  polaires  de  C'  sont  /■  et  8  +  it. 
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La  somme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  par  rapport  a  O  est  nulle, 
puisque  cette  somme  est  constante  et  que  sa  valeur  initiale  est  zero  On  a  done 
l'equation 

2  r2  6'  —  /. 2  a'  =  o, 

dans  laquelle  mk"1  est  le  moment  d'inertie  du  carre  par  rapport  a  son  centre. 
Cette  equation,  jointe  aux  deux  precedentes,  donne  r,  8  et  a  en  fonction  de  / 

17.  Meme  probleme  quand  on  remplace  la  plaque  carree  par  une  plaque  de 
forme  quelconque,  definie  comme  il  suit.  C  designant  le  centre  de  gravite  de  la 
plaque,  A  un  point  fixe  sur  le  contour,  M  un  point  variable  tel  que  arc  AM  =  s, 

on  a 

/\ 

CM  =  /($),       ACM  =  9(5). 

Reponse.  —  L'insecte  partant  de  A  et  parcourant  un  arc  s  =  vt  proportionnel 
au  temps,  on  a,  avec  les  notations  de  1'exercice  precedent,  les  relations 

r  =  I /(Vt),        b  —  oi=  o(vt) 

qui,  jointes  a  celle  ({ue  fournit  le  theoreme  des  moments,  donnent  r.  8  et  y.  en 
fonction  de  t. 

18.  Dans  1'exercice  IV  du  n°  366,  Pendule  elliptique,  calculer  la  duree  des 
oscillations  infiniment  petites;  que  devient  cette  duree  quand  m  augmente  inde- 
finiment  ? 

Reponse.  —  Appelant  a  Tangle  d'ecart  initial,  on  a  A-  — —  cosa.  Comme  8  et  a 
sont  tres  petits,  on  peut  faire 

62  a- 

sin  6  —  6,        cos  0  —  i  >        cosa  =  i  ; 

2  2  ' 


alors  on  a 


c?6 \2 _  g  m  -\-  mr  a- — 82 
dt  )  ~~~  I  m 


m 


En  developpant  le  dernier  facteuv,  suivant  les  puissances  de  82,  et  negligeant 
les  puissances  superieures  a  la  deuxieme  et  le  produit  ot202,  on  a 

^V_5'm-tmi(a2_62); 


\dtj  I 

d'oii 


q  m  -h  m, 

Si  m  augmente  indefiniment,  on  trouve  comme  limitela  duree  des  oscillations 
du  pendule  simple,  ce  qui  est  evident  a  priori,  car  alors  la  masse  m  ne  bouge 
plus. 

19.  Un  triangle  rectangle  pesant,  assujetti  a  rester  dans  un  plan  vertical,  glisse 
sans  frottement  sur  un  axe  horizontal  Oa?  sur  Jequel  il  repose  par  un  cote  de 
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Tangle  droit;  sur  Thypotenuse  roule  un  disque  vertical  homogene  pesant. 
Mouvement  du  systeme.  (Licence.) 

Reponse.  —  La  position  du  systeme  depend  de  deux  parametres  :  Tabscisse 
d  un  point  du  triangle  et  Tangle  dont  le  disque  a  tourne. 

Le  theoreme  des  quantites  de  mouvement  projetees  sur  Oa?etle  theoreme  des 
forces  vives  fournissent  les  deux  equations  du  mouvement. 

20.  Un  disque  homogene  pesant,  situe  dans  un  plan  vertical,  roule  sans  glisser 
sur  une  droite  fixe  Ox  de  ce  plan  :  le  centre  du  disque  est  attire  proportion- 
nelllement  a  la  distance  par  un  point  fixe  O  de  la  droite.  Mouvement  du  disque. 

(Licence. ) 

Reponse.  —  Le  systeme  etant  a  liaisons  completes,  sans  frottement,  il  suffit 
d'appliquer  le  theoreme  des  forces  vives.  Le  mouvement  est  tautochrone. 

21.  Quatre  points  materiels,  de  masses  egales,  assujettis  a  rester  sur  un  plan 
donoe  fixe  ct  parfaitement  poli,  occupent  les  quatre  sommets  d'un  losange  arti- 
eule  dont  les  quatre  cdtes  sont  constitues  par  quatre  tiges  rigides  sans  masse 
appreciable. 

On  imprime  au  systeme  un  mouvement  connu  dans  le  plan  donne,  et  Ton  pro- 
pose de  trouver  le  mouvement  ulterieur,  en  admettant  qu'aucune  force  exterieure 
u'intervienne  et  qu'il  ne  se  produise  aucun  frottement  aux  articulations. 

Pour  determiner  le  mouvement  qui  aura  lieu  apres  que  deux  des  points  seront 
venus  se  choquer,  on  regardera  ces  points  comme  des  corps  absolument  denues 
d'elasticitc. 

Examiner  en  particulier  le  cas  oil,  a  Tinstant  initial,  les  milieux  de  deux  cotes 
opposes  du  losange  auraient  des  vitesses  nulles.  (Licence,  Caen.) 

22.  Mouvement  de  la  machine  d'Atwood  dans  l'air  quand  on  suppose  que  Tair 
exerce,  sur  les  deux  masses  pesantes  suspendues  aux  fils,  une  resistance  propor- 
tionnelle  a  la  vitesse.  ( Licence,  Clermont. ) 

23.  Une  tige  BC  est  assujettie  a  glisser  sur  une  droite  fixe  x'x.  Cette  tige  se 
meut  sous  Taction  d'un  point  fixe  A  qui  attire  tous  les  elements  de  BC  propor- 
tionnellement  a  la  distance  et  a  la  masse  de  ces  elements.  La  tige  BC  est  homo- 
gene; Tattraction  du  point  A  sur  un  element  de  BC,  de  masse  r  a  la  distance  1, 
produit  une  force  egale  a  Tunite.  A  Torigine  du  temps,  la  tige  BC  est  immobile; 
si,  du  point  A,  Ton  abaisse  sur  x'x  une  perpendiculaire  AO,  la  longueur  AO  est 
egale  a  ia  et  la  distance  de  O  au  milieu  de  BC  est  a  Torigine  du  temps  egale 
h  -  a.  Trouver  le  mouvement  de  BC  : 

i°  En  supposant  que  BC  glisse  sans  frottement  sur  x'x: 

20  En  supposant  que  x' x  soit  depoli  et  que  le  coefficient  du  frottement  de  BC 
sui  r'x  soit  1.  Trouver,  dans  ce  cas,  au  bout  de  combien  de  temps  la  tige  BC 
sera  en  repos  et  quelle  sera  alors  la  position  de  cette  tige. 

(Licence,  Marseille,  1884.) 

24.  1  n <  sphere  bomogene  pesante  est  placee  sur  un  plan  incline  rugueux,  le 
coefficient  de  frottement  etant  /;  la  sphere  commence-t-elle  par  rouler  sans 
glisser,  ou  par  glisser? 

2 

a  designant  I'inclinaison  du  plan  sur  Thori/on,  il  y  a  roulement  si  />  -  tanga. 
1  Hoi  111,  Rigid  dynamics,  vol.  I,  n°  161.) 
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25.  Une  sphere  homogene  anirnce  d'une  rotation  £  autour  d'un  diametre  hori- 
zontal est  posee  sur  un  plan  horizontal  rugueux.  Trouver  son  mouvement. 

Probleme  analogue  a  celui  du  cerceau  n°  371.  II  y  a  glissement  jusqu'a 
l  instant  t{  =s  -  a  designant  le  rayon;  apres,  il  y  a  roulement  uniforme  si 

Ton  neglige  le  frottement  de  roulement  (Routh,  n°  162.  )J 

26.  Une  barre  homogene  pesante  AB  est  termince  par  deux  anneaux  qui 
glissent  avec  frottement  le  long  de  deux  tiges  horizontales  rectangulaires  Ox 
et  Oy.  La  tige  est  lancee  avec  une  vitesse  angulaire  instantanee  Q,  dans  une 
position  infiniment  voisine  de  Ox.  Mouvement. 

[il  y  a  deux  cas  a  distinguer,  suivant  que  /est  superieur  ou  inferieur  a  \  2. 
(Routh,  Ibid.,  n°  166.)] 

27.  Un  cercle  materiel  homogene  pesant  peut  glisser  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal.  Ce  cercle  etant  immobile,  un  point  materiel  pesant  de  meme 
masse  que  le  cercle  est  place  en  m0  sur  le  cercle,  et  lance  horizontalement  avec 
une  vitesse  donnee  v0  perpendiculaire  au  rayon  qui  passe  par  m0. 

Trouver  le  mouvement  du  systeme,  sachant  que  le  cercle  frotte  sur  le  point  et 
que  le  coefficient  de  frottement  est  /. 

28.  Dans  le  pendule  elliptique  du  n°  366,  on  suppose  que  le  point  m  glisse 
avec  frottement  sur  Ox.  Le  pendule  etant  ecarte  d'un  angle  a  de  la  verticale,  on 
le  laisse  aller  sans  vitesse  initiale.  Que  doit  etre  cet  angle  a  pour  que  le  point  m 
reste  immobile  ?  (  Voir  fin  du  n°  375.) 

29.  Pendule  isochrome  de  Phillips.  —  Soit  un  pendule  dont  l'axe  de  rotation 
se  projette  en  O,  et  dont  le  fcentre  de  gravite  est,  a  un  instant  quelconque,  en  G. 


0  X 


V! 

Fig.  223. 


Soit  DBE  un  ressort  en  acier,  forme  d'une  lame  encastree  en  D,  ou  sa  tan- 
gente  est  horizontal  et  perpendiculaire  a  l'axe  O.  Son  extremite  E  est  libre  et 
depasse  un  peu  la  verticale  OV.  Le  ressort  est  relie  au  pendule  par  une  bielle  AB 


CHAPITRE  XIX.  —  DYNAMIQUE  DU  CORPS  SOLIDE.  l47 

{Jig.  228)  do  petite  section,  et  de  tres  faible  masse,  articulee,  d  une  part,  avec 
le  pendule  en  A,  et,  d'autre  part,  en  B  avec  le  point  du  ressort  qui,  dans  la  posi- 
tion d'equilibre,  se  trouve  en  G  sur  OV,  de  sorte  que  OG  —  OA  -+-  AB.  D'ailleurs. 
OA  =  AB. 

On  peut  regler  i'appareil  de  telle  facon  qu'en  ecrivant  l'equation  du  mouvement 

le  second  membre,  developpe  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  a,  con- 
tienne  un  terme  en  a,  puis  un  terme  en  a5,  les  termes  intermediaircs  manquant . 
Lc  mouvement  est  alors  isochrone  pour  de  petites  oscillations.  (Coinptes  rendus, 
26  janvier  1891. ) 

30.  Dans  un  plan  vertical  est  fixe  un  disque  circulaire  A  dont  la  circonference 
est  depolie. 

I.  Un  point  pesant  P  est  place  sans  vitesse  initiate  sur  la  circonference  du 
disque  A  dans  le  voisinage  du  point  le  plus  baut  du  disque  A. 

i°  On  demande  de  determiner  Tangle  minimum  a  que  doit  faire  le  rayon  qui 
passe  par  le  point  P  avec  la  verticale  dirigee  vers  le  haut  pour  que  le  point  P 
resse  d'etre  en  equilibre;  2°  si  le  point  P  est  place  sur  le  disque  sans  vitesse 
initiale  de  maniere  que  le  rayon  qui  .passe  par  le  point  P  fasse  avec  la  verticale 
un  angle  un  peu  plus  grand  que  a,  le  point  P  glisse  d'abord  sur  le  disque,  puis 
quitte  le  disque.  On  demande  de  former  l'equation  qui  donne  Tangle  de  la  verti- 
cale avec  le  rayon  qui  passe  par  P,  lorsque  ce  point  P  se  detache  du  disque  pour 
tomber  librement. 

II.  Sur  le  disque  circulaire  A,  dans  le  plan  de  ce  disque,  on  place  un  deuxieme 
disque  circulaire  pesant  B  qui  est  homogene  et  dont  le  rayon  est  egal  a  la  moitie 
du  rayon  du  disque  A.  La  circonference  de  B  est  depolie,  en  sorte  que  les  deux 
disques  frottent  Tun  sur  Tautre;  on  neglige  la  resistance  au  roulement. 

A  Torigine,  le  disque  B  est  sans  vitesse  et  le  rayon  du  disque  A  aboutissant 
au  point  de  contact  des  deux  disques  fait  avec  la  verticale  ascendante  un  angle 
aigu  p\ 

Entre  quelles  limites  doit  etre  compris  [3  pour  que  le  disque  B  roule  d'abord 
sans  glisser  sur  le  disque  A  ? 

En  ad  men  ant  que  le  disque  B  commence  par  rouler,  etudier  son  mouvement 
et  former  les  equations  qui  donnent  :  i°  Tangle  que  fait  avec  la  verticale  ascen- 
dante le  rayon  A  qui  passe  par  le  centre  de  B  a  Tinstant  oil  cesse  le  roule- 
ment simple  sans  glissement;  20  Tangle  analogue  a  Tinstant  oil  le  disque  B  se 
detache  de  A. 

Dans  les  deux  questions,  on  dcsgnera  par  /  le  coefficient  du  frottemenl  de 
glissement.  (Agrcgation,  i8jG.) 

31.  Ln  triangle  equilateral  materiel  OAB  pouvant  glisser  sur  un  plan  hori- 
zontal fixe  xOy  est  assujetti  a  tourner  a u tour  de  son  sommet  O  qui  est  fixe.  Un 
point  materiel  M,  de  masse  iresl  assujetti  a  glisser  sur  le  cote  AB  et  est  attache 
au  sommet  O  par  un  (il  elastique  et  sans  m;isse  OM  dont  la  longueur  a  Tetat 
naturcl  (quand  il  a'est  pas  allonge)  est  e^ale  a  la  hauteur  OH  =  a  du  triangle. 
On  admet  que  la  tension  de  ce  lil  est  proport  ionnelle  a  son  allongemcnl  a  parti r 
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de  Tetat  nature!  a,  de  telle  sorte  que,  quand  le  fil  a  une  longueur  OM  /•,  sa 
tension  a  pour  expression  ->.k(r  —  a),  /."  designant  une  constante  positive. 

Trouver  le  miuvement  du  systeme  en  supposant  les  liaisons  realisce3  sans 
frottements. 

Notations  et  conditions  initiates.  —  On  appellera  /  La  distance  OM  ,  2  Tangle 
HOM,  <p  Tangle  xOH,  I  le  moment  d'inertie  du  triangle  par  rapport  au  point  O, 

a 

et  Ton  remarquera  que  cosa  =  -  • 

On  prendra  comme  parametres  independants  /•  et  ®,  et  Ton  admettra  qu'a 
Tinstant  initial  le  systeme  part  du  repos,  le  mobile  M  etant  en  A. 

(Licence,  iQOi.j 

Beponse.  —  On  psut  appliquer  le  theoreme  des  moments  cinetiques  par  rap- 
port a  O  et  le  theoreme  des  forces  vives.  On  a  ainsi  les  deux  equations 

.  do       „  ! do  da\ 

oil  la  constante  des  forces  vives,  d'apres  les  conditions  initiates,  a  pour  valeur 

h  —  ka}  j-  

*    Eliminant  a  et  a?,  on  arrive  finalement,  pour  /•,  a  une  equation  de  la  forme 

M*(r)(S)2=~A'(r~a)2+A' 

oil  xV(r)  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  r  >  a  que  peut  prendre  r.  II  faut 

2  a 

que  le  deuxieme  membre  soit  positif  aussi,  ce  qui  exige  r<  —  • 

V3 

On  peut  trouver,  sous  forme  finie,  la  relation  entre  r  et  <p. 

31.  Une  plaque  homogene  a  la  forme  d'un  pentagone  ABODE  forme  par  la 
reunion  d'un  rectangle  ABCE  et  d'un  triangle  isoscele  CDE  de  sommet  D.  Le 
cote  AB  a  une  longueur  de  3m,  le  cote  BC  une  longueur  de  4ra  et  la  hauteur  DH 
du  triangle  une  longueur  de  im.  La  masse  de  la  plaque  est  de  ios  : 

i°  Determiner  Tellipsoide  d'inertie  de  cette  plaque  par  rapport  au  point  de 
rencontre  0  des  diagonales  AC,  BE  du  rectangle  ABCE  (on  ecriia  les  coeficients 
en  unites  C.  G.  S.). 

2°  On  fait  osciller  la  plaque,  supposee  pesante,  autour  de  la  droite  AC  fixee 
horizontalement.  Calculer  la  duree  des  oscillations  infiniment  petites. 

Beponse.  —  En  posant  AB  =  2a,  BC  =  26,  et  appellant  m  la  masse  totale. 

3 

m  —  5p  ab,  ou  p  est  la  masse  de  Tunite  de  surface,  on  a  a=  7  b;  les  moments 

4 

d'inertie  par  rapport  a  Ox  (parallele  a  AB)  et  a  Oy  sont  A  =  ^  mb-, 
B  =  |^  mb~  et,  par  rapport  a  OC,  I  =       mb2.  Enfin  T  ==  2^  y/"^""  =  4  second.es 
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380.  Historique.  —  Le  probleme  du  mouvement  d'un  solide 
autour  d'un  point  fixe  a  £te  abord£,  pour  la  premiere  fois,  par 
d'Alembert,  dans  son  Ouvrage  sur  la  Precession  des  equinoxes, 
publie  en  1 749-  On  n'avait  pas  meme  alors  les  six  equations 
g£ne>ales  de  l^quilibre  d'un  solide  libre;  on  connaissait  les  trois 
premieres,  qui  exprimentque  la  somme  des  composantes  des  forces 
parallelemenl  a  chacun  des  axes  coordonn^s  est  nulle,  mais  non  les 
trois  autres,  qui  expriment  que  la  somme  des  moments  par  rapport 
a  chacun  des  axes  coordonne\s  est  nulle,  les  seules  qui  intervien- 
nent  quand  le  corps  est  mobile  autour  d'un  point  fixe.  Celles-la, 
d'Alembert  les  a  donnoes  pour  la  premiere  fois  dans  I'Ouvrage  dont 
nous  parlons;  elles  en  forment  la  base  essentielle.  De  la,  d'Alem- 
bert a  passe"  par  son  principe  (Traite  de  Dynamique,  publie" 
en  17  {3)  aux  equations  du  mouvement,  de  sorte  que  tout  lui 
appartient  dans  la  mise  en  Equation  du  probleme. 

Apres  d'Alembert,  Euler  et,  avec  lui,  l'el^gance  (*)  :  c'est  Euler 
qui  a  presento  sous  leur  forme  definitive  les  equations  du  mouve- 
ment d'un  solide  autour  d'un  point  fixe;  c'est  lui  aussi  qui,  le 
premier,  a  trouve  les  integrates  rigoureuses  pour  le  cas  011  les 
forces  exterieures  sont  nulles  ou  admetient  une  resultante  unique 
passant  par  le  point  fixe.  ( Vo yez  Memoires  de  V Academie  de 
Berlin  pour  1708.) 

Lagrange.  Laplace  et  Poisson  ont  continue  ce  genre  de  ques- 


(')  Voyez  un  article  de  Liouville  {Journal  de  Liouville,  2e  serie,  t.  III). 
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lions,  et  ont  resolu  des  problemes  nouveaux  ou  perfeclionne  des 
solulions  anciennes.  Lagrange  a  resolu  le  premier  le  probleme  du 
mouvement  d'un  corps  grave  de  revolution  suspendu  par  un  point 
de  son  axe  (Micanique  analytique  Section  TX);  ce  meme  pro- 
bleme a  et£  posterieurement  traite  par  Poisson  comme  entiere- 
ment  nouveau;  la  solution  qu'il  en  donne,  sans  citer  aucunemenl 
Lagrange,  se  trouve  dans  le  XVIC  Cahier  du  Journal  de  VEcole 
Poly  technique  (  r  8 1 5  ) . 

Poinsot,  revenant  au  cas  particulier  ou  les  forces  exterieures 
sont  nulles,  deja  traite  par  Euler,  en  a  fait  une  etude  synthelique 
profonde  [Journal  de  Liouville,  ir0  serie,  t.  XVI)  :  il  est  arrive 
a  une  representation  geometrique  du  mouvement  d'une  rare  ele- 
gance. 

Jacobi  {Journal  de  Crelle,  t.  39)  a  donne  la  solution  definitive 
du  probleme  d'Euler  par  Pemploi  des  fonctions  elliptiques,  en 
exprimant,  par  des  fonctions  uniformes  du  temps,  les  neuf  cosinus 
des  angles  que  font  les  axes  principaux  d'inerlie  du  corps  avec 
trois  axes  fixes.  En  1 883 ,  Hermite,  dans  son  Memoire  Sur 
quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  a  ramene  le 
calcul  de  ces  neuf  cosinus  a  l'integration  de  l'equation  de  Lame 
et  a  determine  aualytiquement  tous  les  Elements  de  la  solution  de 
Poinsot. 

Enfin  Mm<:  rvovvaleski,  dans  un  Memoire  couronne  par  l'Aca- 
demie  des  Sciences  [Acta  mathematica,  t.  XII),  a  decouvert  un 
nouveau  cas  d'inlegrabilite  des  equations  du  mouvement  d'un 
corps  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe. 

Nous  indiquerons,  dans  le  courant  du  Chapitre,  les  perfeclion- 
nements  apportes  par  divers  auteurs  a  ces  theories  generales. 

I.  —  EQUATIONS  GENERALES. 

381.  Preliminaires  geometriques.  Variables  servant  a  definir  la 
position  d'un  triedre  mobile  par  rapport  a  un  triedre  fixe  de  meme 
sommet.  —  lmaginons  un  triedre  trireclangle  fixe  O^iTi^i,  et 
un  triedre  trirectangle  mobile  Oxyz  oriente  comme  le  triedre 
fixe;  nous  supposons  que,  dans  les  deux  triedres,  une  rotation 
de  90"  dans  le  sens  positif  autour  de  l'axe  des  z  amene  1'axe  des  x 
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sur  l'axe  des  y.  En  Geometric  analvtique,  on  deTmit  ordinaire- 
ment  la  position  du  triedre  Qjcyz  par  les  neuf  cosinus  des  angles 
que  font  les  axes  Oxyz  avec  les  axes  0*  t'\V\  %\  '■ 

-jl  —  cos(#,  a?i)3        [3  =  cos  (a?,  jki  ),       Y  =  cos(#,  £1),  - 
a'=  cos(r,  P'=  cos(/3  71),       y'  =  cos  (7,  *t), 

o£'==  cos(*,  p*=  cos (5,  jki),       y"=  cos(^,  ^  ), 

Entre  ces  neuf  cosinus  exislent  six  relations  bien  connues,  de 
sorte  que  trois  d'entre  eux,  convenablement  choisis,  peuvent  etre 
regardes  comme  arbitraires.  On  comprend  des  lors  qu'on  pourra 
exprimer  ces  neuf  cosinus  en  fonction  de  trois  variables  ind6- 
pendantes. 

Les  variables  les  plus  usit^es  en  Mecanique  sont  les  angles 
d'Euler,  et,  dans  la  G^om^trie  moderne,  les  parametres  d'Olinde 
Rodrigues  et  ceux  qui  en  derivent. 

Angles  d'Euler.  —  Soil  01  {fig-  224)  l'intersection  du  plan 
des  xy  avec  celui  des  x^y^\  prenons  arbitrairement  sur  cette 


Fig.  224. 


droite  une  direction  positive  01  et  designons  par  ^  Tangle  de  cette 
direction  et  de  la  direclion  0#i,  cet  angle  ctant  compte  positive- 
ment  de  0.^1  vers  01  dans  le  sens  des  rotations  positives  aulour 
de  Oz-i.  La  droite  OI  est  perpendiculaire  an  plan  zOz±.  Soit  0 
Tangle  de  ()z  avec  Ozi}  compte"  posilivement  de  O^i  vers  Oz 
dans  le  sens  des  rotations  positives  aulour  de  01;  L'axe  Oz  est 
perpendiculaire  au  plan  lOx;  soit  9  Tangle  dont  il  fnut  faire 
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lourner  la  droite  OI  autour  de  Oz  dans  le  sens  positif  pour  la 

faire  coincider  avec  Ox.  L'angle  10y  est  alors  egal  a  <p  -j-  -• 

Los  trois  angles  0,  cp,  sont  evidemment  independants  Tun  de 
['autre  et  peuvent  etre  choisis  arbitrairement.  A  chaque  systeme 
de  valeurs  de  ccs  angles  correspond  une  position  et  une  seule  du 
triedre  mobile  Oxyz. 

Par  analogic  avec  la  lerminologie  employee  en  Astronomie,  on 
appelle  quelquefois  01  la  ligne  des  nceuds,  ^  Tangle  des  preces- 
sion, 0  l'angle  de  nutation,  cp  l'angle  de  rotation  propre.  Ces  expres- 
sions s'emploient  surtout  quand  les  axes  Oxyz  sont  lies  a  un 
solide  de  revolution  autour  de  ();. 


Fortuities  d'Olmde  Rodrigues.  —  II  est  facile  d'exprimer  les  neuf 
cosinus  en  fonction  des  angles  0,  o  et  <\>.  Nous  ne  nous  arreterons  pas  a 
demontrer  ces  formules  qui  se  trouvent  dans  tous  les  Traites  de  Geometrie 
analytique;  nous  nous  bornerons  a  les  ecrire  : 


COS(#,  X[  )  = 

cos  cp  cos  b  — 

sin  cp  sin  <\>  cos  0, 

cos(x,  yx)  = 

cos  cp  sin  b  -h 

sin  9  cos-i>  cos  0, 

cos        Z-i  )  = 

sin  ©  sin  0  ; 

COS(  J",  xx)  ==  — 

sin  cp  cos<i>  — 

coscp  sin  b  cosO, 

cos(y.  yx)  =  — 

sin  o  sin  6  -+- 

cos  cp  cosb  cos0. 

COS(j,  Zi)  = 

cos  cp  sin  6  ; 

cos (5,  X\)  = 

sin  >\>  sin  0, 

cos(s,  jKi)  ==  — 

costy  sin  0, 

cos(c,  Zi)  = 

COS0. 

Si  Ton  ]>ose 


X        .0       b  —  c  u  .    0   .    <b  —  o 

-  =  sin  -  cos  L  >  -  =      sin  -  sin  -   > 

T  2  2  t  2-  2 

v  0   .    d<  -+-  ©  0  9       6  -»-  © 

-  =  cos  -  sin   ,  -  =  —  cos  -  cos   > 

X  2  2  X  2  2 


on  trouve  immediatement  que  ces  quatre  rapports  sont  lies  par  la  relation 

A  -  — I-  fj^-h  V2-+-  p2    -  t* 


On  a  ensuite,  en  exprimant  les  neuf  cosinus  en  fonction  des  quatre 
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rapports,  puis  en  e'liminant  x2  a  ['aide  uV  la  derniere  relation,  les  formules 
d'Olinde  Rodrigues  : 


X2 

—  ;jl2 —  v2  -f-  p2 

A 

+  <x-  -h  v2  -+-  p2 

2(XfJL  —  Vp  ) 

A- 

-+-  [J.2  -+-  V2  -+■  p2 

'>(  AV  4"  fAp) 

et  six  autres  formules  analogues  donnant  les  neuf  cosinus  en  fonctions 
rationnelles  de  trois  parametres  qui  sont  les  rapports  de  trois  des  quan- 
tites X,  u,  v,  p  a  la  quatrieme. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  simplifier  davantage  les  formules  clas- 
siques  qui  expriment  les  coordonnecs  a',,  yif  Z\  d'un  point  par  rapport 
aux  axes  fixes  Ox\y\,z\  en  fonction  des  coordonnecs  x,  y,  z  du  meme 
point  par  rapport  aux  axes  Oxyz;  pour  cela  on  introduit  les  quantites 


liees  par  la  relation 


-      8  .         -i1-^  .  0 

e     ~    cos  -  }  b  =  te       ~    sin  -  j 

2  2 

.  *^  .o  ,  6 

re     "    sin  -j  a  —  e       ~    cos  -  > 

2  2 


atf?  —  be 


et  Ton  montre  que  les  formules  de  transformation  de  coordonnees  peuvent 
efre  ramenees  a  une  meme  substitution  lineaire 


d  cu  -+-  d  ' 


rll'ectuee  a  la  fois  sur  deux  quantites  u  et  u  . 

Pour  les  formules  d'Olinde  Rodrigues,  nous  renverrons  aux  Lecons  de 
Cinematique  de  Kcenigs,  et,  en  particuler,  a  la  IXote  de  Darboux  placee  a 
la  fin  du  Volume  de  Kcenigs;  puis,  pour  la  reduction  des  formules  de 
transformation  a  une  substitution  lineaire,  nous  renverrons  au  meme 
Volume  de  Kcenigs,  p.  337,  ^  l'Ouvrage  de  Klein  etSommelfeld  {Ueber  die 
Theorie  des  Kreisels,  Chap.  I),  et  a  une  Note  de  Lacour  {Nouvelles 
t  una  les  de  Mathematiques,  3P  serie,  t.  XVIII,  decembre  1899). 


*.)(S!2.  Preliminaires  cinematique s.  Rotation  instantanee  d'un 
triedre  mobile.  -  I  inanitions  un  tried  re  Oxyz  qui  se  meul  autour 
du  point  lixe  ()  par  rapport  a  un  triedre  Oxiy\  z\  regards  comme 
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fixe.  Pour  definir  ce  mouvement,  il  suffil  d'imaginer  que  les  angles 
d'Euler  0,  cp,     sont  des  fonclions  continues  du  temps. 

Nous  avons  vu  en  Cinematiquejque.  dans  un  corps  solide  mobile 
a u lour  d'un  point  fixe,  I'etat  des  vitesses  a  un  instant  t  est  le  meme 
que  si  le  corps  etait  anime  d'une  certaine  rotation  u  autour  d'un 
axe  passant  par  le  point  fixe.  Cette  rotation  w  s'appelle  la  rota- 
tion instantanee  a  V instant  t  :  elle  est  representee  par  un  vec- 
teur,  comme  nous  l'avons  explique  (n°  44).  Appelons  p,  q,  r 
Jes  composantes  de  la  rotation  instantanee  du  triedre  mobile  suivant 
les  axes  mobiles  Ox,  Oy,  Oz.  Nous  avons  exprime  /?,  q,  r,  en 
fonction  des  neuf  cosinus  et  de  leurs  derivees  par  rapport  au 
temps  (n°  51).  Actuellement  nous  nous  proposons  de  calculer 
p.  q,  r  en  fonction  de  0,  o,  ^  et  de  leurs  derivees  6',  cp',  -V  par 
rapport  a  t. 

Pour  amener  le  triedre  de  la  position  qu'il  occupe  a  l'instant  t 
et  qui  correspond  aux  valeurs  0,  cp,  ^  des  trois  angles,  a  la  position 
infiniment  voisine  qu'il  occupe  a  l'instant  t  -f-  dt  et  qui  correspond 
aux  angles  0  -f-  dQ,  cp  -f-  <icp,  <1)  -+-  db,  on  peut  proceder  comme  il 
suit  : 

On  fait  d'abord  tourner  le  triedre  de  d<l>  autour  de  0^4;  alors 
d>  augmente  de  d<\>,  0  et  cp  ne  changent  pas.  Autour  de  la  nouvelle 
position  de  01  on  fait  tourner  le  triedre  de  <i0;  enfin,  autour  de  la 
nouvelle  position  de  Oz,  on  le  fait  tourner  de  do.  Si  Ton  concoit 
que  ces  trois  deplacements  angulaires  se  font  dans  l'espace  de 
temps  dt,  les  vitesses  angulaires  de  rotation  correspondantes  sont 
9'  et  cp'. 

On  peut  dire  que  la  rotation  instantanee  co  du  triedre  est  la 
resultante  des  trois  rotations  if/,  0;  et  cp'  effectuees  autour  de  Ozl}  01 
et  O^.  Ces  trois  rotations  composantes  sont  representees  {fig.  224) 
par  des  vecteurs  egaux  a  0',  cp',  portes  sur  les  axes  Oz^,  OI 
et  Oz.  La  rotation  resultante  co  est  la  somme  geom£trique  de  ces 
trois  vecteurs  :  sa  projection  sur  un  axe  quelconque  est  done 
egale  a  la  somme  des  projections  des  composantes  t}/9  0'  et  cp'  sur  le 
meme  axe. 

Nous  chercberons  d'abord  les  projections  de  la  rotation  instan- 
tanee co  du  triedre  mobile  sur  les  trois  axes  rectangulaires  01. 
OJ,  Os,  l'axe  O.T  etant  situe  dans  le  plan  xOy,  et  faisant  avec  OI 
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Tangle -f-       appelons  «/,  coy.  co3  cos  irois  projections,  donl  la 

troisieme  est  r.  Pour  les  ohtenir,  il  suffil  de  remarquer  que  le 
vecteur  i|/  etant  dans  le  plan  sOJ  peut  etre  decompose  en  ses  deux 
projections      el  ty'z  sur  OJ  el  ( )z.  a  savoir 

=  'V  sinO.       (LI  =  'j»'cosO. 
On  a  alors,  suivant  OJ,  OJ,  Oz  les  Lrois  coinposanles  de  co  : 

(1)  w/  —  0'.       tO/  =  J/  sin 83       r  =  -V  cos6  -+- 

Pour  avoir  ensuite  q,  il  suffit  de  faire  la  somme  des  projec- 
tions des  composanics  co,-  et  co/  sur  Ox  el  Oy  :  coinme  les  axes 
rectangulaires  IOJ  sont  dans  le  plan  xOy  el  que  Ox  fait  avee  01 
Tangle  cp,  on  a  immediatemeni 

j)  —  CO;  COS  Cp  -h  COy  sin  cp, 
^  —  (Oj-COS  ^9  -h  ^  \  -h  coy  cose.  ; 

d'ou,  entin,  les  formules  donnant  p,  q,  r  : 

(  p  =  <y  sin  0  sin  cp  -+-  6'  cos  9 , 

(2)  I  q  =  <|/  sin  8  cos  cp  —  0'sin9, 
^  r  —  'VcosO  -h  ©'. 

Remarque.  —  Dans  ces  formules,  les  trois  premiers  termes 
des  seconds  membres  representent  respectivement  les  trois  pro- 
jections du  vecteur  J/  dirige  suivant  Osi  sur  Ox,  Or,  Oz.  On  en 
deduit  que  les  cosinus  y,  y',  y"  des  angles  que  fait  Ozl  avec  Ox, 
O  r,  O:  son! 

(3)  y  ==  sin  &  sin  o,       7' :=  sin  0  cos  9.       y"  —  cosfl, 
comme  nous  Tavons  deja  vu  dans  le  numero  precedent. 

Probleme  inverse.  —  Nous  venons  de  voir  comment,  connais- 
sant  le  mouvement  du  triedre  Oxyz,  e'est-a-dire  les  expressions 
de  0,  cp,  <j<  ou  des  neuf  cosinus  a,  (3,  y,  .  .  .  en  fonclion  de  t,  on 
pent  calculer  les  composantes  p.  q,  r  de  la  rotation  instanlanee  du 
triedre  en  fonclion  de  t. 

Inversemenl.  supposons  que  Ton  connai^c       (/,  r  en  fonclion 
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de  t,  et  que  Ton  vcuille  calculer  0,  cp,  011  ^es  neuf  eosinus  a,  (3, 
v,  ...  t'Q  fonclion  dc  /.  II  faudra  alors  intcgrer  los  Equations  (2) 
du  premier  ordre  en  0,  cp,  ty.  On  peul  demonlrer  que  ce  probleme 
se  ramene  a  l'inlegrai ion  d'une  Equation  de  Riccati  a  coefficients 
complexes  [voir  Darboux,  Lecons  sur  la  thiorie  generate 
des  surfaces >  t.  L  Chap.  II,  Mayer,  Symmetrische  Losung,... 
[Hcrichte  der  konigl.  sdchs.  Gesellschaft  der  W  issenschaf ten 
zu  Leipzig,  2  mars  1902)  et  les  Traites  d'Analysc,  par  exemple 
Goursatl. 

!>8o.  Corps  solide  mobiie  autour  d'un  point  fixe;  emploi  d'un 
triedre  mobile  invariablement  lie  au  corps.  —  Imaginons  un  solide 
materiel  en  mouvement  autour  d'un  point  fixe  O.  Pour  determiner 
la  position  de  ce  corps  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox^yiZi,  \\ 
suffit  de  considerer  un  triedre  trirectangle  Oxyz  invariablement 
lie  au  corps  :  la  position  du  corps  sera  alors  dcfinie  a  chaque 
instant  par  celle  du  triedre,  c'est-a-dire  par  la  connaissance  des 
trois  angles  d'Euler  0,  cp,  ^  en  fonction  du  temps. 

La  rotation  instantanee  w  du  corps  solide  est  alors  identique  a 
celle  du  triedre,  et  ses  composantes /?,  r  suivant  les  axes  mobiles 
Oxyz  sont  donnees  par  les  formules  (2)  ci-dessus.  Nous  allons 
calculer  la  force  rive  du  corps  et  le  moment  resultant  des 
(juantites  de  mouvement  des  points  du  corps  par  rapport  au  point 
fixe  O. 

Force  vive  du  corps.  —  Soit  v  la  vitesse  d'un  point  m  du  corps 
ajant  pour  coordonnees  ./  ,  y,  z  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz 
lies  au  corps.  Les  composantes  de  la  rotation  instantanee  co  sui- 
vant ces  axes  etant  /?,  q,  r,  les  projections  vx,  pr,  vz  de  v  sur  les 
axes  sont  (44) 

vx=qz  —  ry,        vy=rx  —  pz,        vz  =  py—qx, 

et  l'on  a 

==  [>-(  r-  -+■  z-)  —  q- (z- -+-  x~)  -+-  r- (x-  -b  y-)  —  2  qryz  —  irpzx  —  2 pqxy* 
Reprenons  les  notations  employees  dans  le  n"  318  : 
S m( y--h  z-)  ==  A,         m(z'2  ■+■  x-  )  =  B,      Sm(a?s+/?)  =  C, 
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oii  A,  B,  C  soul  les  moments  d'inertie  du  corps  par  rapporl  aux 
axes  Ox,  Qy,  O  z.  Nous  aurons  alors,  on  calculnnt  la  force  vive 
totale  2mc2,  ({ue  nous  appellerons  aussi  2T, 

1  mp2  _  2 T  =  A /)2+By2+G r-  —  iDqr  —  2 E rp  —  2 F pq. 

Si,  en  particulier,  on  prend  pour  axe>  Oxyz  lies  au  corp>  les 
axes  principnux  d'inertie  relatifs  au  point  O.  les  coefficients  D, 
E3  \7  sont  nuls  et  la  force  vive  devient 

I  tin?-  =  2  T  =  A p-  -+-  B  q-  —  C  r.2. 

Cdle  meme  expression  de  la  force  vive  s'obtient  comme  il  suit.  Appe- 
lons  M  /.'-  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  a  l'axe  instantane,  et 
a,  b}  c  les  cosinus  directeurs  de  cet  axe  par  rapport  aux  axe-  Oxyz.  Nous 
anions  ( n°  318) 

M  k-  =  A  a-  -+-  B  b-  -t-  G  c-  —  2  D  be  —  2  E     —  2  F  «6 . 

La  vilesse  angulaire  de  rotation  etant  to,  la  force  vive  du  corps  est 
d'autre  part,  p,  q,  r,  projections  de  to  sur  les  axes,  sont  egaux 
a  no.  b  to,  cto.  Formant  le  produit  MA:'- to'2,  on  obtient  immediatement 
Texpression  deja  trouvee. 

Moments  cinetiques.  Moment  resultant.  —  Gonstruisons  a 
linstant  t  le  moment  resultant  O?  des  quantites  de  mouvement 
des  divers  points  du  corps  par  rapport  a  O,  Le  vecteur  Oct  a  pour 
projections  cr,.,  oy,  az  sur  les  axes  mobiles  :  la  quantite"  ax,  par 
exemple,  est  la  somme  des  moments  cinetiques  par  rapport  a  Ox. 
La  quantite  de  mouvement  du  point  m  a  pour  projections  sur  Ox. 
Or,  Oz 

mvx.    mvy.  mvz. 

La  somme  <rx  des  moments  cinetiques  de  tous  les  points  du  corps 
par  rapport  a  Ox  est  done 

nj:  =  2  m(  yvz  —  zvy)  =  2  m  [ p(  \  -  -h  z'1 )  —  q  jrr  —  /•  ./■  z  \ 

ou.  en  ordonnant  par  rapport  a  />,  7,  r, 

\  sx  =  A  j)  —  F  q  —  E  /■. 


Cette  valeur,  comparee  a  celle  de  la  force  vive  2T,  montre  que 
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rj       —  ;  on  a  de  rneme  les  sommes  oy  et  cr-  des  moments  des 

quantity  de  mouvement  par  rapport  aux  axes  Or  et  : 

 dT   dT^ 

Zy~  dq1        "Jz~  dr* 

Si  Ton  a  pris  pour  axes  Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie  du 
corps  relatifs  au  point  O,  les  valeurs  de  a,  ,  oy,  <7S  se  simplifient 
et  deviennent 

(5)  *.r~  A/>,       *r=B?,  ss=Cr. 

Equations  du  mouvement.  —  Arrivons  maintenant  au  pro- 
bleme  de  M^canique.  Le  corps  solide  est  sollicite  par  des  force^ 
donnees  F4,  F2,  .-.  .,  FB  et  par  la  reaction  Q  du  point  fixe  O. 


Fig.  225. 


Nous  allons,  pour  obtenir  les  equations  du  mouvement.  appliquer 
le  thfioreme  des  moments  cinetiques. 

Soient  L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  donnees 
par  rapport  aux  axes  Ox.  Oy,  Oz.  Si  Ton  construit  le  moment 
resultant  de  ces  forces  par  rapport  au  point  O,  on  obtient  un  vec- 

teur  OS  dont  les  projections  sur  les  axes  Oxyz  sont  prexisement 
L,  M,  N.  Ce  vecteur  est  le  moment  resultant  par  rapport  a  O  de 
toutes  les  forces  exterieures  {fig.  225),  car  ce  moment  se  com- 
pose du  moment  des  forces  donnees,  qui  est  OS,  et  du  moment 
de  Q,  qui  est  nul. 

Nous  avons  vu  que  le  theoreme  des  moments  cinetiques 
s'exprime  g^omctriquement  de  la  facon  suivante  :  a  chaque  instant 

la  vitesse  absolue  u  du  point  a  est  equipollente  a  OS.  Les  pro- 
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jections  de  cette  vilessc  sont  done  Sgales  a  celles  de  OS,  e'est- 
a-dire  a  L,  M,  N.  Or  le  point  i  a  pour  coordonnees,  par  rapport 
aux  mobiles,  trx,  oy,  trz.  Quand  t  varie,  cr,.,  tjy,  trz  varient  :  le  point 
cr  se  deplace  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz  avec  une  vitesse 
relative  ayant  pour  projections  sur  Ox,  Oy,  O; 

Ckx         'fry         <llZ  . 

dt  '     tit  1  777s 

la  vitesse  d'entrainement  du  point  <x,  dans  le  mouvement  des  axes 
a  pour  projections,  sur  les  memes  axes, 

gaz—r  crr,    ;•  r£  —  p  iz ,    p  fy  —  §  p x. 

La  vitesse  absolue  u  du  point  tr  etant  la  somme  geometrique  de 
sa  vitesse  relative  et  de  sa  vitesse  d'entrainement  a  done  pour 
projections 

dax  d<7Y  daz 

D'apres  le  th^oreme  des  moments  cinetiques,  ces  projections 
sont  6gales  a  L,  M,  N;  on  a  done  les  equations  du  mouvement 

j  gv\  dv.x  T      dor  daz 

W  df  +  y**—  r<ty=  h,  -+-  r<tx-^paz  =  M,  -h.'pay—  qax=  N3 

dans  lesquelles  trXJ  trr,  <rz  doivent  etre  remplaces  par  leurs  expres- 
sions pr^ce"demment  trouv^es  en  fonction  de /?,  r. 

384.  Equations  d'Euler.  —  On  prend  habituellement  comme 
axes  Oxyz  lies  au  corps  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point  O.  On  a  alors 

<jv=  Xp,       <7y—Bq,  a;=C/\ 

I'ortons  ces  valeura,  dans  les  Equations  que  nous  venons  d'eta- 
blir;  elles  deviendront 


(7) 


At 

+  (C- 

L, 

(It 

-h(A- 

Orp  = 

M, 

N. 

dt 

4-  (B  — 

A  \pq  = 

i6o 
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Ce  sont  1*3S  Equations  d'Euler.  En  les  joignant  au  groupe  (2)  defi- 
nissanl  />,  q,  r,  nous  aurons  six  6quations  rJ i flt^renlielles  du  pre- 
mier ordrc  pour  calculer  les  six  inconnues  p,  q,  r,  0,  9,  en 
fonclion  de  t. 

Les  seconds  menibres  L,  M,  N  de  ccs  Equations  sont  des  fonc- 
tions  de  0,  or,  si  les  forces  donnees  dependent  uniquement  de  la 
position  du  corps;  ce  sont  des  fonctions  de  0,  o,  ^,  />,  7,  r,  si  ces 
forces  dependent  aussi  des  vitesses.  Si  l'on  voulaii  calculer  direc- 
lement  0,  9,  l'elimination  de  /?,  7,  r  conduirait  a  trois  equa- 
tions du  second  ordre  en  0,  cp,  ty.  Les  integrates  generates  con- 
tiendrontsix  constantes  qu'on  determinera,  connaissant la  position 
initiale  du  corps  et  la  rotation  instantanee  initiale,  c'est-a-dire 
0O,  cp(),  ip0j  /?0,  70,  r0. 

385.  Reaction  du  point  fixe.  —  Pour  calculer  les  projections 
de  cette  reaction  (Q.r,  Qj?  Qs)>  nous  appliquerons  le  th^oreme 
des  quantites  de  mouvemcnt  projet^es,  avec  son  interpretation 
geometrique;  l'extrdmite  0  de  la  r^sultante  generale  des  quantites 
de  mouvement  a  une  vitesse  absolue  egale  en  grandeur  et  en  direc- 
tion a  la  resulte  generale  des  forces  exterieures,  laquelle  a  pour 
projections  sur  les  axes  mobiles 

S-Xn-  Q.r?    SY-f-  Qr,    XZ  +  Q?, 

2.X,  -Y,  liL  etanl  les  sommes  des  projections  des  forces 
donnees. 

Nous  avons  done,  par  un  raisonnement  analogue  au  precedent, 
en  appelant  a,  b,  c  les  coordonn^es  du  point  p  par  rapport  aux 
axes  mobiles. 


,1a 

=»  iX  +  u,, 

eft 

-h  qc  — 

rb 

db 

=  SY  +  Qr, 

Tit 

-i-  r  a  — 

pc 

r/c 

-h  j>h  — 

Tit 

qa 

+  Q,. 

les  premiers  menibres  representant  les  projections  de  la  vitesse 
absolue  du  point  0  sur  les  axes  mobiles.  Nous  avons  d'ailleurs 
pour  a  la  valeur  2/wpr,  c'est-a-dire 

ft  =  S  m  ( q  z  —  ry )  =  qZ  mz  —  r2my} 
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que  nous  ecrirons  en  introduisant  les  coordonnees  r),  £  du 
centre  de  gravite"  par  rapport  aux  axes  mobiles  2mx  =  JTt£,  .  .  . , 

nous  aurons  aussi 

i  =  OK  ( -rj  - p C),  ?•= 

Portons  ces  valeurs  de  «.  6,  c  dans  les  equations  (8);  nous 
aurons,  en  definitive, 

Ydq         dr        ,  y  k        t    y        y  \  Q.rH-SX 

C3  -  1  3  +  *Q^.-  fc»  -  r(r  g      o  =  — j^- , 

dr      Ydp  .         .  .  QV-+-SY 

car  5,  y],  £  sont  des  constantes. 

Si  le  corps  est  suspendu  par  son  centre  de  gravite,  les  premiers 
membres  des  equations  prec^dentes  sont  nuls,  et  les  equations 
donnant  la  reaction  se  reduisent  a 

SX  +  Q.r=o,       SY  +  Qr=o,       SZ  +  Qs=o. 

La  reaction  Q  est  alors  £gale  et  opposee  a  la  rcsultante  gen£- 

rale  R.  des  forces  donn^es,  resultat  Evident  d'apres  le  theoreme  du 
mouvement  du  centre  de  gravity. 


386.  Emploi  d'axes  mobiles  dans  le  corps.  —  Dans  ce  qui 
precede  nous  avons  supposees  les  axes  Oxyz  invariable ment  lies 
au  corps  solide.  Imaginons  que  I  on  rapporle  le  mouvement  du 
corps  a  un  tiedre  Oxyz  dont  le  sommet  coincide  avec  le  point 
fixe  O  et  qui  est  anime  d'un  mouvement  connu  dans  l'espace. 

Appellons  OQ  la  rotation  instantanec  de  ce  triedre,  P,  Q,  R  ses 
composantes  suivant  les  axes  mobiles  Oxyz.  Soient,  d'autre  part, 

Oco  la  rotation  instanlanee  du  solide  ;  p  q,  r  ses  composantes 

suivant  les  memes  axes.  Comme  le  triedre  Oxyz  n'est  plus  Iiee  au 

— y         .  ,  — >- 
corps,  Ow  est  dill'erent  de  En  suivant  la  meme  marche  que 

|)Iu->  haut,  nous  obtiendrons  les  reSultals  suivants. 

APPELi..  —  Traitc  :dc  Mccaniquc.  ir.  11 
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Vitesse  absolue  d'un  point  du  corps.  —  Soient  v  la  vitesse 
absolue  d'un  point  m  du  corps  ayant  pour  coordonnees  x,  y,  z 
par  rapport  aux  axes  Oxyz.  Celle  vitesse  6tant  le  moment  lin^aire 
du  vecteur  &>(/?,  r),  par  rapport  au  point  m,  a  pour  projection^ 
sur  les  trois  axes 

vx=qz  —  ry, 
vy  —  rx  —  p  z , 
Vz  =py  —  qx. 

Force  vive  des  corps.  —  La  force  vive  2T  est  donn^e  par  la 
formule 

2T  =  Zmv*=  S  m[(q  z  —  rjr)2  -+-  (rx  —  p  zf  +  (py  —  q  xf}. 
En  posant,  comme  plus  haut, 

A  =  Sm(j2 -4-  z-),       B  =  Sm(^+^),       C  =  Sm(a;*  +  /!), 
D  =  2 myz,       E=zl,mzx,       F  =  2  mxy, 

on  trouve  encore 

2T  =  A/>°-  h-  B#2-h  Gr2  —  —  2E rp  —  2Fjdj. 

Dans  ces  formules,  A.  B,  G  sont,  a  Finstant  t,  les  moments 
d'inertie  du  corps  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  et  D,  E,  F  les 
produits  d'inertie  par  rapport  a  ces  axes.  Com  me  le  triedre  Oxyz 
est  suppose  mobile  dans  le  corps  et  dans  l'espace,  ces  six  quan- 
tites  varient  avec  le  temps. 

Moment  resultant  des  quantites   de   mouvement.    —  Le 

— 

moment  resultant  Oa  des  quantites  de  mouvement  des  divers  points 
du  corps,  par  rapport  au  point  fixe  O,  est  un  vecteur  ayant  pour 
projections  sur  les  axes  Oxyz  les  quantites 

o-.r  =  ^m(yvz—  zvy),       <sy—  E  m(zvx  —  xvz), 
<sz  =  ^m(xvy—yvx). 

En  remplacant  p.,, "(-,-.  vz  par  leurs  expressions  ci-dessus,  on 

dT 
*' 

r)T 
aq  ' 

<n 

dr' 


trouve 

<x.r  =  Ap  — 

Fq~ 

Er 

(9)  i 

ffr  =  B«7  - 

Dr  — 

Fp 

gz  =  G  r  - 

Ep- 

Dq 
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Moment  resultant  des  forces.  — ■  Soit  OS  le  moment  resul- 
tant des  forces  appliquees  aa  corps  par  rapport  au  point  O  :  nous 
designerons  par  Sx,  Sn  S3  les  projections  de  ce  vecteur  sur  les  axes 
Oxyz,  e'est-a-dire  les  sommes  des  moments  des  forces  par  rapport 
a  ces  axes. 

Equations   du   mouvement.   —   Nous  devons  ^crire  que  la 

vitessse  absolue  u  du  point  cr  est  equivalente  au  vecteur  OS 
(fig-  225).  Pour  cela,  nous  ecrirons  que  les  projections  de  la 

vitcsse  absolue  u  du  point '  cr  sur  les  trois  axes  Oxyz  sont  egales 

aux  projections  S.r,  Sr,  S-  de  OS  sur  ces  axes. 

Le  point  a  ajant  pour  coordonnees  ax,  cry,  o-2,  par  rapport  aux 
axes  mobiles  Oxyz,  a  pour  vitesse  relative,  par  rapport  a  ces 
axes,  un  vecteur  ayant  pour  projections  sur  ces  axes 

dax  d<Sy  da- 1 
It'     It'  It' 

le  systeme  des  axes  Oxyz  etant  anim£  de  la  rotation  instantan^e 
— > 

012  de  composantes  P,  Q,  R,  le  point  a  a  pour  vitesse  d'entrai- 
nement.  dans  le  mouvement  des  axes,  un  vecteur  ayant  pour  pro- 
jections sur  ces  axes 

Q<jz—R<jy,        R<7X.—  Pa-,        Pav  — Qar. 

Les  projections  de  la  vitesse  absolue  du  point  cr  etant  les  sommes 
des  projections  des  vitesses  relative  et  d'entrainement,  on  a  les 
equations  du  mouvement 

(10)  |   ^  -h  \\Cv-P0z=Sy, 

\       +  P<xr  — Q<iar=  S,. 

Dans  ces  equations  generates,  crx,  oy,  <r-  ont  les  valeurs  (9) ; 
et  il  est  essentiel  de  remarquer  que,  dans  le  calcul  des  derivees 

■^jj-i  •  •  •  -  il  faut  se  rappeler  (jue  les  coefficients  A,  B,  .  .  .  sont,  en 

general,  variables  avec  /. 


l64  DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 

Cas  particuliers  :  i°  Le  triedre  de  reference  Oxyz  est 

->- 

attache  au  corps.  —  Dans  ce  cas,  la  rotation  instantanee  il  du 
[riedre  est  identique  a  la  rotation  m  du  corps.  On  a 

P=p,        Q  =  rj        \\  =  r, 

de  plus,  A,  B,  G,  D,  E,  F  sont  des  constantes.  On  retrouve  alors 
les  Equations  du  n°  383. 

2°  Le  triedre  de  reference  Oxyz  est  fixe  dans  Vespace.  — 
Alors  la  rotation  il  du  triedre  est  nulle  P,  Q,  R  sont  mils. 


II.  —  PREMIERE  APPLICATION  DES  EQUATIONS  D'EULER  AU 
CAS  OU  LES  FORCES  EXTERIEURES  ONT  UNE  RfiSULTANTE 
UNIQUE  PASSANT  PAR  LE  POINT  FIXE. 


387.  Integrates  premieres.  —  Le  cas  le  plus  simple  qui  puisse 
se  presenter  est  que  les  forces  exterieures  aient  une  resultante 
unique  passant  par  le  point  fixe,  comme  il  arrive  pour  un  solide 
pesant  suspendu  par  son  centre  de  gravite\  Dans  ce  cas,  le  corps, 
abandonne  a  lui-meme  sans  vitesse  serait  en  equilibre  dans  toutes 
les  positions  qu'il  peut  prendre  autour  de  O. 

Le  moment  resultant  des  forces  exterieures  par  rapport  au 
point  O  est  alors  nul;  les  quantites  L,  M,  N  du  n°  383  sont  egales 
a  ze>o,  et,  si  Ton  prend  pour  axes  lies  au  corps  les  axes  principaux 
d'inertie  Oxyz  au  point  O,  les  equations  d'Euler  (n°  384) 
deviennent 

A^+(G-B)^r  =o, 
(B^+(A-G)/^o, 


Comme  ces  equations  ne  contiennent  que /?,  </,  r  etnon  0,  o,  tyr 
Integration  des  Equations  du  mouvement  se  divise  en  deux  par- 
ties :  on  a  d'abord  a  integrer  les  Equations  d'Euler  (n),  qui 
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donnent  b,  q,  r  en  fonction  de  t\  puis  il  faul  calculer  0,  cp,  ^  en 
fonclion  de  t. 

Le  systeme  (11)  admet  deux  integrates  premieres  faciles 
a  former.  En  multipliant  la  premiere  de  ces  equations  par  p,  In 
deuxieme  par  q,  la  troisieme  par  r  et  ajoutant,  on  a  la  relation 

dp  clq  dr 

1  dt         1  dt  dt 

ou,  en  integrant  et  appelant  h  une  constante  arbitraire, 

(12)  ^Ajp2-+-  Bq-  -h  Cr2  =  h. 

Multiplions  de  meme  ces  equations  par  Ap,  Br,  Cr;  nous 
avons,  en  ajoutant, 

A2/?  -f  -+■  B2  a  -f  -+-  C2  r  -7-  =  o 
7  rfjf  7  dt  dt 

ou,  en  integrant  et  appelant  I-  une  constante  arbitraire, 

(13)  A-p--h  B2^2-h  G2r2= 

Ces  deux  integrates  ont  une  signification  simple;  elles  r^sultent 
immediatement  des  theoremes  generaux.  En  effet,  la  force  vive 
lotale  du  corps  a  pour  expression  Ap2  -f-  Bq2  -f-  Cr2 ;  l'equa- 
tion  (12)  exprime  done  que  la  force  vive  du  systeme  reste  cons- 
tante, ce  qui  est,  evident,  car,  les  forces  donnees  se  reduisant  a 
une  resultante  unique  passant  par  O,  cette  resultante  peut  toujours 
<  tre  transportee  en  U,  et  son  travail  est  evidemment  nul. 

Pour  interpreter  de  meme  l'equation  (i3),  nous  rappellerons 

que  le  moment  cinetique  resultant  0<7  a  pour  projections  sur  les 
axes  mobiles  Ay?,  Bq,  Cr.  L'equation  (i3)  exprime  done  que  sa  lon- 
gueur est  constante  :  ce  quiresulte  encore  des  theoremes  generaux. 

— > 

Car,  actuellement,  L,  M,  N  etant  nuls,  OS  est  nul;  le  point  cr, 
ayant  une  vitesse  nuile,  est  fixe,  et  la  longueur  O  a  est  constante  et 
egale  a  /.  Le  th^oreme  des  aires  s'applique  a  la  projection  du  mou- 
vement  sur  un  plan  quelconque  mene  par  O.  Le  plan  perpendi- 
Culaire  a  Oct  est  le  plan  du  maximum  des  aires. 

[/elimination  des  termes  constants  entre  les  equations  (12) 
et  ( i3)  conduit  a  la  relation 

A ( A  //  -  B  (  B  A  —  /- )  cp  -+■  C(C//  -  /2)r2  =  o. 
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Les  Equations  de  l'axe  instantand  par  rapport  aux  axes  mobiles 

ctant  —  ==  —  *===  —  9  on  voit  que  cet  axe  de'crit  dans  le  corps  le  cone 
p       q      r  *  r 

du  second  ordre 

A  (  A  A  —  I:1)  x-^t-  B  ( B  A  —  /2 )  y- -+-  C(Ch—l>)z*  =  o, 

qui  sera  discul6  plus  loin. 

Une  consequence  immediate  des  Equations  prccedentes  est  que 
la  projection  de  la  rotation  instantanee  sur  la  direction 

fixe  Oa  du  moment  cinetique  resultant  est  constante  (Poinsot). 

.  >• 

Eq  effet.  Tangle  de  la  rotation  instantanee  co  avec  0<7  a  pour  cosinus 


/\       pA»  +  </B(7  +  rGr 
COSto,  -7  =  -  — ~  ) 

d'ou 

o)  cos  to,  cr  =  j  5 

quantity  constante. 

Pour  mettre  l'homog^neite  en  evidence,  nous  poserons  avec 
M.    Greenhill    (Fo/wtions   elliptiques ,    traduction    de  Griess. 

P-  '47) 

(i4)                           T  =  *  T=D'' 
d'ou 

A  =  Dijl-,  /=D;j.. 

La  constante  arbitraire  (J.,  projection  de  w  sur  Oct  est  alors  une 
rotation,  et  la  constante  arbitraire  D  est,  au  point  de  vue  de  l'ho- 
mogeneit^,  une  quantite  de  meme  nature  que  A,  B,  C. 

388.  Etude  du  mouvement  :  integration  par  les  fonctions 
elliptiques.  —  Supposons  A.  >»  B  >>  C  et  supposons  que  la  constante 
arbitraire  D  ne  soit  £gale  a  aucune  des  quantity  A,  B  ou  C.  Les 
composantes  /?,  q,  r  de  la  rotation  instantanee  sont  d^finies  en 
fonctions  du  temps  par  les  trois  Equations 

■?A  p«-+-  B  q*-+-  G  r2  =  D  y-. 
|  B|+(A-C)/»r  =o. 
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Nous  tirerons  p  et  /•  des  deux  premieres  Equations,  et,  en  les 
[)ortanL  dans  la  troisieme,  nous  aurons  une  Equation  differentielle 
du  premier  ordre  en  q.  L^' elimination  de  r  entre  les  deux  pre- 
mieres equations  donne 

A/>2(A  —  C)      B?2(B  _  G)  =  D(D  —  C)y>. 

D'apres  les  grandeurs  relatives  de  A,  B,  C,  on  voit  que  la  diff6- 
rence  D  —  G  est  essentiellement  positive;  elle  ne  pourrait  etre 
nullo  que  si  pQ  et  q0  etaient  nuls  tous  deux,  c'est-a-dire  dans  le 
cas  oii  I'd  tat  initial  serait  une  rotation  autour  daOz]  ce  cas  sera 
examine  a  part.  De  l'equation  ci-dessus  on  tire 

B  ( D  —  C )  f 
P'=  A(A-G)(/—  ^ 

en  posant 

,D(D-  C). 


B(B  —  G) 


on  aurait,  par  un  calcul  semblable, 

B(A  —  B)/   0_  ,_  ,D(A-D) 

G(A-G)U°"     q'h  °°"_1J-"B(A-B)' 

le  binomc  A  —  D  etant  essentiellement  positif  et  ne  pouvant  etre 
nul  que  si  q{)  et  r0  sont  nuls. 

Pour  que  p  et  /*  restent  reels,  il  faut  que  q2  reste  inferieur  a  la 
plus  petite  des  deux  quantites  f2  et  g2;  pour  reconnaitre  cette 
quantite,  formons  la  difference  g2  —  f2  ' 

2_/r2_   ,D(A  — C)(B  — D) 
8  B(B  —  G )  ( A  —  B )  * 

Le  signe  de  g2 —  f2  est  done  celui  de  B  —  D,  signe  connu  par 
les  conditions  initiales. 

Pour  fixer  les  idees,  nous  suposerons 

B-D>o,  ^->/2. 

La  variable  q  doit  alors  varier  entre  — /  et  +/  :  done  7'  ne 
s'annule  jamais  et  conserve  toujours  le  meme  signe,  signe  connu 
par  la  valeur  initiate  r0  :  nous  supposerons  r>-o.  Au  contraire, 

p  s'annule  toutes  les  fois  que  q  =  zt/  quand  q  augmente,  ^  est 
positif,  La  troisieme  des  equations  (i5)  montre  que  p  est  alors 
ndgatif;  quand  q  diniinue,  p  est  positif.  Ges  conderations  fixent 
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a  chaque  instant  les  signes  a  prendre  devant  les  radicaux  qui 
donnent  /;  et  r  en  fonction  de  q. 

En  portant  ces  valeurs  de  p  et  r  dans  la  troisieme  des  equa- 
tions (  1 5),  on  trouve 


dq      .  /( B  — -  C )  ( A  —  B )       ■  —  

J  =  V  AC  **> 

oii  le  radical  est  [)ris  positivement  tant  que  q  augmcnte,  jusqu'au 
moment  ou  q  atteint  la  valeur  -hf;  puis,  q  decroissant  de  -{- / 
a  — /,  le  radical  doit  etre  pris  negativement,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  t  est  donne  en  fonction  de  q  par  une  integrale 
elliptique,  que  nous  ramenerons  a  la  forme  normale  en  posant 

Nons  aurons  ainsi,  en  resolvant  par  rapport  a  dt  et  integrant, 
oii     designe  la  constante  positive 


(18)  *=f*y  m,  

et  t0,  une  nouvelle  constante  arbitraire,  representant  l'epoque  ou 
q  s'annule  en  croissant.  Le  module  A-  est  moindre  que  i  puisque 
g2>f'2',  il  est  egal  au  rapport  anharmonique  de  A,  G,  B.  1). 

Ces  formules  donnent p,  q.  r  en  fonctions  uniformes  du  temps. 
En  effet,  en  posant,  pour  abreger, 

x "=  ri{t  ~  £o)9 
l'inversion  de  lint^grale  elliptique  donne 

.v  ==  sn  -  : 

[q=fs  =Z{ 


(MO         {p  =  f  i/-^  tttVi 


B(B  — 

G) 

A(  A  — 

G) 

B  ( A  — 

B) 

C(A  — 

G) 

D  ( D  — 

G) 

B  (B  — 

•  G) 

D  ( D  — 

G) 

A  (A  — 

G) 

D(  A  — 

D) 

C  ( A  — 

G) 

r  =  g\  C(A-G)  V 1 k~  Sn"T  =  ~  ^  dn  ''' 

ou  [jt.  est  potitif  et  ou  e,  e' ,  e"  sont  egaux  a  +  i 
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D'apres  les  proprifHes  elementaires  des  fonclions  sn,  cn,  dn,  ces 
formules  montrenl  que  p  et  q  s'annulent  pe>iodiquement,  tandis 
que    ne  s'annule  jamais. 

Si,  comme  precedemment,  nous  supposons  /'0>>o,  r  reste 
constammcnt  positif  el  il  faut  prendre  s'/  =  -f-  [.  Alors,  d'apres  la 

premiere  equation  d'Euler,  on  voit  imm^dialement  que  ~  et  q 

doivent  etre  de  memes  signes,  ce  qui,  d'apres  la  formule  connue 

rfcn-  , 
— - —  =  —  sn-driT, 

eh 

montre  que  ee'=  —  i .  Nous  prendrons  s'  =  —  i  et  s  .—  -f-  i . 


Les  valeurs  de  p,  q.  /',  sont  des  fonctions  periodiqucs  de  t  et 
admetlenl  la  pe>iode 

j  _  4K  _  4    r  1  ds  

"    ~  "  Jo  —  s-)(i—  fcs'2) 

Quand  le  temps  augmenle  de  cette  quantity,/?,  q,  r  reprennent 
les  memes  valeurs;  l'axe  instantane  de  rotation  reprend  alors  sa 
position  primitive  dans  Ie  corps,  mais  non  dans  l'espace,  comme 
nous  le  verrons  plus  loin. 

II  faut  main  tenant  calculer  les  trois  angles  d'Euler  en  fonction 
du  temps.  Pour  simplifier  Ie  calcul,  nous  supposerons  qu'on  ait 
pris  pour  axe  des  Z\  la  direction  invariable  du  moment  cinetiquo 
— >- 

resultant  Oct,    direction    connue    par   les    conditions  initiales. 

•    — >  ' 

I .( nvons  que  les  projections  du  vecteur  Oct  sur  les  axes  mobiles 
sont  respectivement  A/?,  B</,  Cr;  nous  aurons 

1  /  sin  6  sin  9  =  Ap, 
(20)  1  I  sin  0  coscp  =  B  7, 

f         / cos  0  =  G  r ; 
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car  les  cosinus  y,  y',  y"  des  angles  de  Ox,  O  k,  Oz  avec  O^i  sont 

sinO  sincp,  sinO  coscp  et  cosO;  /  est  la  grandeur  de  Oct.  Ces  Equations 
donnent,  sans  integration,  8  et  cp  en  fonctions  de  p,  q,  r,  et  sont 
compatibles  en  vertu  de  liquation  (i3). 

Pour  calculer  i>,  nous  nous  reporterons  aux  deux  equations 
etablies  pr^cedemment  : 

p  =  <]/  sin  ft  sin  cp  -h  0'  cos  9,       cj  ==  <!/  sin  0  cos  cp  —  0'  sin  9  ; 
en  eliminant  0',  nous  en  tirons 


^      p  siD  9  -1-  <7  cos  9  < 
sin  0 


or  les  Equations  (20)  nous  donnent 

p  sin  9  -4-  q  coso  =  .  . — ~-:  i-  sin2  (J  =  A2/>2-h  B-q- ; 
jrT2T  /  sin  0  x  3 

l'expression  de  ij/  devient  done 

(21)  =    *    A  /l,     ■      P  9  ^.9    =  ^ 


A^+B2^  /2_C2/'2 

Gomme  i|/  est  positif,  Tangle  ^  va  toujours  en  croissant;  le 

plan  z-iOz  tourne  toujours  dans  le  sens  positif  autour  de  Oz{, 

— >- 

e'est-a-dire  de  Oct.  En  remplacant  p  et  q  ou  /*  par  leurs  valeurs  en 
fonctions  de  t,  on  a  en  t  par  une  quadrature  porlant  sur  une 
fonction  elliptique.  Nous  montrerons  plus  loin  (n°  391)  comment 
on  peut,  en  effectuant  cette  quadrature,  exprimer  et,  par  suite, 
les  neuf  cosinus  a,  (3,  y,  a',  (3',  y',  a" ,  (3",  y"  en  fonctions  du  temps. 

Les  principales  circonstances  du  mouvement  r^sultent  des  for- 
mules  precedentes  :  lorsque  le  temps  t  augmente  de  la  periode  T, 
p,  q,  r  reprennent  les  memes  valeurs;  puis,  d'apres  les  for- 
mules  (20),  0  redevient  le  meme,  car  cosO  et  sin8  ne  s'annulent  pas, 
et  cp  augmente  de  2  7T,  car,  en  suivant  la  variation  de  cp  ou  en  calcu- 
lant  cp',  on  voit  que  cp  augmente  constamment  si  r^>o.  Quant  a 
Tangle  ip,  il  augmente  d'une  constante  :  en  effet,  en  appelant  &(t) 
l'expression  de  en  fonction  du  temps,  telle  qu'elle  r^sulte  de  la 
fonnule  (21),  on  a 

d/(*-f-T)  = 
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car  v|/  est  une  fonclion  de  t  qui  admet  la  periode  T;  done,  en 
integrant, 

<b(t  +T)=  ^(#)-t-  4>h 
vj^  designant  un  angle  constant. 

389.  Cas  particuliers.  —  Nous  avons  suppose  qu'aucun  des 
trois  binomcs  A  —  D,  B  —  D,  C — D  n'est  nul.  Des  circons- 
tances  entierement  diffe>entes  se  prcsentent  dans  Ie  mouvement, 
suivant  que  Fun  des  binomes  extremes,  ou  le  binome  moyen,  est 
nul. 

i°  Soit  d'abord  C  —  0  =  o.  Nous  avons  vu  (n°  388)  que  cette 
condition  nc  peut  etre  remplie  que  si  les  valeurs  initiates  p0  et  q0 
sont  nulles.  Alors  liquation 

A/?2(A  —  GJ+Bg2(B  —  G)  =  hi2D(D  —  C)  =  o 

montre  que  Fon  doit  avoir  constamment  p  =  o,  q~o.  L'axe 
instantane  de  rotation  coincide  done  avec  pendant  toute  la 
duree  du  mouvement.  11  a  une  position  fixe  dans  le  corps  :  il  est 
cgalement  fixe  dans  Fespace,  car  les  deux  premieres  equations  (20) 

Xp  =  I  sin  B  sin  9,        B  q  =  I  sin  0  cos  9 

montrent  que,  p  et  q  etant  nuls,  0  Fest  aussi  :  Faxe  instantane" 
coincide  done  avec  Faxe  Oz^  fixe  dans  Fespace.  Le  mouvement 
est  alors  une  rotation  autour  d'un  axe  fixe.  D'apres  Fequation 
Cr  =  ZcosO.  la  vitesse  de  cette  rotation  est 

I  D 

Nous  retrouvons  ici  la  propriete  des  axes  permaneuts  de  rota- 
tiou.  On  suppose  qu'a  Finstant  initial  le  corps  tourne  autour  de 
Faxe  Oz  qui  est  un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  point  O  :  ce 
mouvement  de  rotation  persiste  indeTiniinent. 

20  Si  A  —  D  =  o,  il  fan  t  q0  =  r0  ==  o ;  on  trouve  alors  q  —  r  =  o. 
L'axe  instantane  de  rotation,  fixe  dans  le  corps,  est  dirige  sui- 
vant Ox.  Dans  Fespace.  il  est  aussi  fixe  et  dirige"  suivant  Oziy 

car,  q  et  /•  riant  mils,  les  Equations  (20)  donnent  0  =  —  >  <p  — 
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Le  mouvement  est  done  encore  une  rotation  de  vitesse  angulaire 
constante  p  =  p0  =  ^  =  P  autour  d'un  axe  fixe. 

Le  fail  que,  dans  les  deux  cas,  l'axe  de  rotation  coincide  avec 
tient  a  ce  qu'on  a  choisi  pour  axe  Ozi  le  moment  resultant  des 
quantites  de  mouvement  Oc\  Le  fait  que,  dans  ces  deux  cas,  la 
vitesse  angulaire  de  la  rotalion  est  fj.  tient  a  ce  que  (u  designe,  en 
general,  la  projection  de  la  rotation  instantanee  o>  sur  O7,  et 
actuellement  w  coincide  en  direction  avec  Oc\ 

3°  Soit  enfin  B  —  D  =  o ;  en  eiiminant  q  entre  les  deux  pre- 
mieres equations  (  id),  nous  avons 

(22)  A/?HA  -  B )  —  C r2 ( B  —  G)  =  ;j  - D ( D  —  B)  =  o; 

done,  pour  que  le  cas  actuei  se  presente,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
ait  au  debut  du  mouvement 

A/?jj(A  —  B)  —  Grg(B  -  G)  =  63 

e'est-a-dire 


,  /G(B-G) 
I'»  =  -r°Y  A(A-BV 

si  cette  condition  est  remplie,  on  aura  constamment,  d'apres  (22), 

P  =  _,_t  /C(B-C)  p0 
r      ~  V  A(A  —  B)      r0 ' 

ce  qui  montre  que  le  lieu  des  axes  instantanes  dans  le  corps  se 
r^duit  au  plan  x  =  y  z  passant  par  l'axe  moyen. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  a  g=f='i±J  le  module 

k-=  J-~  se  r^duit  a  l'unite,  et  toutes  les  integrations  peuvent  elre 

§~ 

effectuees  par  les  fonctions  elementaires.  L'equation  differentielle 
en  s  se  reduit,  en  effet,  a 

ds 

(23)  S  =±W(l-,«), 

d'ou  Ton  tire,  en  integrant  et  choisissant  le  signe  -f-, 


2  n(  t  — 10)  =  lo< 
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Posant,  comme  plus  haut,  t  =  n(t  —        on  a  done 

1+  S           I  —  S  2  5  2  /■  

Comme  on  a     =  y  =     les  valeurs  de  p,  q,  r  deviennent 

e?  —  e-t 


q  =  JJL  5  =  EJJL 


(24) 


B  (  B  —  C  )  2 


\  ( A  —  C )      -h  e-f 


«) 


s"  sont  encore  egaux  a  +  i.  Nous  mettons  un  facteur  s 
devant  la  valeur  de  q,  car,  saivant  qu'on  prend  dans  ( 23 )  le  signe  -+- 
ou  le  signe  — ,  on  trouve  pour  q  une  valeur  ou  celte  valeur  chan- 
ged de  signe.  Si  r0  est  suppose  positif,  on  prend  e"  =  ^-  i  ;  si,  par 
exemple,  p0  est  ncgatif,  s'  —  —  i;  alors  la  premiere  Equation 
d'Euler  exige  e~  +i.  Nous  prendrons  cette  determination  des 
signes.  Lorsque  t  croit  inde^iniment,  on  voit  que  q  a  pour  limite  p., 
tandis  que p  el  r  ont  pour  limites  o;  par  consequent,  l'axe  inslan- 
tane"  de  rotation  tend  a  prendre  dans  le  corps  une  posilion  limite 
qui  est  l'axe  moyen  de  l'ellipsoide  d'inerlie.  Dans  l'espace,  eel  axe 
tend  d'ailleurs  vers  la  direction  O^i  ou  Ou  du  moment  resultant 
des  quanlites  de  mouvement,  car  les  Equations  (20)  montrent  que  0 

doit  tendre  vers  -  et  9  vers  zero;  la  limite  de  Oy  est  done  bien  OzK. 

Le  mouvement  tend  ainsi  vers  une  rotation  uniforme  de  vitesse 
angulaire  \j.  autour  d'un  axe  fixe. 

Si  p  et  r  etaient  nuls  a  l'instant  initial  t  =  o,  il  faudrait  dans  les 
Equations  (24)  supposer  la  constante  t()  —  ziz  00  ;  alors  p  et  r  res- 
teraient  constamment  nuls  et  q  constamment  egal  a  p.  Dans  ce 
cas,  le  corps  commencerait  a  tourner  aulour  de  l'axe  d'inerlie  Or 
et  ce  uiou\emenl  subsisterait  indefinimenl. 


390.  Cas  ou  l'ellipsoide  d'inertie  est  de  revolution.  —  Suppo- 
sons  que  l'ellipsoide  d'inertie  soit  de  revolution,  aulour  de  Ospar 
exemple,  et  soit  par  suite 

A  =  B, 
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G  etant  superieur  a  A  et  B,  si  l'ellipsoide  est  nplati,  inferieur  s'il 
est  allonge. 

Le  module  A  2  est  alors  nul  etles  fonctions  elliptirjues  deviennent 
circulaires.  Tout  d'abord,  la  troisieme  equation  d'Euler 


C^+(B-A)/,<7  =  o 

se  reduit  a 

dr 

la  derniere  des  equations  (20) 

/  cos  0  =  Gr  =  C  /-0 

monlre  que  0  doit  etre  constant, 

0  =  60,     /  cos  0O  =  G/-0 ; 

quant  a  <b,  la  formule  etablie  precedemment 

d<\>_  Hkp*  -t-  By') 

donne  ici 

dfy  _  £  . 
dt  ~  A ' 

varie  done  proportionnellement  au  temps.  Ensuite  la  formule 

r  =  ^'cosG  -f-  ©' 

donne 


do  d<\>      .         /  C 

^  =  r°-^cos0o=,H1""  A 

done  cp  varie  proportionnellement  a     et  Ton  a 

f  =  ?o+  ^1  —  ^ ^  r<i*. 

Enfin,  les  deux  premieres  equations  (20)  donnent  /?  et  /•  en 
fonction  de  £  par  les  fonnules 

Ap  —  I  sin  60  sin  cp,      A  q  =  /  sin  0o  cos  9. 
INous  avons  vu  precedemment  (n°  382)  que  la  rotation  instan- 
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tanee  w  est  la  somme  geoni(Hrique  des  Uois  rotations  0',  cp'  et  AJ 
dirigees  respectivement  suivant  01,  0-3  et  Oz^.  Actuellement, 
langle  :03|  est  constant,  0'  est  nul,  cp'  et  d/  sont  constants.  La 

rotation  instantanee  co  est  la  diagonale  du  parall^logramme  cons- 
truit  sur  <J/  et  cp';  ce  parallelogramme  reste  £gal  a  lui-meme  pen- 
dant toute  la  dur^e  du  mouvement.  Le  lieu  de  1'axe  inslantane"  co 
dans  le  corps  est  done  un  cone  de  revolution  d'axe  Oz\  le  lieu  de 
l'axe  inslantane"  dans  l'espace  est  un  cone  de  revolution  d'axe  Ozi. 


Fig.  227. 


Le  mouvement  fini  s'obtient  en  faisant  rouler  le  premier  cone  sur 
le  deuxieme  d'un  mouvement  uniforme  {fig-  227). 

3(.)  1 .  Indications  sommaires  sur  le  calcul  des  neuf  cosinus  en  fonction 
du  temps.  —  Les  expressions  des  neuf  cosinus  donnees  par  Jacobi  {Journal 
de  Crelle,  t.  39)  peuvent  etre  calculees  par  la  voie  elementaire  suivante, 
qui  se  presente  immediatement,  et  qui  est  a  peu  de  choses  pres  celle  qu'a 
suivit  Somoff  (Journal  de  Crelle^  t.  42).  Nous  avons  deja  obtenu  0  et  cp 
en  fonctions  du  temps  par  les  formules  (20);  calculons  <k  Nous  avons 
trouve 

dfy  _  tJ  D    A jji-h  By2 
dt  ~~  'J'     A2/>2-b  B2q-  * 

Posons  comrae  plus  haut  1  =  n(t, —  tQ) ;  remplacons,  dans  Pexpression 
d<\> 

de  - ^  >  p  et  q  par  leurs  valeurs  (19)  et  cn2x  par  1  — sn2x;  nous  avons 

d^  _  (oD      (B  —  C)  —  (B  — ■  A)  sn2- 
dz  ~   n    A(~B  —  G)  —  G(B  —  A)sn2-r 

ce  (ju'on  peut  ecrire,  en  eflectuant  ]a  division, 

d^  _  ixV      ,oD  (G— A)(B  — G) 

d-  ~  nC  +  nC  A(B  —  G)  —  G(B  —  A  )sn2-" 
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Pour  mettre  en  evidence  les  poles  de  la  fonction  doublemeut  periodique 
du  second  mcmbre,  determinons  un  argument  constant  ic  ve'rifiant  la 
relation 

A(B  —  G) 


(25)  sn2«c  = 


G(  13  —  A) 


comme  A  >  B,  la  valeur  de  sn«c  est  purernent  imaginaire  :  on  petit  done 
prendre,  pour  ['argument  ic,  une  valeur  purernent  imaginaire,  et,  par 
suite,  pour  c,  une  valeur  reelle.  Nous  pourrons  alors  ecrire 

M    _  ,uD       [jlD  (G  —  A)(B  —  G)  1 

dx  ~  nC      \nC        G(B— A)       sn'-t'c  —  sn'2- 

D'apres  les  relations  elementaires  qui  lient  les  fonctions  sn,  cn,  dn  d'un 
meme  argument,  on  tire  de  (25) 

B(A-G)  _  ,  .  D(A-C) 

Cn-lC  =  G(  A  —  B)'       dn"C  =  G(  A  —  i))' 

Extrayant  les  racines  carre'es  et  tenant  compte  de  la  valeur  de  n,  on 
trouve 

...       ;aD  (C- A)(B-C) 

1  sn  ic  cn  ic  dn  ic  =  — --,   tt—t;  r-;  

nC       G(B  — A) 

II  faudrait  mettre  un  double  signe  devant  le  deuxieme  membre;  mais, 
comme  on  peut  changer  le  signe  de  ic  sans  que  les  relations  ante'rieures 
soient  changees,  on  peut  toujours  prendre  le  signe  -+■  devant  le  second 

membre.  L'equation  qui  donne       s'ecrit  alors 

,  „  (b\>      u  D      i  sn  r'c  cn  ic  dn  ic 

(26)  ZT  =  —n  H  I  

«x       «L         sn-fc  —  sn2x 

Gette  expression  est  maintenant  aisee  a  integrer.  On  a,  en  effet,  quels 
que  soient  les  deux  arguments  u  et  v,  Tidentite  (voir,  par  exemple,  Briot 
et  Bouquet,  Fonctions  ellipliques,  p.  49 4 ) 

,     N  .   '         .        ®2(o)  H(w  —  p)  H(m  -+-  v) 

(27)  sn2w —  $n-v  =  —  2 — :  2 —  5 

qui  donne,  en  prenant  les  derivees  logarithmiques  par  rapport  a  u, 

2sn«ciiwdnw  _        6'(w)      W (u  —  v)      H'(u  -+-  v) 
sn-u  —  sn-p  "  6  (u )      H  (a  —  v)  H(u-i-v) 

On  a  done  en  faisant  u  =  ic,  v  =  x,  et  designant  par  A  la  constante 
reelle  — -  —  1— — 


aty  _  ,  i  W'(ic  —  z)  i  H'(ic  +  x) 
d-  ~  A  +  2  li  (ic  — t)      2  U  (ic-hx)' 


CHAPITRE  XX.  —  MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE. 


177 


Integrant  et  supposant  les  axes  choisis  de  telle  facon  que  ^  s'annule 
avec  x,  on  a  etifin 

i  H  (  if  -U  t  } 

(28)  64-xx-h-lo 


2      °11(/C  — ") 

Les  trois  angles  0,  ©,  6  sont  ainsi  exprimes  en  fonction  du  temps,  et  l'on 
peut  determiner  la  position  du  corps  a  un  instant  quelconque.  Les  sinus 
et  cosinus  de  ces  trois  angles  s'expriment  par  des  fonctions  du  temps  qui 
sont  ou  uniformes  ou  racines  carrees  de  fonctions  uniformes.  Mais  il  est 
tres  remarquable  que  les  neuf  cosinus  a,  (i,  v,  a',  y',  a",  (3",  y",  sont  des 
fonctions  uniformes  du  temps.  Ce  resultal,  du  a  Jacobi,  peut  s'etablir 
comme  il  suit.  Les  formules  (20)  donnent  deja  y,  y',  7",  en  fonctions  uni- 
formes de  t.  On  en  conclut 

sin  0  =  J—  — 

Dfx 

ou,  en  remplacant  p-  et  q-  par  leurs  valeurs, 


.  /C(A-B)(D  — G)  .  /    ,  A(B-C) 

Introduisant  l'argument  zc  defini  par  la  relation  (25),  puis  tenant  compte 
de  l'identite  (27),  dans  laquelle  on  fait  u  =  x  et  v  =  ic,  on  trouve  pour 
sinO  une  expression  de  la  forme 

.   .         v/H(t  —  ic)  H(x  -+-  ic) 
sin  0  =  v  ■  1 

ou  v  est  une  constante  dont  il  est  inutile  d'ecrire  la  valeur.  On  voit  ainsi 
que  sinO  est  la  racine  carree  d'une  fonction  uniforme.  En  calculant  e^, 
cos sin '1^  d'apres  la  formule  (28),  on  trouve  que  ces  fonctions  dependent 
de  la  meme  irrationnelle  que  sinO;  cette  irrationnelle  disparait  ensuite 
dans  les  combinaisons  qui  donnent  «,  a'  a",  [3,  (37,  [f. 

On  arrive  encore  a  la  meme  conclusion  en  calculant  directement  en 
fonction  de  t  l'expression 

w  =  elty  sin  0. 

La  differentiation  donne 

1  dw       .d<b  ,d% 
w  dt         dt  dV 

remplacant  ^  par  sa  valeur  (21)  et  0  et       par  leurs  valeurs  deduites  de 

/  cosfJ  =  Cr,  on  trouve,  pour  —  -jj  ■>  une  fonction  elliptique  de  t  qui,  par 
une  quadrature,  donne  w  en  fonction  uniforme  du  temps. 

APPBI.L.  —  Traili  dc  Mccaniqnc.  II.  12 
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Si  Von  veut  comparer  le  calcul  precedent  a  celui  de  SomofF  (Journal 
de  Crelle,  t.  -42),  il  suffit  de  remarquer  que  I'argument  appele  ia  par 
Jacobi  et  Somofl'  est  lie  a  ic  par  la  relation 

ia  -+-  ic  —  i¥J . 

Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  de  developper  davantage 
ces  calculs.  Nous  renverrons,  pour  plus  de  details,  au  Memoire  de  M.  Her- 
mite  :  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  ou  se 
trouvent,  avec  des  indications  sur  les  travaux  de  Brill,  Chelini,  Siacci, 
deux  methodes  ditferentes  pour  calculer  directement  les  neuf  cosinus,  et 
au  Traite  de  Halphen  (t.  II). 

Lorsque  D  =  B  (n°  389,  3 '),  le  module  k ■  =  i,  les  angles  0,  o,  et  les 
neuf  cosinus  s'expriment  par  des  fonctions  elementaires.  Alors,  d'apres  les 

eT          q — T 

relations  (24),  la  fonction  $  =  sn~  devient  ^r  ^        ou  —  ttangi?,  et  les 


fonctions  en-  et  dnx  se  reduisent  a  v/p  —  s 2  ou  a   r- •  En  introduisant 

v  cosi- 

un  argument  purement  imaginaire  ic  defini  par  la  relation  (25),  e'est- 

a-dire 

A(B-G)  1  B(A-G) 

tanfe  c-  Q(k_By        cos2c      G( A  —  B) 

on  remplacera  la  formule  (26)  par 

d<l  _  ji.B      tangc  1 

d~      nC       cos-c  tang2c —  tang2?-: 

qui  donne,  en  integrant  et  designant  par  a  la  constante         -+-  langc, 

•l>  =  Xt  log  —  r-^- 

T  2       sin(c  —  i-z) 

On  deduit  de  la  les  expressions  des  neuf  cosinus. 

Lorsque  A  =  B  (n°  390),  le  module  est  nul ;  sn-c  se  reduit  a  shit;  nous 
avons  donne,  pour  ce  cas,  les  expressions  de  9,  j>,  >l. 


392.  Representation  geometrique  du  mouvement  d'apres  Poinsot. 

—  Dans  un  Memoire  insere  au  Tome  XVI  du  Journal  de  Liou- 
ville,  Poinsot  a  donne  une  representation  geometrique  du  mou- 
vement, fondee  sur  les  theoremes  de  Cinematique  suivants,  qui 
s'appliquent  au  mouvement  le  plus  general  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe. 

Considerons  l'ellipsoidc  d'iner tie  du  corps  relatif  au  point  fixe  O, 
et  soient  Ox,  Oy,  Oz  les  axes  principaux  de  cet  ellipso'ide.  A  un 
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instant  quelconque,  I'axe  de  la  rotation  instanlanee  w  rencontre 
la  surface  de  1'ellipsoide  en  un  point  m,  que  Poinsot  nomine  pole. 

Theoreme  I.  —  La  force  vive  du  corps  est 


Om~ 

En  eftet,  d'apres  la  definition  me  me  de  1'ellipsoide  d'inertie,  lc 

moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  a  l'axe  Ow  est     1  „  ■>  et, 

O  m ' 

comme  les  vitesses  des  points  du  corps  sont  les  memes  que  s'il 
tournait  avec  la  vilesse  angulaire  w  autour  de  Ow,  la  force  vive 
im^2  est  le  produit  du  moment  d'inertie  par  le  carre  de  la  vitesse 

angulaire  (n°  359) 


Om 


Theoreme  II.  —  A  chaque  instant,  le  plan  tangent  a  Vellip- 
solde  dinertie  au  pole  m  est  perpendiculaire  au  moment  resul- 
tant Oo-  des  quantites  de  mouvement. 

En  effet,  1'ellipsoide  d'inertie  rapporte  aux  axes  Oxyz  a  pour 
equation 

A^2-h  By>-+-  Cz°-=  i. 


Les  cosinus  directeurs  de  Ow  etant  —?->-?  les  coordonnees  x 


CO     tO  CO 


r.  z  du  pole  m  par  rapport  aux  memes  axes  sont 

x  =  0        i        y  =  O  m-  •>        z  ==  O  rn  — 


L'equation  du  plan  tangent  au  point  m(x,  y,  z)  etant 
AX#-+-BYjK-hCZs  =  i, 


celte  equation  devient 


(2^l(KpX  -4-  BqY  +  GrZ)  =  i, 


equation  d'un  plan  perpendiculaire  au  vecleur  Oo-  dont  les  pro- 
jections sont  A/?,  Bq.  Cr. 


Theoreme  111.       La  distance  du  point  fixe  au  plan  tangent 
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a  Vellipso'Cde  au  pole  est  egale  a  la  racine  carree  de  la  for  ce 
vive  devisee  /jar  le  module  du  moment  cinetique  resultant. 

En  efFet,  la  distance  o  de  l'origine  0  au  plan  tangent  est 

8  _   i  

O m    sj A-p- -+-  B'2 q7- -h  C- r- 

ce  qui  demontre  le  theoreme. 

Appliquons  maintenant  ces  trois  theoremes  au  cas  particulier 
ou  les  forces  appliquees  au  corps  solide  ont  une  resultante  unique 
passant  par  le  point  fixe.  Alors  :  i°  la  force  vive  est  constanle  et 
egale  a  A  ou  a  Dp.2 ;  on  a  done 

O  m 

2°  le  moment  resultant  Oa  des  quantit^s  de  mouvement  a  une 
direction  fixe;  le  plan  tangent  a  Tellipsoide  en  m  a  done  egale- 

— > 

ment  une  direction  fixe  perpendiculaire  a  Oct;  3°  le  moment 

resultant  Oo-  ajant  une  longueur  constanle  /  ou  p.D,  la  distance 
du  plan  tangent  en  m  au  centre  O  est 

6  =  T  =  71' 

elle  est  done  constante. 

En  resume,  le  plan  II  tangent  en  m  est  fixe,  car  il  a  une  orien- 
tation constanle  et  il  est  a  une  distance  constante  du  point  fixe  O. 

Nous  arrivons  done  a  ce  resultat  que  l'ellipsoide  d'inertie  reste 
containment  en  contact  avec  un  plan  fixe  II.  Le  point  de  contact  m 
est  le  pole;  la  droite  Om  est  Taxe  inslantane,  et  la  vitesse  angu- 
laire  de  rotation  instantan^e  est  co  =  O  m  \/ h  :  elle  varie  propor- 
tionnellement  a  Om.  Poinsot  appelle  polhodie  la  courbe  d^crite 
par  le  pole  mala  surface  de  rellipsoide,  et  herpolkodie  la  courbe 
d^crite  par  le  pole  sur  le  plan  fixe  II  {fig.  228).  Le  cone,  lieu 
des  axes  instantanes  dans  le  corps,  a  pour  sommet  le  point  O,  et 
pour  directrice  la  polhodie;  le  cone,  lieu  des  axes  instantanes  dans 
l'espace,  a  pour  sommet  O  et  pour  base  l'herpolhodie.  Pour  oblenir 
le  mouvement,  il  faut  faire  rouler  le  premier  cone  sur  le  second, 
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de  telle  facon  que  la  vitesse  angulaire  instantanee  co  soit  a  chaque 
instant  proportionnelle  a  Dm,  puisqu'on  a 

co  =  O  m  \}h. 


Fig.  228. 


Comme  le  point  de  i'ellipsoide,  qui  est  en  contact  avec  le  plan 
fixe  II.  possede  a  chaque  instant  une  vitesse  nulle,  parce  qu'il  est 
sur  1'axe  instantane,  on  peut  dire  aussi  que  le  mouvement  s'ob- 
tient  en  faisant  rouler  et  pivoter  (sans  glissement)  I'ellipsoide 


Fig.  228  bis. 


(l'inerlie  sur  un  plan  fixe  II.  La  position  de  ce  plan  fixe  est  connue 
par  les  conditions  initiales. 

On  pent  encore  se  representor  le  mouvement  en  supposant  qu'on 
ait  realist  mal^riellement  la  surface  conique  roulante  {fig-  228  bis) 
I i mitre  par  la  polhodie  :  la  roue  ainsi  formee  roulc  sur  le  plan  II 
et  sa  trace  sur  le  plan  est  I'lierpolhodie.  Comme  la  polhodie  roule 
snns  glisser  sur  l'herpolhod ie,  les  arcs  correspondants  des  deux 
courbes  ont  meme  longueur. 
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Polhodie.  —  Cherchons  les  equations  de  la  polhodie;  a  cet 
effet,  rapportons  l'ellipsoide  d'inertie  a  ses  axes.  Nous  pourrons 
definir  Ja  polhodie  comme  le  lieu  des  points  m(x,  y,  z)  de  cet 
ellipsoide  ou  le  plan  tangent 

A^X  4-  BrY  +  GsZ  =  i 

est  a  une  distance  constanle  o—  de  l'origine.  Gette  condition 
s'exprime  par  l'equation 

(29)  A.-x--h  B2j2h-  G2^2  =  D. 

Cctte  Equation  et  celle  de  l'ellipsoide 

(30)  A  x-  -+-  B  y- -\-  Gz-  =  1 

definissent  la  polhodie  qui  est  ainsi  une  courbe  algebrique  du 
quatrieme  ordre;  on  se  rendra  compte  de  sa  forme  en  la  regardant 
comme  l'intersection  de  l'ellipsoide  et  du  cone  lieu  des  axes 
instantanes  Om  dans  le  corps  ou  cone  roulant.  Liquation  de  ce 
cone  s'obtient  par  une  combinaison  homogene  des  deux  equations 
ci-dessus.  ce  qui  donne 

A(  A  —  D )  a?2  4-  B  ( B  —  D  )y-  -+-  C(C-D);^0. 

Pour  que  ce  cone  soit  reel,  il  faut  que  l'on  ait 

A^D^C 

e'est  la  condition  evidente  que  la  distance  du  plan  tangent  a 
l'origine  -j-z  doit  etre  inferieure  au  grand  axe        et  superieure 

petit  -j™  Le  cone  se  reduit  a  deux  plans  imaginaires,  e'est-a-dire 

a  une  droite  confondue  avec  Ox  ou  Oz  lorsque  l'on  a  D  =  A 
ou  D  =  C;  il  est  facile  de  le  voir  g^ometriquement,  puisque  les 
extr6"mit^s  c,  c'  du  grand  et  a,  a'  du  petit  axe  sont  les  seuls  points 
reels  ou  le  plan  tangent  est  a  sa  distance  maxima  011  minima  de 
l'origine.  La  polhodie  est  aiors  formee  de  deux  points  c  et  c 
ou  a  et  a!  {fig.  229).  Pour  D  =  B,  le  cone  se  decompose  en  deux 
plan  reels  passant  par  l'axe  mojen 


G(B  —  G ) 
A  (  A  —  B ) 
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Ge  sont  bien  les  plans  que  nous  avons  d£ja  rencontres  dans 
I'etude  analytique  du  probleme;  la  polhodie  est  alors  formed  de 
deux  ellipses  ee'  se  coupant  aux  extremites  bb'  de  l'axe  mojen. 

La  polhodie  est  done  ^intersection  de  l'ellipsoide  et  d'un  cone 
du  second  ordre  ayant  les  memes  plans  de  symetrie.  Elle  se  com- 
pose de  deux  branches  fermees  distinctes,  symetriques  Tune  de 
l'autre,  par  rapport  au  centre  et  a  l'un  des  plans  principaux  de 
rellipsoide  :  chaque  branche  admet  comme  plans  de  symetrie  les 


c 


Fig.  229. 

deux  autres  plans  principaux  de  Fellipsoide  {fig-  229)  et  possede 
quatre  sommets  i,  2,  1,  2  pour  lesquels  le  rayon  vecteur  Om  issu 
du  centre  est  minimum  011  maximum.  Dans  le  mouvement,  une 
des  branches  de  la  polhodie  roule  sur  le  plan  fixe  II.  Cette  branche 
est  seule  utile;  l'autre  branche  roule  sur  un  plan  sym^trique  de  II 
par  rapport  au  point  O. 

II  est  important  de  se  rendre  compte  des  formes  diverses  de  la 
polhodie  suivant  les  conditions  initiates.  Representons  rellipsoide 
d'inertie  ( fig.  229).  Comme  nous  supposons  A  >>  B  >>  G,  l'axe  Ox 
est  le  petit  axe,  Oz  le  grand.  Nous  appellerons  aa',  66',  cc'  les 
sommets  de  la  surface.  Suivant  les  conditions  initiates,  la  cons- 
tante  I)  varie  entre  A  et  G.  Pour  D  =  A,  le  cone  lieu  des  axes 
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instantanes  dans  le  corps  sc  roduit  a  l'axe  Ox  et  la  polhodie, 
intersection  du  cone  et  de  l'ellipsoide,  se  roduit  au  point  a  et  au 
symetrique  a'.  Qaand  D  diminue  un  peu,  la  polhodie  se  compose 
d'une  petite  courbe  fermee  /  entourant  a  et  d'une  courbe  syme- 
triqne f  entourant  a' .  D  continuant  a  diminuer,  les  courbes  f  et  f 
s'eloignenl  de  a  et  a',  et,  pour  D  =  B,  ces  courbes  se  rejoignent 
aux  points  b  et  b'  en  se  d^composanl  alors  en  deux  ellipses  e  et  e' . 
De  meine  pour  D=C,  la  polhodie  se  roduit  aux  deux  sommets 
c  et  c'  :  D  augmentant,  elle  est  d'abord  formee  de  deux  petites 
courbes  symetriques  g  et  g'  entourant  ces  sommets;  puis  ces 
courbes  grandissent,  et  pour  D  =  B  elles  se  r^duisent  encore  aux 
ellipses  e  et  e'. 

II  y  a  done  deux  sortes  de  polhodies  :  les  unes  entourent  les 
sommets  du  petit  axe,  les  autres  les  sommets  du  grand  axe;  ces 
deux  sortes  de  polhodies  sont  s^par^es  par  la  polhodie  singuliere 
correspoudant  a  D  =  B,  formee  de  deux  ellipses  e  et  e' .  Par 
chaque  point  de  la  surface  de  Tellipsoide  il  passe  une  polhodie  et 
*une  seule;  ces  courbes  etant  supposees  tracees,  pour  connaitre 
la  polhodie  correspondant  a  des  conditions  initiales  donn^es,  il 
suffit  de  connaitre  le  point  m0  oii  la  rotation  instantan^e  initiale 
perce  l  ellipsoide;  la  polhodie  cherchee  est  celle  qui  passe  par  m0. 
Quant  au  plan  fixe  II  correspondant,  e'est  le  plan  tangent  en  m0 
a  l'ellipsoide  dans  sa  position  initiale. 

II >,i polhodie.  —  Si  Ton  abaisse  du  point  fixe  une  perpendicu- 
laire  OP  (voir  fig.  228)  sur  le  plan  II,  la  longueur  OP  est  egale 

a  Le  rayon  vecteur  P m  —  p  d'un  point  de  l'herpolhodie  est 
done 

Nous  avons  vu,  d'apres  la  forme  de  la  polhodie,  que  la  distance 
Om  du  pole  au  centre  varie  entre  un  minimum  et  un  maximum; 
done  p  varie  egalement  entre  un  minimum  et  un  maximum  corres- 
pondanls  p4  et  p2.  L'herpolhodie  est  done  comprise  entre  deux 
cercles  concentriques  de  rayons  p,  et  p2  qu'elle  louche  successi- 
vement  en  des  points  tels  que  m,,  m2.  Elle  a  la  forme  indiquee 
sur  la  figure  228;  e'est  une  courbe  tournant  partout  sa  concavite 
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vers  le  point  I*  et  ne  pr^sentant  pas  de  points  d'inQexion.  Celte 
circonstance,  remarquee  pour  la  premiere  fois  par  Hess  [Inaugu- 
ral Dissertation,  Miinchen,  1880;  Math.  Annalen,  t.  XXVII, 
1886),  et  retrouvee  par  M.  de  Sparre  (Comptes  rendus,  1884), 
me" rite  d'etre  signalee,  parce  que  Poinsot,  dans  son  Memoire,  a 
figure"  l'herpolhodie  d'une  maniere  inexacte  en  lui  donnant  une 
forme  sinueuse  :  on  en  trouvera  une  de"  monstration  dans  un  article 
de  M.  Pade  (Nouvelles  Annates,  4°  serie,  t.  VI,  juillet  1906). 

L'arc  d'lierpolhodie  ^m,  est  le  quart  1 ,  2  de  Tare  de  polho- 
die  {fig-  228) ;  lorsque  tous  les  points  de  la  polhodie  sont  venus 
successivement  en  contact  avec  le  plan,  le  pole  m  reprend  la  meme 
position  sur  l'ellipsoide;  mais,  dans  le  plan  II,  le  rayon  vecteur 

P i)i  a  tourne  d'un  angle  egal  a  4miPm2  puisqu'il  y  a  quatre  som- 
mets  sur  la  polhodie.  Si  cet  angle  W|Pm2  n'est  pas  commensu- 
rable avec  7T,  l'herpolhodie  n'est  pas  fermee;  le  pole  ne  reprend 
jamais  exactement  la  meme  position,  en  meme  temps,  sur  l'ellip- 
soide et  sur  le  plan.  Si  cet  angle  est  commensurable  avec  7r,  l'her- 
polhodie est  fermee,  et,  au  bout  d'un  certain  temps,  le  pole  reprend 
la  meme  position  sur  l'ellipsoide  et  sur  le  plan. 

Cas  particuliers.  —  Si  D  =  A  ou  D  =  C,  la  polhodie  est  un 
point,  l'herpolhodie  egalement  :  l'ellipsoide  pivote  en  restant  en 
contact  avec  le  plan  par  le  sommet  du  petit  ou  du  grand  axe. 

Si  D  =  B,  la  polhodie  est  reduite  a  deux  ellipses  ee\  passant 
par  l'axe  moyen.  Le  petit  axe  d'une  de  ces  ellipses,  comme  on  le 

vcrifie  facilement,  est  l'axe  moyen  — — .  Dans  ce  cas,  le  mouvement 

s'obtient  en  faisant  rouler  l'une  de  ces  ellipses,  dont  le  centre  est 
fixe,  sur  le  plan  II;  comme  ce  plan  est  a  une  distance  du  centre 

6"gale  a  -"— ,  le  minimum  p2  du  rayon  p  =  V m  de  l'herpolhodie  est 

mil:  le  maximum  a  une  certaine  valeur  p4.  L'herpolhodie  a  alors 
la  forme  d'une  double  spirale  (  fig.  23o),  ayant  un  sommet  T  cor- 
res  pond  ant  au  maximum  de  p  et  composee  de  deux  branches  syme- 
Iritjues  par  rapport  a  PT  et  asymptotes  vers  le  point  P.  Une  pai  tie 
settlement  de  cette  herpolhodie  est  elfectivement  parcourue;  c'est 
celle  qui  va  de  la  position  initiale  m„  du  pole  jusqu'au  j)oint  P, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Le  temps  que  met  le  pole  a  arriver 
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en  P  est'infini,  quoique  la  longueur  de  la  spirale  soit  finie  comme 
egale  au  pcrimetre  de  l'ellipse  roulanle. 

Quand  l'ellipsoide  est  de  revolution,  la  polhodie  et  l'herpolhodie 
sont  des  cercles.  S'il  est  une  sphere,  ce  sont  toujours  des  points. 


\ 

1 

( 

Fig.  23o. 


Stabilite  de  la  rotation  autour  des  axes  principaux.  — 
Dans  les  cas  particuliers  oii  le  corps  commence  a  tourner  autour 
d'un  des  axes  principaux  d'inertie,  ce  mouvement  persiste  indefi- 
niment;  l'axe  instantan^  est  fixe  dans  le  corps  et  dans  l'espace. 
II  est  ais6  de  voir  que  ce  sont  les  seuls  cas  oft  l'axe  instantane  reste 
fixe  dans  le  corps.  En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  on  a,  en  appelant  a, 
b,  c  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  instantane  par  rapport  aux 
axes  Oxyz, 

p  =  aw'}       q  —  6oj,       r  =  coj, 

oii  a,  6,  c  sont  constants.  Alors  l'integrale  des  forces  vives  (12) 
montre  que  co  est  constant;  les  trois  composantes  p,  q,  r  sont 
done  constantes,  et  les  equations  d'Euler  donnent 


(C-B)gr 


(A-C)rp 


(B-X)pq 


Si  l'ellipso'ide  d'inertie  n'est  pas  de  revolution,  ces  Equations 
exigent  que  deux  des  quantites  p,  q,  r  soient  nulles,  e'est-a-dire 
que  le  corps  tourne  autour  d'un  axe  principal.  Si  l'ellipsoide  est 
de  revolution  autour  de  O^,  A  =  B,  ou  bien  r  est  nul  et  le  corps 
tourne  autour  d'un  axe  dans  le  plan  de  l'equateur,  e'est-a-dire 
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aulour  d'un  axe  principal,  ou  bien p  =  q  =  o,  et  le  corps  tourne 
autour  de  I'axe  principal  Oz.  Enfiu,  dans  le  cas  A  =  B  =  C,  Le 
corps  tourne  autour  d'un  axe  principal,  car  tous  les  axes  sont 
principaux. 

On  peut  se  deinander  inaiutenant  si  le  mouvement  de  rotation 
du  corps  autour  d'un  des  axes  principaux  d'inertie  est  un  mouve- 
ment stable  ou  non.  On  dit,  en  general,  qu'un  mouvement  est 
stable,  si  en  modifiant  infiniment  peu  d'une  maniere  arbitraire 
les  conditions  initiates,  on  modifie  infiniment  peu  le  mouvement; 
un  mouvement  est  instable,  si  une  modification  infiniment  petite 
dans  les  conditions  initiates  amene  un  changement  fini  dans  le 
mouvement. 

D'abord,  si  A  >>  B  >  G,  la  rotation  autour  du  grand  et  du  petit 
axe  de  1'ellipso'ide  d'inertie  est  stable;  elle  est  instable  autour  de 
l'axe  moyen.  En  effet.,  animons  le  corps  d'une  rotation  initiale 
autour  du  petit  axe;  alors  cet  axe  reste  fixe,  le  pole  de  rotation 
coincide  avec  le  sommet  a0,  le  plan  tangent  no  en  a0  est  fixe.  Si 
Ton  modifie  infiniment  peu  les  conditions  initiates,  en  imprimant 
au  corps  une  rotation  initiale  autour  d'un  axe  infiniment  voisin 
de  Oa0,  la  polhodie  devient  une  petite  courbe  ferm^e  infiniment 
voisine  du  sommet  du  petit  axe  :  done  l'axe  instantan^  d^crit 
dans  le  corps  un  cone  d'ouverture  infiniment  petite  autour  de  sa 
position  primitive  dans  le  corps.  Le  plan  fixe  II,  auquel  l'ellip- 
soide  reste  tangent  dans  le  nouveau  mouvement,  est  infiniment 
voisin  de  no,  et  la  perpendiculaire  OP,  abaissee  de  O  sur  ce  plan, 
est  infiniment  voisine  en  longueur  et  direction  de  Oa0;  le  ra}ron 
vecteur  Om  d'un  point  m  de  l'herpolhodie  ajant  une  longueur 
infiniment  voisine  de  Oa0  s'ecarte  infiniment  peu  de  la  perpendi- 
culaire OP,  e'est-a-dire  de  Oa0  :  done  l'axe  instantane  demerit  aussi 
dans  Tespace  un  cone  infiniment  voisin  de  sa  position  primitive 
dans  l'espace;  la  rotation  consid6ree  est  done  stable.  II  en  serait 
de  meme  de  la  rotation  autour  du  grand  axe. 

Mais,  si  le  corps  tourne  d'abord  autour  de  l'axe  moyen,  une 
modification  infiniment  petite  des  conditions  initiales  amenera  le 
pole  dans  une  position  m0,  a  partir  de  laquelle  il  decrira  une  pol- 
hodie enlourant,  soit  le  sommet  a,  soit  le  sommet  c;  l'axe  s'ecar- 
tera  alors  d'une  quantite  finie  de  sa  premiere  position;  la  rotation 
est  instable. 
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Les  ellipses  ee  el  e'ef  {fig-  229)  partagent  l'ellipsoide  en  quatre 
fuseaux  :  deux  contenant  les  sommels  a  et  a'  et  les  deux  autres 
les  sommets  c  et  c'.  Suivant  une  reruarque  de  Bour,  il  est  naturel 
de  prendre  comme  mesure  de  la  stability  de  la  rotation  autour  de 
l'axe  Oa  Ie  rapport  de  l'aire  du  fuseau  contenant  a  a  la  moitie 
de  l'aire  de  l'ellipsoide  d'inertie.  En  effet,  si  les  conditions  initiates 
sont  modifiers  de  telle  facon  que  le  pole  tombe  dans  ce  fuseau, 
l'axe  instantane  decrit  dans  le  corps  un  cone  autour  de  sa  direc- 
tion primitive  Oa.  De  raeme,  on  mesurera  la  stabilite  de  la  rota- 
tion autour  de  Oc  par  l'aire  du  fuseau  qui  contient  cet  axe.  Par 
exemple,  si  l'ellipsoide  est  tres  voisin  d'un  ellipsoide  de  revolu- 
tion autour  de  Oz,  e'est-a-dire  si  A  —  B  est  tres  petit,  le  fuseau 
contenant  a  est  tres  petit,  de  sorte  que  la  stabilite  de  la  rotation 
autour  de  Oa  est  faible,  car  un  petit  d^placement  de  l'axe  peut 
faire  sortir  le  pole  du  fuseau  et  l'amener  a  tourner  autour 
de  Oc. 

Si  l'ellipsoide  est  rigoureusement  de  revolution  (projectiles 
oblongs),  il  n'y  a  de  stable  que  la  rotation  autour  de  l'axe  de  revo- 
lution :  en  effet,  si  le  corps  tourne  autour  d'un  axe  principal  du 
plan  de  l'equateur  et  que,  pour  une  cause  quelconque,  le  pole  m 
soit  un  peu  ^carte-  de  ce  plan,  il  ira  d^crire  sur  la  surface  de 
l'ellipsoide  un  cercle  parallele  et  presque  ^gal  a  l'equateur.  L'axe 
dans  le  corps  s'^carte  done  beaucoup  de  sa  position  primitive  :  ii 
est  bon  de  remarquer  que  dans  l'espace  il  reste  tres  voisin,  au 
contraire,  de  sa  position  primitive,  car  la  longueur  Om  differe 
peu  du  rayon  equatorial. 

Si  rellipsoide  d'inertie  est  une  sphere,  tous  les  axes  sont  egale- 
ment  stables,  ou  plutot  indiflerents,  car,  si  l'axe  instanlan^  est 
porte  du  lieu  ou  il  se  trouve  dans  un  autre,  il  redevient  immobile 
et  dans  le  corps  et  dans  l'espace.  (  Voyez  Bour,  Dynamique, 
p.  1 65 . ) 

393.  Equation  de  l'herpolhodie.  —  Poinsot  obtient  1'equation  difleren- 
tielle  de  l'herpolhodie  ea  remarquant  que  l'expression  de  Tare  de  cette 
courbe  en  fonction  du  rayon  Om  est  identique  a  l'expression  de  Tare  de 
polhodie  en  fonction  du  meme  rayon,  car  les  deux  courbes  roulent  1'une 
sur  l'autre.  Nous  emploierons  une  autre  methode  qui  conduit  a  des  calculs 
un  peu  moins  longs  et  que  nous  empruntons  a  une  Note  de  Darboux  a  la 
Mecanique  de  Despeyrous. 
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Soient,  comme  plus  haut,  x,  y,  z  les  coordonnees  du  pole  m  par  rap- 
port aux  axes  principaux  d'inertie  Oxyz\  puisque  le  rapport  j—^  est 
constant  et  egal  a  \Jh^  on  a 

(3.)  £  =  -?  =  i'  =  J^  =  v/A. 

v     '  x      y      z      O  m 

Go  mine  p,  q,  r  sont  des  fonctions  elliptiques  de  t  (19),  il  en  est  de  meme 
de  x,  y,  z.  Les  equations  d'Euler,  dans  lesquelles  on  remplace  p,  q,  r 
par  x  \Jh,  y  ^h,  z  s/ h,  donnent 

(32)  -h  v/A(C—  B)yz  =  o,       B  ^     .^(A  —  C)  zx =  o, 

Appelons,  comme  precedemment,  P  la  projection  du  point  O  sur  le  plan 
fixe  II,  qui  contient  l'herpolhodie,  et  designons  par  p  et  les  coordonnees 
polaires  d'un  point  in  de  la  courbe  rapportee  au  point  P.  Comme 

0P  =  JU, 

on  a  les  equations  suivantes  : 


(33) 


A  x2-h  B  j2-t-  G  z*=  1, 
A2a?2-f-B2j2-+-  C2^2  —  D, 

dont  la  premiere  exprime  que  Om  =  P  m  -+-  OP  ,  et  dont  les  dernieres 
sont  les  equations  dc  la  polhodie.  Resolvant  ces  equations  par  rapport  a  x2, 
r2,  z2.  on  a,  en  posant 

A  =  (A  — B)(B  — G)(G  —  A) 


et 


(B-D)(C-D)         .         (G_D)(A—  D) 

"  =  BCD  '        h~  GAD  ' 

(A-D)(B-D) 
C~  ABD  ' 

jx2=BC^B)(p!_a))  r!=CACA-C)(p8_6)i 

(34>   I  32=^zA2(p2_c). 

Nous  avons  suppose  A  >  B  >  G  et  D  compris  entre  B  et  G;  alors  A  est 
negatif,  et  Ton  a  a  >  o,  b  >  o,  c  <  o.  Done  z2  est  essentiellement  posilif 
et  ne  s'annule  jamais,  ce  qui  est  d'accord  avec  le  fait  que  r  ne  s'annule 
jamais.  Pour  que  x2  et  y*  soient  posi ti fs.  il  faut  que  p2  — a  soit  positif  et 


190  DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 

p2 —  I,  negatif  :  p-  oscille  done  entre  a  et  b.  On  retrouve  ainsi  ce  resultat 
que  le  rayon  vecteur  de  l'herpolhodie  oscille  entre  un  minimum  \Ja  et  un 
maximum  \lb.  En  diflerentiant  la  premiere  des  equations  (33),  on  a 

do  dx  dy  dz 
9  -r  —  x  — — h  y  -  f  -h  z  —r 
r  dt         dt         dt  dt 


ou,  en  tenant  compte  des  equations  (32) 


p 


dp        ,--        /B  — C      C  —  A      A-B\  Hsjhxyz 


dt=fkxyZ\—T-  +  ~ B       ■       G     /"  ABC 


cette  equation  donne  enfin,  en  remplacant  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  (34), 
et  \l h  par  ;jl  \JD, 

(35  )  o  ^  =  p  y/5         (  p*  _  «  )  (  pi  _  6  )  (  p2  -  c), 

equation  qui  permettrait  de  retrouver  p2  en  fonction  de  t  par  une  fonction 
elliptique;  cette  expression  de  p2  en  fonction  de  t  nous  est  deja  connue. 
puis  [ue  x,  y,  z  sont  des  fonctions  elliptiques  de  t. 

Pour  obtenir  une  autre  equation  ou  figure  l'angle  polaire  /  d1un  point 
de  l'herpolhodie,  on  part  de  la  remarque  suivante  :  si  m  et  m  sont  deux 
positions  infiniment  voisines  (x,  y,  z)  et  (x  -+-  dx,  y  •+-  dy,  z  ■+■  dz)  du 
pole  dans  le  corps,  le  plan  du  triangle  elementaire  mO  ni  est  tangent  au 
cone  lieu  des  axes  instantanes  dans  le  corps,  et  les  projections  Sx,  Sv,  S- 
de  l'aire  S  de  ce  triangle  sur  les  plans  principaux  de  Pellipsoide  sont 

2S.v  =  ydz  —  z  dy,       2  S  v  =  z  dx  —  x  dz,       iSz=xdy — y  dx. 

D'autre  part,  comme  le  cone  lieu  des  axes  Om  dans  le  corps  roule  sur  le 
cone  fixe  ayant  pour  sommet  O  et  pour  base  Therpolhodie,  le  plan  mOrn' 
est  aussi  tangent  au  cone  fixe,  et  1'aire  elementaire  S  est  aussi  egale  a  l'aire 
comprise  entre  les  deux  generatrices  infiniment  voisines  correspondantes 
du  cone  fixe.  La  projection  de  l'aire  S  sur  le  plan  n  qui  contient  l'her- 
polhodie est  alors  un  secteur  elementaire  de  cette  courbe  ~  0-  dy  . 

Comme  les  plans  xOy,  yOz,  zOx  font  avec  le  plan  II,  perpendiculaire 
a  Oa,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  y,  v'3       on  a 

(36)  p2  dy^  =  2yS.x.-i-  2y'Sv  -t-  2  ywS- ; 

calculons  le  second  membre.  D'abord 

Puis,  en  vertu  des  equations  (32)  deduites  des  equations  d'Euler, 

2  Sx  =  y  dz  —  z  dy  =         [  B  ( A  -  B )  y 2  -+-  G  (  A  -  G )  z 2  ]  dt ; 
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la  quantite  entre  crochets  est  egale  a  A  —  D,  comme  on  le  voit  en  elimi- 
nant  x-  entre  les  deux  dernieres  equations  (33).  On  a  done 

_  x  \JTi(  A  —  D ) 
2bx~         BC  dt- 

Galculant  do  meme  Sv,  S-  par  une  permutation  des  lettres  et  portant 
dans  (3G)  apres  avoir  remplace  \Jh  par  \x  y/D,  on  a 

dy         /A  —  D       ,     B  —  D"_    ,      G  —  D  _  0 

Dans  cette  relation,  nous  remplacerons  enfin  x2,  j'2,  z-  par  leurs 
valeurs  (34)  en  fonction  de  p2  ct  nous  aurons,  apres  reduction,  une  relation 
de  la  forme 

(38)  P2^  =  ^(P2+E), 

,     _     ...         ,                      (A  —  D)(B  —  D)(C  — D) 
mi     L     designe     la    constante    .   -•>     c  est-a-dire 


—  y —  abcl). 

Les  deux  relations  (35)  et  (38)  donnent  p  et  ^  en  fonction  du  temps. 
L'elimination  de  dt  fournit  I'equation  differentielle  de  l'herpolhodie 

09)  (^E)df 


qui  donne  ^  par  une  quadrature.  On  peut  ainsi  construire  Pherpolhodie 
et  verifier  qu'elle  n'a  pas  d'inflexions,  en  calculant  le  rayon  de  courbure 
en  fonction  de  p  et  montrant  qu'il  ne  devient  jamais  infini.  Ce  resultat 
tient  a  Tinegalite  A  <  B  -+-  G  qui  lie  les  trois  moments  d'inertie.  On  voit 

dy 

egalement  que  l'herpolhodie  n'a  pas  de  points  de  rebroussement,  car  — ^ 

ne  devient  pas  nul  pour  les  valeurs  de  p2  comprises  entre  a  et  b.  Si  l'on 
remplacait  l'ellipsoide  d'inertie  par  un  ellipsoide  quelconque  ou  par  un 
h  \  perboloi'de  qu'on  ferait  rouler  et  pivoter  sur  le  plan  fixe  n,  Therpolhodie 
correspondent 6  pourrait  presenter  des  inflexions  ou  des  rebroussements ; 
il  pourrait  aussi  arriver  que  le  rayon  vecteur  Pm  ne  tourne  pas  toujours 
dans  le  meme  sens.  Nous  renverrons,  pour  une  discussion  plus  detaillee 
de  cette  question  de  Geometrie,  a  la  Note  de  Darboux  {Mecanique  de 
Despeyrous);  au  Memoire  de  Hess;  et,  pour  l'expression  de  %  en  fonction 
de  t,  au  Traite  de  Greenhill  (Chap.  III). 

Dans  le  ras  particulier  ou  B  =  D,  E  est  nul,  a  et  c  aussi,  et  la  quadra- 
ture qui  donne  /  peut  s'efTectuer  a  l'aide  des  fonctions  elementaires. 
Alors 
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et  en  faisant  \jBb  =  X, 


y/6  _       -+-  e-'  V- 


C'est  la  I'equation  dc  la  spirale  representee  dans  la  figure  23o. 

On  peut  egalement  obtenir  les  equations  (35)  et  (38)  en  partant  de 
cette  remarque  que  la  vitesse  absolue  avec  laquelle  le  pole  m  decrit  l'her- 
polhodie  est  egale,  a  chaque  instant,  a  la  vitesse  relative  par  rapport  aux 
axes  O xyz  avec  laquelle  le  point  M  decrit  la  polhodie  :  ce  fait  resulte  de 
ce  que  les  arcs  correspondants  des  deux  courbes  sont  egaux.  On  obtient 
alors  les  deux  equations  en  ecrivant  que  les  projections  de  ces  deux  vitesses 
sur  Pm  sont  egales  et  que  les  moments  de  ces  deux  vitesses,  par  rapport 
a  OP,  sont  egaux. 

Herpolhodo graphe  de  Darboux  et  Kosnigs.  —  On  a  fait  a  la  repre- 
sentation de  Poinsot  le  reproche  qu'elle  ne  represente  pas  le  temps. 
Effectivement,   si  Ton  avait  realise   materiellement  les  deux  cones  de 


sommet  0  ayant  pour  bases  la  polhodie  et  Fherpolhodie,  et  si,  par  un 
engrenage,  on  les  obligeait  a  rouler  Pun  sur  l'autre,  on  n'aurait  pas  encore 
la  representation  complete  du  mouvement,  car  il  faudrait,  en  outre, 
imprimer  au  cone  roulant  une  vitesse  angulaire  instantanee,  qui  flit  a 
chaque  instant  proportionnelle  a  0  m.  Darboux  a  montre  (Note  a  la 
Mecanique  de  Despeyrous)  qu'on  peut  construire  un  appareil  realisant 
cette  condition,  en  associant  la  representation  precedente  du  mouvement 
avec  une  autre  representation  qui  est  aussi  due  a  Poinsot. 

Soient,  comme  precedemment,  m  le  point  de  contact  de  rellipsoide 
d'inertie  avec  le  plan  II,  P  la  projection  du  centre  0  sur  11.  Menons  par 
le  centre  0  {Jig-  23i)  de  rellipsoide  un  plan  IT'  parallele  au  plan  fixe  II,  et 
appelons  m'  la  projection  de  m  sur  II'.  La  rotation  instantanee  10  =  O  m  \] h 
dirigee  suivant  O  m  pent  etre  decomposed  en  deux,  Tune  dirigee  sui- 
vant  OP  ayant  la  valeur  constante  ;jl  =  OP.\/h,  l'autre  dirigee  suivant  O  m' 
egale  a  0  m' .  \Jh.  Si  done  Ton  imprime  au  plan  II  une  rotation  constante  \x. 


Fig.  23r. 
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autour  de  OP,  le  mouvement  de  Pellipsoide  par  rapport  au  plan  11', 
de  enu  ainsi  mobile,  se  reduira  a  chaque  insiant  a  la  seule  rotation  autour 
de  0  ni .  Dans  le  coin  s  du  mouvement  .  Om  change  soit  dans  le  corps, 
soit  <lans  I'espace;  dans  le  corps,  il  decrit  un  cone  (G  )  duseco-id  ordre,  el 
dans  I'espace  il  decrit  le  plan  11'.  Le  mouvement  relatif  de  Pellipsoide  par 
rapport  au  plan  11'  devenu  mobile,  se  reduira  done  au  roulement  du 
cone  (C)  sur  ce  plan,  la  vitesse  relative  de  roulement  etant  constamment 
egale  a  0  m'  \fh. 


Le  mouvement  du  corps  peut  '/one  etre  represente  par  le  rule  merit 
<lu  cone  (C),  invariable  me  nt  lie  au  corps,  sur  le  plan  II',  ce  roulement 
feffectuant  avec  la  vitesse  angulaire  instantanee  Om'sjh,  pendant 
que  le  plan  tourne  avec  une  vitesse  constante  u  autour  de  sa  nor- 
male  OP. 


Verifions  que  le  cone  {C)  est  du  second  ordre.  Pour  detinir  ce  cone, 
nous  chercherons  le  lieu  des  diverses  positions  du  point  m'  par  rapport 
aux  axes  Oxyz  de  Pellipsoide.  Le  point  m\x\  y' ,  z')  etant  situe  sur  la 
normale  au  pole  m(x,  y,  z),  a  Pellipsoide  d'inertie,  on  a 

...  x'—x      r'  —  y      z'—z  : 

"IF =,TT  =  "  ; 

ce  point  etant  dans  le  plan  II'  parallele  au  plan  tangent  en  m  a  Pellipsoide, 
011  a  aussi 

Axx'-±-  Byy'-+-  Czz'  =  o. 

Appelons  X  la  valeur  commune  des  rapports  i'4o)  et  portons  dans  (40  les 
valeurs  de  x',  y',  z'  tirees  de  (4o);  il  vient 

Ax--+-  By'-     Gz*  -+-  X  ( A°- +         -+-  C*~  z"- )  =  o. 

D'apres  les  equations  (29)  et  (3o)  de  la  polhodie,  le  premier  terme  de 
rette  relation  est  1,  le  deuxieme  XD;  on  a  done 

1 

\=-d' 


et  les  relations  (4o)  donnent,  pour  les  coordonnees  de 


/// 


D  —  A  ,       D  —  B  ,       D  — C 

x ~x  d  '    y=y-vr>    s=*— • 

On  peut  ainsi  deduire  le  lieu  des  points  m  du  lieu  des  points  m.  Comme 
la  polhodie,  lieu  du  point  m,  est  sur  le  cone 

A  a?*(A  —  D)  +  Ky-(V>  —  D)-h  GjS*(G  — D)  =  o, 
4pphll.  —  Trait  r  de  Micanlque.  11.  18 
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on  voit  que  le  point  rri'  est  sur  le  cone  (C)  : 


v  A*'2        By*  Gz* 

^  A~^nT     IT^T)      Cf-^D  =  °' 

Telle  est  l'e'quation  du  cone  (C),  lieu  des  droites  0  m'  dans  le  corps;  il 
est  bien  du  second  ordre. 

Ge  point  etant  etabli,  revenons  au  mouvement.  En  rapprochant  les  deux 
modes  de  representation  du  mouvement  donnes  par  Poinsot,  on  voit  que, 
pendant  le  roulement  de  l'ellipsoide  central  sur  le  plan  fixe  11,  le  cone(G'/) 
invariablement  lie  au  corps,  roule  sur  le  plan  11',  tandis  que  celui-ci  toui  ne 
avec  la  vitesse  angulaire  constante  jjl  autour  de  OP. 

Alors,  supposons  le  cone  (G')dc  sommet  fixe  O  et  le  plan  II'  realises 
materiellement,  le  plan  II'  pouvant  tourner  autour  de  OP  et  le  cone  (C) 
etant,  a  1'aide  d'un  engrenage,  assujetti  a  rouler  sur  le  plan  II';  supposons 
d'autre  part  la  polhodie  realisee  materiellement  sur  rellipsoide  et  assu- 
jettie,  par  un  engrenage  ou  par  un  frottemeut  considerable,  a  rouler  sur 
le  plan  II;  enfin  imaginons  le  corps  solide  anime  de  son  mouvement  :  il 
entrainera  le  cone  (G')  qui,  en  roulant  sur  le  plan  II',  obligera  celui-ci  a 
tourner  avec  une  vitesse  angulaire  constante.  Inversement,  si  Ton  oblige, 
par  un  mecanisme  d'horlogerie,  le  plan  U'  a  tourner  autour  de  OP  avec 
une  vitesse  angulaire  c  nstante,  ce  plan  entrainera  le  cone  C'  qui,  a  son 
tour,  obligera  la  polhodie  a  rouler  sur  le  plan  II  conformement  a  la  loi  du 
mouvement.  C'est  d'apres  ces  principes  que  Darboux  et  Kcenigs  ont 
fait  construire  un  appareil,  Vherpolh  dographe,  qui  fournit  une  realisa- 
tion cinematique  complete  de  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
d'un  corps  solide.  Nous  n'insisterons  pas  sur  les  details  de  construction  de 
cet  appareil  dont  on  trouyera  une  description  dans  un  article  de  G.  Kcenigs 
(Revue  generate  des  Sciences,  3o  avril  1891  ;  Carre).  Terminons  par  une 
remarque  due  a  G.  Kcenigs  (Bulletin  de  la  Societe  tnathematique  de 
France,  t.  XVIII,  p.  i63  et  i3i).  La  loi  de  la  vitesse  etant  le  but  essentiel 
de  l'appareil,  il  est  a  souhaiter  que  les  variations  en  soient  assez  sensibles 
pour  etre  percues  a  Pceil.  Malheureusement,  il  se  trouve  qu'on  est  tres 
limite  a  cet  egard.  Si  Ton  fait  rouler  sur  un  plan  un  ellipsoide  quel- 
conque  dont  le  centre  demeure  fixe,  suivant  la  loi  de  Poinsot,  c'est-a-dire 
avec  une  vitesse  angulaire  proporiionnelle  au  diametre  du  point  de  con- 
tact, le  rapport  de  la  plus  petite  valeur  de  la  vitesse  angulaire  a  la  plus 
grande  peut  prendre  toutes  les  valeurs  voulues  entre  o  et  1.  II  suffit  de 
choisir  convenablement  rellipsoide  et  le  plan  sur  lequel  il  roule.  On  peut 
ainsi  obtenir  des  variations  de  vitesse  angulaire  allant  du  simple  au  double 
ou  au  quintuple  et  tres  facilement  perceptibles.  Mais,  dans  le  cas  du  mou- 
vement d'un  corps  solide,  rellipsoide  roulant  est  un  ellipsoide  d  inertie,  et 
Ton  a  A  <  B  +  G.  Gette  inegalite  limile  le  choix  qu'on  peut  faire  de 
rellipsoide  roulant,  et  il  arrive  que  le  rapport  de  la  plus  petite  valeur 
de  la  vitesse   angulaire  a  la  plus  grande  r-st  alors  necessairenient 


CHAPITRE  XX.  —  MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE. 


195 


compris  rntre  1   et  — 5  c^est  ce  qiTon  demontrera  a  titre  d'exercice.  On 

pent,  du  reste,  re'aliser  des  conditions  qui  s'approchent  autant  qu'on  le 
veut  de  ces  deux  limites.  La  variation,  on  le  voit,  est  assez  faible,  et 
demande  forcement,  pour  8 trie  percue,  une  attention  un  peu  soutenue. 
L'iaegalite  A  <  B  -+-  G  a  done  pour  elFet,  d'une  part,  de  supprimer  les 
inflexions  dans  l'herpolhodie,  et  d'autre  part,  d'assurer  une  certaine  sta- 
bilite  a  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire. 

Recherches  d"1  Halphen  et  de  Greenhill.  —  Greenhill,  dont  nous 
aVons  deja  cite  les  interessantes  recherches  sur  le  cas  ou  le  probleme  du 
pendule  spherique  se  ramene  a  une  integrale  pseudo-elliptique,  a  indique 
egalement  des  cas  ou  le  probleme  de  Poinsot  se  ramene  a  une  integrale 
pseudo-elliptique.  Ces  recherches  sont  developpees  dans  les  Fonctions 
elliptiques  de  Greenhill  et  dans  un  Memoire  :  On  pseudo-elliptic 
integrals  and  their  dynamical  application  {Proceedings  of  the 
London  Mathematical  Society,  vol.  XXV).  L'exemple  le  plus  simple 
conduit  a  une  herpolhodie  al  ebri.jue  du  quatrieme  ordre,  signalee  pour 
la  premiere  fois  par  Halphen.  Dans  ces  recherches,  qui  presentent  surtout 
un  caractere  ge'ometrique  et  analytique,  Halphen  et  Greenhill  supposent 
qu'on  fasse  rouler  sur  un  plan  fixe  n  une  quadrique  quelconque  a  centre, 
de  sorte  que,  dans  l'equation  de  cette  quadrique, 

(43)  A^-+  By2-f-  Cz*  =  I? 

les  coefficients  sont  quelconques  et  peuvent  meme  etre  negatifs.  {Voir 
Halphen,  Fonctions  elliptiques,  t.  II,  p.  282.) 

Theorems  de  Sylvester.  —  Sylvester  a  montre  que  les  deux  repre- 
sentations de  Poinsot  sont  des  cas  particuliers  d'une  infinite  d'autres, 
obtenues  de  la  facon  suivante.  On  considere  une  quadrique  homothetique 
a  une  quadrique  homofocale  de  I'ellipsoide  d'inertie,  et  on  la  fait  rouler 
et  pivoter  sur  un  plan  11'  parallele  au  plan  fixe  IT,  situe  a  une  distance 
constante  OP'  du  centre  et  anime  d'une  rotation  uniforme  autour  de  OP' 
Phil  sophical  Transactions,  1866).  Nous  nous  borndns  a  enoncer  cette 
belle  proposition  que  le  lecteur  demontrera  comme  exercice  et  dont  une 
demonstration  a  ete  indiquee  par  Darboux  (Note  a  la  Mecanique  de 
De«pe\  rous). 

III.  —  MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  PESANT 
AUTOUR  D  UN  POINT  FIXE. 

394.  Integrates  fournies  par  les  theoremes  generaux.  —  Soit 
un  corps  soli.de  pesant  mobile  autour  d'un  point  O.  Prenons 
comme  axes  fixes  trois  axes  Oxiyi&t,  l'axe  Ozt  etaut  vertical 
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vers  le  haul,  et  comme  axes  mobiles  Oxyz  ties  aux  corps,  les  trois 
axes  principaux  d'inerlie  relatifs  au  point  O,  avec  les  inernes 
notations  que  precedemment.  Appelons  M  la  masse  totale  du 
corps;  Ei,  K\  ^es  coordonnees  de  son  centre  de  gravite  G  par 
rapport  aux  axes  fixes;  E,  yj,  £  les  coordonnees  du  meme  point  G 
par  rapport  aux  axes  mobiles  :  ces  dernieres  coordonnees  \,  : 
sont  (Widemment  des  constantes.  On  peut  alors  ecrire  les  deux 
integrates  premieres  suivantes  : 

i°  Integrate  des  forces  vives.  —  La  force  vive  du  corps  etant 
A./?2-h  B<72+Cr2  et  la  seule  force  agissant  sur  le  corps  e*tant  le 
poids  Mg  applique"  en  G,  on  a 

(44)  tLp*r*-Bqz+Cr*  =  —2MgZ)l-+-k. 

2°  Integrate  des  aires.  —  Les  forces  exterieures  agissant  sur 
le  corps  sont  la  reaction  du  point  fixe  qui  rencontre  O^t  et  le 
poids  Mg  parallcle  a  Os4;  la  somme  de  leurs  moments  par  rap- 
port a  Os1  est  nutle  :  la  somme  des  moments  cinctiques  par 
rapport  a  O^i  est  done  constante ;  le  theoremedes  aires  s'applique 

a  la  projection  du  mouvement  sur  le  plan  XiOj\.  Nous  avons  vu 

— >-  m  1 

que  le  moment  resultant  Oc-  des  quantites  de  mouvement  a  pour 

projections  A/?,  Bq,  Cr  sur  les  axes  Ox,  Or,  Oz  :  ce  moment  a 

done  pour  projection,  sur  Oz^ , 

A p  v  h-  B  q  Y  -+■  C  /• ; 

cette  projection  £tant  constante,  on  a  la  deuxieme  integrale 

(45)  ApYH-Bgry'-h  Oy*=K. 

On  ne  connait  pas  d'autre  integrale  premiere  que  ces  deux-la 
dans  le  cas  ou  le  corps  est  quelconque  et  le  centre  de  gravite 
place  d'une  maniere  arbitraire.  Ce  n'est  qu'en  faisant  des  hypo- 
theses particulieres  sur  la  nature  du  corps  et  la  position  du  centre 
de  gravite  qu'on  a  pu  trouver  une  troisieme  integrale.  Les  cas 
particuliers  ainsi  completement  resolus  sont  les  suivants  : 

i°  Cas  d'Euler  et  de  Poinsot.  —  Le  corps  est  quelconque, 
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mais  le  centre  de  gravite  est  au  point  fixe  O.  C'est  le  cas  traite 
dans  le  paragraphe  precedent. 

2"  Cas  de  Lagrange  et  de  Poisson.  —  L'ellipsoide  d'inertie 
relatif  au  puint  fixe  est  de  revolution  :  le  centre  de  gravity  se 
trouve  sur  l'axe  de  revolution. 

3°  Cas  de  M"lC  Kowaleski.  —  L'ellipsoide  d'inertie  relatif  au 
point  fixe  est  de  revolution  autour  de  Os  par  exemple  :  le  centre 
de  gravite  est  dans  le  plan  de  l'equaleur  (£  =  o),  et  Ton  a 

A  =  B  =  2G. 

Nous  allons  trailer  en  detail  le  cas  le  plus  simple,  celui  de 
Lagrange  et  de  Poisson.  L'ellipsoide  d'inertie  en  O  est  suppose 
de  revolution,  et  le  centre  de  gravity  sur  l'axe  de  revolution. 

— y 

31>5.  Cas  de  Lagrange  et  de  Poisson.  —  Prenons  pour  axe  Oz 
l'axe  de  revolution  de  l'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  point  O.  et 
prenons  comme  sens  positif  sur  cet  axe  le  sens  OG,  allant  de  l'ori- 
gine  au  centre  de  gravite  G.  Alors  A  ==  B.  £  =  r}  =  o,  £  >>  o.  On 
a  de  plus  —  ?cosO,  puisque  0  est  Tangle  de  Oz  avec  Oz-i. 
Voyons  d'abord  ce  que  deviennent  les  deux  integrates  (44)et(45) 
qui  existent  toujours.  D'abord,  le  theoreme  des  forces  vives  nous 
donne 

(46)       &(p*-+-  <p)  4_  C^  =  -2M^  +  h  =  —  aM^-'CcosO  -+-  h. 

— y 

Puis,  en  ecrivant  que  la  projection  du  moment  resultant  Ocj 
des  quantites  de  mouvement  sur  l'axe  des  zx  est  une  constante  K, 
on  a,  d'apres  (45),  en  se  rappelant  les  expressions  de  y,  y',  y"  en 
fonction  do  0  et  cp, 

i 7  Ap  sin  0  sin  cp  -h  A  q  sin  8  cos  o  +  Cr  cos  0  =  K. 

Nous  joindrons  a  ces  deux  integrales  l'equation  d'Euler, 

G§  +  (B- A)jPSr  =  N) 

qui  se  reduit  ici  a 

(  ,8)  —  =  o        on         /•  =  r0, 
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puisque  B  —  A  et  N  sont  nuls.  Ces  trois  Equations  peuvent  s'ecrire 

■+-  q*=  a,  —  a  cos  0, 
sin        sin  o  +  y  cos  9)  =  p  —  br0  cosO, 
r  =  r0, 

a,  6,  a,  [3,  etant  des  constantes,  donl  les  premieres,  a,  b,  sont  des 
constantes,  positives  detcrminees,  puisque  leurs  valeurs  sont  res- 

2  M  s  C  G 

pectivement  ft  el  -p  et  les  deux  autres,  a  et  (3,  des  constantes 
arbitral  res. 

Nous  supposons  dans  ce  qui  suit  r0  different  de  zero  :  si  /*0 
etait  nul,  le  rnouvement  de  I'axe  Oz  du  corps  serait  identique  au 
mouvement  du  fil  d'un  peudule  spherique  (n°  277). 

Les  angles  9,  0,  aj  sont  lies  a  p,  q,  r  par  les  relations 

p  =  sin  0  sin  o  h — —  cos  0 , 
1       dt  dt       ' ' 

e&  .   n             f/e  . 
</  =  -±  sin  (J  cos  9  sin  9, 

d\  do 
r  =  -j-  cos  8  -h  -r-  • 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  equations  ci-dessus,  elles 
deviennent 


sin!,)(^)^(^)'J=a-rt 


cosO. 


(4o)  \  s*n2^"^"  =  P  —  6rocos0, 

#  « 

cosO  -4-  -j-  ==  /•„. 

L'elimination  de  entre  les  deux  premieres  nous  donnera 
liquation  en  0 

(  P  —  6r0cosO)°--h  sin^O  ^  V=  si»2e(a  —  a  cos  0) 
011,  en  posant  cos  6  =  u, 

(^)  =  (*-au)(i-ut)-{$-br0uy-=f{u)- 
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(5i) 

et  la  troisieme 

m         d4  = 
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dty  _  $  —  br0u 

<lt  I  —  u- 


6/0  u 


dt 


Le  polynome  J\u)  est  negatif  pour  les  valeurs  — 00 ,  —  1  el 
+  1  de  m,  tandis  qu'il  est  positif  pour  la  valeur  initiale  u0  de  u, 

qui  rend  n^cessairement  ^  rt^el,  et  pour  u  =  -+-  00  ;  il  a  done  ses 

trois  racines  Ui,  u^,  u'  replies  et  comprises  respectivement  dans 
les  intervalles 

(— 1,  uq)   (u0}  -hi)      et  (+1,-4-00).' 


fci 

II 

Fig.  202. 

Nous  pouvons  alors  £crire 

f(u)  =  a (11  —  lii )  (m2  —  u)(u'  —  u ) ; 

le  dernier  facteur  est  essentiellemenl  positif,  puisque  u.  etantun 
cosinus,  reste  toujours  compris  enlre  —  1  et  -f-  1  ;  u  partant  de  u0) 
qui  est  compris  entre  us  et  w2,  doit  demeurer  dans  l'intervalle 
Ui%  u2  pour  que /( u)  reste  positif;  il  en  resulle  que  Tangle  0  oscille 
entre  les  angles  limites  01?  02(01>02)  dont  les  cosinus  sont  us 
el  ua,;  quand  u  augmente  de  us  a  u2}  il  faut  prendre 


du 


puis  quand  u  diminue  de  u2  a  ut ;  il  faut  prendre  le  signe  — . 

Si  done  on  decrit  (fig.  a3a),  aulour  de  Oct  coinme  axe,  deux 
cunes  de  revolution  d  et  C2  de  sommet  O  et  de  demi-angles  aux 
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soinmets  04  el  02,  I'axc  Oz  sera  cons  Lam  meat  compris  entre  ces 
deux  cones.  Pour  faire  la  figure,  decrivons  de  O  comme  centre 
une  sphere  de  rayon  cgal  a  Tunit^;  les  traces  des  deux  cones  C, 
et  Co  sur  cette  sphere  seront  deux  cercles  d  et  0,  de  pole  z^ 
en  appelant  Zi  le  point  ou  l'axe  Ozi  perce  la  sphere.  Le  point  z, 
ou  l'axe  de  revolution  Oz  perce  la  sphere,  a  pour  cote  u  :  il  est 
toujours  compris  entre  les  deux  cercles  et  decrit  une  courbe  qui 
va  de  Tun  a  l'autre.  Quand  ces  deux  cercles  sont  tres  rapproches. 
l'axe  du  cone  decrit  approximativemenl  un  cone  de  revolution 
aulour  de  0<3<;  quand  les  conditions  initiates  sont  telles  que  ces 
deux  cercles  soient  confondus  (?^1  =  w2),  l'axe  Oz  decrit  rigou- 
reusement  uq  cone  de  revolution  autour  de  0~,.  En  general,  la 
courbe  dccrite  par  z  est  tangente  aux  deux  cercles  et  C2.  En 
efFet,  d^finissons  la  position  du  point  z  sur  la  sphere  pai  Tare 
vecteur  zK  z  —  6  et  par  Tangle  polaire  x±  Zi  z  =  ^  que  fait  zK  z  avec 
le  m^ridien  Zix±.  Cet  angle  est  mesure  sur  le  grand  cercle  de 
pole  Zi  par  1'arc  X\  n.  Comme  la  droite  01,  qui  fait  Tangle  'b  avec 

Oxii  est  perpendiculaire  au  plan  ZiOz,  Tare  ill  a  pour  valeur — 
et  Ton  pent  prendre 

(53)  /=,]j-Z. 
Comme 

du    cfy  _  dty  _  (3 —  br0u 

~di  =  vf(ll\       de  =  di  =     i  —  ' 


on  a,  (Himinant  dt, 

(54)  dy= 


(3  —  br0  it )  da 


(i-^)V/('0 


equation  diffe>entielle  de  la  courbe  lieu  du  points.  Cetle  equation 
donne  ^  en  fonction  de  u,  e'est-a-dire  en  fonction  de  0  par  une 
quadrature. 

L'angle  V  que  fait  la  tangente  a  la  courbe  spherique  lieu  de  z 
avec  Tare  vecteur  z±z  est 

_r      sin  0  d/ 

tan!?V=— ^ 


e'est  ce  qu'on  voit  immddiatement  en  considerant  le  triangle  rec- 
tangle zmz'  forme"  par  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe  zz\ 
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l'arc  de  parallele  zm  et  l'arc  de  meridian  mz1 ;  dans  ce  triangle, 
Tangle  en  z  est  V,  Tare  mz1  est  dO,  Tare  mz  est  sin  0^,  car  le 
rayon  de  cet  arc  est  sin  9  (fig.  2.^2,  I).  Comme  nous  dvons  pos6 
cosO  =  u,  nous  avons 

tangV  =  -r-1 — L; 

5  du  ' 

011,  d'apres  (54), 

8  —  br0  a 


(55)  tangV 


I, 'angle  V  est  droit  chaque  fois  que  u  prend  une  des  .valeurs 
uK  et  u2  qui  annulent  f(u).  La  courbe  est  done  bien  tangente  aux 
deux  cercles  (Jig.  2^2,  I  el  III).  II  y  aurait  exception  dans  le  cas 
particulier  ou  une  des  limites  uL  et  u2  annulerait  le  numeraleur 
'o  u ;  sur  le  cercle  correspondant,  tangV  serait  alors  nulle 
et  la  courbe  presenterait  des  rebroussements  sur  ce  cercle 
{jig.  232,  II).  Nous  verrons,  plus  loin,  que  ce  fait  ne  peut  se  pre- 
senter que  sur  le  cercle  sup^rieur  Co. 

Pour  voir  quelles  sont  les  diffe  rentes  formes  de  cetle  courbe, 
vovons  dans  quel  sens  tourne  sur  la  sphere  l'arc  vecteur  zs  z. 

D'apres  la  relation 

dy  _  d<ty  _  (3  —  bi-Q  u 
dt       dt         1  — u-  ' 

si  La  valeur  A?  qui  annule  le  numerate ur,  n'est  pas  comprise 
entre  les  limites  U\  et  u%,  f~  garde  constamment  le  meme  signe, 

el  l'arc  vecleur  z\  z  tourne  to  11  jours  dans  le  meme  sens;  la  courbe 

3 

a  alors  la  forme  I  (fig.  282);  si  ~~  est  compris  entre  U\  et 

est  tantot  positif,  tantot  n^galif,  l'arc  vecteur  zLz  tourne  tan- 
lot  dans  un  sens,  tantot  dans  I'autre;  la  courbe  a  la  forme  III 
{Jig.  232);  si  ~-  est  egal  a  l'une  des  limites.  ~  conserve  encore 

le  meme  signe  :  ma  is  alors  la  courbe  a  des  rebroussements  sur  le 
cercle  correspondent  a  cetle  limite  {jig-  232,  II). 

Ces  trois  cas  se  distinguent  facilement  d'apres  les  conditions 
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initiales.  Lorsque  ~-  est,  en  valeur  absolue,  plus  grand  que  i,  il 
ne  peul  pas  etre  entre  les  limiles  uK  et  u2-  Lorsque  la  valeur 
absolue  de       est  plus  petite  que  i ,  le  r^sullat  de  la  substitution  de 

cette  quantity  dans  f(u), 


est  du  signe  de  a  —  ~j  suivant  que  ce  facteur  est  positif  ou 
negatif,        est  ou  non  entre  les  limites  Uy  et  u2.  Dans  un  cas 

intermediaire,  a  —  |^  peut  etre  mil;  alors  i  est  egal  a  l'une  des 

limites  u{  ou  u>\  il  est  ais£  de  voir  que  e'est  toujours  a  u2-  En 
efTet,  nous  supposons 

alors  /(m)  devient,  en  remplacant  a  par  cette  valeur, 

Une  des  racines  comprises  entre  — i  et  4- i  est  en  evidence; 
l'autre  doit  annuler  la  quantite  entre  crochets,  elle  rend  done 

^  u  positif  et  elle  est  moindre  que  -~  :  e'est  done  la  plus 

grande  racine  u2  qui  devient  egale  a      •  Les  rebroussements  sont 

done  sur  le  cercle  G2.  Ge  dernier  cas  se  pr^sente  dans  les  condi- 
tions initiales  du  num^ro  suivant,  faciles  a  realiser. 

Dans  le  cas  de  la  forme  III  {fig-  nous  avons  admis,  pour 

faire  la  figure,  que  la  variation  totale  de  ^  correspondant  a  une 
periode  d'oscillation  complete  de  u,  de  ux  a  u2  et  de  u2  a  iti,  est 
differenle  de  zero  et  de  meme  signe  que  la  variation  el^mentaire 
de  cet  angle  au  moment  ou  u  atteint  sa  plus  petite  valeur  Ui.  La 
demonstration  rigoureuse  de  cetle  propriel^  nous  enlrainerait  trop 
loin  :  on  la  retrouvera  dans  une  Note  de  M.  Hadamard  (Bulletin 
des  Sciences  mathematiques,  i8g5,  lrc  Par  tie,  p.  228). 


CHAPITRE  XX.  —  MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE. 


203 


II  peuL  arriver  que  la  plus  graude  racine  u2  soit  egale  a  i  :  le 
petit  cercle  superieur  se  reduit  alors  au  point  le  plus  haut  de  la 
sphere  :  ce  cas  se  presente  en  parliculier  quand,  a  I'inslant  initial, 
l'axe  Oz  se  confond  avec  la  verticale  ascendante. 

390.  Cas  particulier.  —  Considerons  une  toupie  mobile  autour 
d'un  point  fixe  de  son  axe  O;  prenons  rextremite  z  de  l'axe  de  la 
toupie  enlre  les  doigts  de  telle  facon  qu'il  fassc  avec  la  verticale  un 
angle  0o  different  de  o  et  de  t:;  puis  imprimons  a  la  toupie  avec 
un  (il  enroule  par  exemple,  une  vitesse  angulaire  de  rotation  tres 
grande  r0  autour  Oz.  Tant  qu'on  ticnt  1'extremite  z  de  l'axe 
entre  les  doigts,  la  toupie  forme  un  corps  solidc  mobile  autour 
d'un  axe  principal  Oz;  la  vitesse  angulaire  r0  persiste;  les  pres- 
sions  sur  le  point  O  et  sur  les  doigts  sont  les  memes  que  si  la  toupie 
ne  lournait  pas  (n"360,  cas  particulier).  Qu'arrive-t-il  quand  on 
lache  l'extremite  La  toupie  devient  alors  mobile  autour  du 
point  O  et  le  mouvement  se  fait  conformement  aux  lois  prece- 
dentes.  Actuellement,  la  toupie  tourne  d'abord  autour  de  Oz ;  done 
les  valours  initiates  p0  et  q0  de  p  et  q  sont  nulles 

Nous  avons  pos6  cos  0  =  u;  les  equations  du  n°  395 

-i-  q-  —  y.  —  au,       sin  6  ( p  sin  cp  -4-  q  cos  cp)  =  (3  —  br0  u 

montrent  alors  qu'a  l'instant  initial  on  a 

y.  —  flw0  =  o,        [j  —  b/'oiio  =  o, 

u0  etant  egal  a  cosG0.  Remplagons  les  constanles  a  et  (3  par  ces 
valeurs ;  nous  avons 

C&)  =  (ito— u)[a(i  — u0-)  —  birl(iin— u)].  • 

Pour  que  (^-jj^J    reste  positif,  u  doit  osciller  entre  la  valeur  u0 

el  une  valeur  u{  comprise  entre  —  1  et  -l-  1  qui  annule  la  quantite 
entre  crochets  et  nous  donne  par  consequent 

ft  (  I  —  11  ]  )  —  b- p\  (  Uq  —  II 1  )  =  0. 

d'ou 
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(in — U\  est  ainsi  positif  el  la  seconde  Iimite  est  infer  ieure  a  la 
premiere;  e'est  done  la  pins  grande  racine,  appelen  u,  dans  le  cas 
general,  qui  est  egale  a  u„.  Le  cercle  Iimite  Gd  rclatif  a  la  racine  u{ 
sera  done  au-dessous  du  cercle  G>>  qui  correspond  a  la  racine  u,t. 
Le  lieu  decrit  par  z  sur  la  sphere  sera  d'ailleurs  tangent  au  pre- 
mier et  normal  au  second,  d'apres  ce  que  nous  avons  vu  tout  a 
I'heure,  puisque  u0  annule  l'expression  (3 —  br0u  (fig*  2.'>2,  II). 

[/expression  de  —  devient,  dans  ce  cas  pari iculier, 

f/'b  _  br0(  u0  —  u) 

dt  ~       i  --  u- 

~  garde  done  un  signe  constant,  celui  de  r0;  il  en  resulte  que  la 

rotation  du  plan  0~  aulour  de  O  so  fait  toujours  dans  le  memc 
sens;  ce  sens  etant  d'ailleurs  toujours  le  meme  que  celui  de  la 
rotation  initiale  autour  de  on  de  OG,  puisque  nous  avons 
pris  OG  comme  sens  positif  de  l'axe  de  revolution. 

Supposons  plus  specialement  que  la  rotation  initiale  r0  soit  tres 
grande :  l'egalite 

a(  i  —  u  \ ) 

mo  litre  que  u0  difFerera  peu  de  iii ;  le  cone  lieu  de  Oz  sera  done 
compris  entre  deux  cones  de  revolution  tres  voisins.  D'ailleurs,  le 
mouvement  de  rotation  du  plan  z^Oz  se  fera  tres  lentement;  nous 

avons,  en  effet, 

<l'\  _  br0(  «o—  u)  t 
dt  ~  ~i  —  tr*  ' 

comme  u0 — u  reste  iiiferieur  a  uti — u*.  e'est-a-dire  a  — ^-^j 

b- rg 

on  a,  en  valeur  absolue, 


dty 

a(i  —  ill) 

rll 

(>r0(i  —  if1) 

le  facteur-  %■  restant  tres  voisin  de  l'unite,  car  u  reste  voisin 

i  — -  u\ 

de  Ui,  d~  reste  tres  petit,  de  I'ordre  de       Ainsi  done,  si  Ton  fait 

lourner  tres  rapidement  le  corps  autour  de  O:,  puis  qu'on  l'aban- 
donne  a  lui-meme,  il  semblera  conlinuera  tourner  autour  de  eel 
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axe,  qui  paraitra  lui-meme  entraine  d'un  mouvement  de  rotation 
tres  lent  an  tour  de  O:,,  les  deux  mouvements  de  rotation  se  fai- 
sant  tons  deux  dans  le  sens  positif  on  tous  deux  dans  le  sens  negatif 
autour  de  leurs  axes  respectifs  O^i  et  OG. 

Ges  proprietes  sont  mises  en  evidence  dnns  la  balance  gyrosco- 
f>ique.  Get  appareil  se  compose  de  deux  corps  pesants  de 
revolution  M,  m  montes  sur  la  memo  tige  AOA',  mobile  autour  du 
point  O,  a  Paide  d'uue  suspension  a  la  Cardan,  par  exemple.  En 
faisant  glisser  la  masse  m  sur  la  tige,  on  pourra  amener  le  centre 
de  gravite*  du  systeme  sur  Tune  ou  l'autre  des  demi-droiles  OA, 


OA'.  Si  nous  faisons  tourner  rapidemeut  le  systeme  autour  de  OA 
dans  le  sens  positif  et  que  nous  1'abandonnions  a  lui-meme,  nous 
verrons  l'axe  OA  tourner  autour  de  la  verticale  dirig^e  vers  le 
haut  dans  le  sens  positif  si  le  centre  de  gravite  est  sur  OA,  et  en 
sens  contraire  s'il  est  sur  OA'.  Dans  le  cas  particulier  ou  le  centre 
de  gravite  serait  an  point  de  suspension,  la  rotation  se  continue- 
rait  indefiniment  autour  de  l'axe  OA  qui  resterait  immobile. 
Getle  droite  serait,  en  effet,  dans  ce  cas,  un  axe  permanent  de 
rotation. 

On  rencontre,  dans  cette  the'orie,  le  premier  exemple  d'un  pa- 
radoxe  qui  se  presente  constamment  pour  les  solides  de  revolu- 
tion en  rotation  rapide  autour  de  leur  axe.  L'axe  OGA  de  la  toupie 
('taut  maintenu  immobile  pendant  qu'on  iiuprirne  a  la  toupie  une 
rotation  ires  grand e  r0  autour  de  l'axe,  il  semble,  quand  on  aban- 
•  lonne  le  corps  a  lui-meme,  que  la  pesanteur  doit  deplacer  l'axe 
dans  le  plan  vertical  ( )A  :  au  contraire,  l'axe,  apres  avoir  un  pen 
fUchi,  sort  de  ce  plan  suivant  une  direction  a  /><jn  pres  perpen- 
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diculaire  au  plan  et  d^crit  sensiblement  un  cone  de  revolution 
autour  do  Oz-i* 

Avec  ces  conditions  initiales  particulieres,  il  est  aise  d'avoir  des  valeurs 
approchees  de  0,  cp,  <\>  en  s'appuyant  sur  ce  que  r0  est  tres  grand. 

Comme  u0 — u,  c'est-a-dire  cos00  —  cosO,  est  de  1'ordre  de        il  en  est 

de  meme  de  0  —  0O,  et  l'on  peut  poser  8  =  60 H — \  i  oil  i\  reste  fini.  Alors 

r  o 

u  =  cos  6  =  cos  60  \  sin  0o  =  u0  \  sin  0o, 

r  o  r  o 

en  dcveloppant  cos  ^0o-h  ^,  ^  en  serieet  prenant  les  deux  premiers  termes. 
Portons  dans  (56)  et  developpons  de  meme  le  deuxieme  membre  par  rap- 
port aux  puissances  croissantes  de      ->  en  ne  gardant  que  le  premier  terme; 


nous  aurons 


Gette  equation  donne  par  1'in version 

a  sin  0O/  7     jN  D      Q       «  sin  0O  .  ,  ^ 

■r\  —  j—  (i  —  cos  or0t),         0  =  0o  H  2  (i  —  cos  br0t). 

1  o-  2.  o~ 

n                  -       A        ,       d<b      do                     -i\  sin  0O  , 
Remplacant  de  meme,  dans  -~  et  -~  i  u  par  w0 —   5 —  et  se  bornant 

CLt        clt  V  0 

aux  premiers  termes  du  developpement  suivant  les  puissances  croissantes 
de  ~  ?  on  a 

d<h         a  .  do 

~k  =  -7 —  ( 1  —  cos  br0 1 ),  =  r0 ; 

dt      ibrQ  .  at 

d'ou,  en  integrant  et  supposant  que  9  et  <b  s'annulent  avec  t, 
a    I  sin&r0A 


*  =  i.6r„( 


Les  valeurs  de  0  et  <L  definissent  le  mouvement  de  1'axe  Oz;  si  l'on 
y  negligeait  les  termes  periodiques,  elles  definiraient  une  droite  faisant 
un  angle  constant  avec  Ozy  et  tournant  avec  la  vitesse  angulaire  con- 


es 

stante  —  

2  6r0 


Toupie  dormante.  —  Dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  de've- 
lopper,  nous  avons  suppose  fo=  qo  =  o,  mais  o<  0O<  ~.  Voyons  ce  qui 
se  passe  quand  0O  est  egal  a  o  ou  a  re. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  0O  =  o,  u0  =  1  :  l'axe  de  la  toupie  est  alors 
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vertical  a  Finstant  initial,  le  centre  de  gravite  au-dessus  de  la  pointe,  et 
la  toupie  est  mise  en  rotation  autour  de  cet  axe  avec  une  vitesse  r0.  11 
faudra  alors,  dans  les  formules  precedentes,  faire  u0  =  1  ;  on  a  ainsi 

(57)  (^~\  =(i—uy-[a(i-hu)—0*rl]. 

Dans  ce  cas,  le  polynome f(u)  formant  le  deuxieme  membre  de 

admet  la  racine  double  1  et  une  racine  simple  supericure  a —  1. 

Dans  ces  conditions,  l'axe  de  la  toupie  reste  vertical  :  en  effet,  u  etant 
un  cosinus,  et  partant  de  1,  ne  pent  que  rester  constant  ou  diminuer  :  il 
faut  done,  en  extrayant  la  racine  carree  des  deux  membres  de  (57),  prendre 

la  valeur  negative  de  ^«  Le  temps  que  met  u  a  acquerir  une  valeur  difle- 

rente  de  1  est  alors  donne  par  l'integrale 

du 

(1  —  u)  \J a(i  -+-  u )  —  b'lrl 

qui  est  injinie,  car  le  coefficient  de  du  contient  le  facteur  1  —  u  au  deno- 
minateur.  Done  a  ne  peut  pas  acquerir  une  valeur  diflVrente  de  1  :  l'axe 
de  la  toupie  reste  vertical.  On  a  ainsi  ce  qu'on  appelle  la  toupie  dor- 
mante.  II  resterait  a  chercher  dans  quel  cas  le  mouvement  ainsi  obtenu 
est  stable. 

Supposons  que  I  on  mette  la  toupie  en  rotation  toujours  avec  la  meme 
vitesse  /'0  autour  de  son  axe  de  symetrie,  mais  que,  dans  l'instant  initial, 
0o  au  lieu  d'etre  rigoureusement  nul  soit  seulement  tres  petit,  e'est-a-dire 
que  u0  soit  tres  voisin  de  1.  Le  mouvement  etudie  sera  stable  si  u  reste 
voisin  de  1,  instable  dans  le  cas  conrraire.  Or,  d'apres  ce  qui  precede, 
11  reste  compris  entre  ii0  et  une  autre  racine  Ui  de  f(it)  comprise  entre 
—  1  et  -hi.  II  faudra  done  pour  la  stabilite  que  Ui  soit,  comme  u0j  tres 
voisin  de  1.  En  d'autres  termes,  il  faudra  que  la  vitesse  de  rotation  r0  soit 
telle  que,  dans  le  trinome  en  w, 

a{\  —  u-)  —  b2r%(uo—  u), 

la  racine  iiy  comprise  entre  ■ — 1  et  -h  1  soit  tres  voisine  de  1  en  meme 
temps  que  u0.  Cette  condition  sera  rernplie  si  r0  est  suffisamment  grand. 
On  pourra  cousulter  a  ce  sujet  une  Note  de  F.  Klein,  traduite  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  Mathematiques  pour  1897. 

397.  Integration  par  les  fonctions  elliptiques.  —  Inequation 

du  du 

dt  =  ■  •  ....  =   

V7./  { u )       ya{u  —  u  1 )  ( u2  —  u  )  ( 11  —  u ) 


donne  //  en  fonction  uniforme  de  t  par  une  fonction  elliptique.  Poui  rca- 
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liser  cette  inversion,  il  suffit  d'employer  la  methode  meme  qui  a  etesuivie 
mi  sujet  du  pendule  spherique,  en  f^isant  jouer  aux  racines  U\,  w2,  u'  le 
meme  role  qu'aux  racines  a,  (3,  7  dans  le  pendule  spherique  ( n°  277  ).  Cette 
anah>gie  n'a  rien  de  surprenant :  elle  peut  allrr  jusqu'a  I'identite  complete, 
car  le  probleme  du  pendule  spherique  est  un  cas  tres  particulier  du  pro- 
bleme acluel,  le  cas  ou  le  corps  pesant  se.  reduirait  a  un  seul  point  place 
en  son  centre  de  gravite. 

Une  fois  u  011  cos  8  exprime  en  fonction  de  t,  les  equations 

db      (3  —  br0  u         d%  3  —  bn,  u 

r  =  ■  1        -r  —  r0  —  u  

dt        1  —  u-  dt  1  —  u1 

donnent  egalement  et  <p  en  fonction  de  t  par  des  quadratures  poriant 
sur  des  fonctions  ellipti  [ues  et  pouvant,  par  suite,  etre  eflectuees  a  laide 
des  fonctions  0  et  H  de  Jacobi.  La  quantite  u  est  une  fonction  elliptique 

de  t  avec  une  periode  reelle  T, 

J«,  \'A") 

au  bout  du  temps  T,  u,  ~  et  ^  reprennent  les  memes  valeurs  :  done  au 

bout  de  cette  periode  0  redevient  le  meme,  <l  et  9  augmentent  de  con- 
stantes.  Nous  ne  de\ elopperons  pas  ces  calculs  pour  le*  |uels  nous  ren- 
verrons  a  un  Memoire  de  Lottner  {Journal  de  Crelle.  t.  50);  aux 
Traites  d'Halphen  et  de  Greenbill;  aux  Priticipes  de  la  Theorie 
des  F  notions  elliptiques,  pur  Appell  et  Lacour;  a  l'Ouvrage 
de  Klein  et  Sommerfeld  (Ueber  die  Theorie  des  Kreisels),  et  a 
une  Note  de  Lacour  (Ar  uvelles  Annates  de  MathematiqueSj  V  serie. 
t.  XVIII,  1899). 

On  trouvera  dans  le  Memoire  deja  cite  de  Greenbill  ( Proceedings  of 
the  London  Mathematical  Society,  vol.  XXV)  d  int eressants  exemples 
de  reduction  des  integrales  elliptiques  figurant  dans  la  solution  generate  a 
des  integrales  pseudo-elliptiques.  Nous  en  indiquerons  quelques  exemples. 
particulierement  elegants,  aux  Exercices. 

398.  Representation  cinematique  du  mouvement.  —  Dans  le  Tome  II 
de  la  nouvelle  edition  des  OEuvres  de  Jacobi  ont  para,  pour  la  premiere 
fois,  des  fragments  d'un  travail  que  Pi  I  lust  ie  ge<»metre  avait  prepare  sur  1c 
mouvement  d'un  corps  pesant  de  revolution  suspendu  par  un  point  de  son 
axe.  Jacobi  enonce  ce  theoreme  remarquable  que  le  mouvement  du  corps 
peut  se  ramener  a  la  superposition  de  deux  momements  a  la  Poiusot. 
Dans  une  Note  inseree  au  Tome  G  des  Comptes  rendus,  Halphen  a  donue 
a  ce  theoreme  une  autre  forme  en  enoncant  plusieurs  resultats  nnuveaux. 
Darboux  a  con^acre  a  la  meme  question  un  important  Memoire  {Jour- 
nal de  Mat  hematic/ ues,  18  So)  et  plusieurs  Notes  placees  a  la  fin  de  la 
Mecanique  de  Despeyrous.  A.  de  Saint-Germain  a  expose  ces  resultats 
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dans  un  Resume  de  la  the  > t  ie  du  mouvement  cCun  corps  solide  autour 
dun  point  fixe  (Librairie  Gauthier-Villars,  1887).  Enfin  Greenhill  a 
developpe  cette  theorie  au  point  de  vue  de  ses  rapports  avec  les  fonctions 
elliptiques  dans  une  Note  inseree  a  la  fin  de  V  Annual  re  des  Mat  he  mat  i- 
ciens,  edition  de  1902  (Carre  et  Maud).  Les  limites  de  cet  Ouvrage  ne  nous 
permettent  pas  d'exposer  en  de'tnil  ces  propositions.  Nous  en  signalons  les 
points  essentiels  dans  les  Exercices  faisant  suite  an  Chapitre,  en  indiquant 
sommairement  les  demonstrations  (Exercices  16  et  suivants). 

399.  Cas  d'integrabilite  de  Mm(>  Kowaleski.  —  Dans  un  Memoire  cou- 
ronne  par  PAcademie  des  Sciences  de  Paris,  en  1888,  et  insere  au  Tome  XII 
des  Acta  mathematical  Mme  Kowaleski  a  donne  un  nouveau  cas  d'inte- 
grabilite  des  equations  du  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  autour 
(Tun  point  fixe.  Yoici  d'abord  la  forme  sous  Iaquelle  Mme  Kowaleski  prend 
les  equations  du  mouvement. 

Appelons  comme  precedemment  7,  y'j  X"  'es  cosinus  des  angles  que  font 
les  axes  lies  au  corps  Oxyz  avec  l'axe  tixe  Ozi,  vertical  vers  le  haut,  et 

Tjj  £  les  coordonnees  du  centre  de  gravite  G  par  rapport  a  ces  axes, 
coordonnees  qui  sont  des  constantes.  Le  poids  P  a  pour  projections  sur 
les  axes  mobiles  xyz 

-py,    -py  _pT", 

et  pour  moments  par  rapport  a  ces  axes 

L=- P(7)Y"-  W),       M.  =  -  P(fr  -  ?T"),       N  =  -  P«r-  r,Y ). 
Les  trois  equations  d'Euler  deviennent  done 

(  A^+(C-B)^  =  P(C7,-Tr"), 

(58)  j  B  ^  +  (A  -  C)  rp  =*  P(£T«- 

f  c  ^  +  (B  -  k)Pq  =  PC-nr -&). 

A  ces  equations  joignons  les  trois  suivantes,  deja  donnees  par  Poisson  : 
si.  sur  l'axe  Os,,  on  porte  un  segment  OH  egal  a  I'unite,  l'extremite  H  de 
ce  segment  a  pour  coordonnees,  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz,  V 
el  7  La  vitesse  relative  Vr  de  ce  point  H,  par  rapport  aux  axes  mobiles 
.1  done  pour  projections  sur  ces  axe9 

d'{      d'(  dy" 
dV    ~di  '     It  ' 

la  \itesse  d'entrainement  Ve  du  mcme  point,  dans  le  systeme  des  axes 
mobiles,  ;i  pour  projections  sur  ces  axes 

qy"—'";'}  ,->  —  />'>",  pf—gy$ 

appsll.  —  TraitS  d<-  Micauique.  it.  1 
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la  vitesse  absolue  de  ce  point  a  alors  pour  projections  sur  les  axes  mobiles 

les  sommes  des  projections  de  la  vitesse  relative  Vr  et  de  la  vitesse  d'en- 

trainement  Ve  (n°  45).  Mais,  comrae  le  point  II  est  immobile,  sa  vitesse 
absolue  est  nulle :  on  a  done 


dj 
dt 


—  ry  =  o. 


<i+r7  -/'•"=  °' 

Ges  equations,  jointes  aux  equations  (58),  forment  un  systeme  de  six 
equations  du  premier  ordre  de'finissant  p,  q,  r,  7,  7',  7"  en  fonction  de  t. 

On  connait,  de  ce  systeme,  deux  integrales  algebri  [ues  en  />,  q,  r. 
Y,  7',  Y*  fournies  par  les  theoremes  generaux;  ce  sont  (n°  394)  l'integrale 
des  forces  vives  et  Tintegrale  des  aires  sur  le  plan  horizontal  a;iO/i  :  a 
ces  integrales  nous  pouvons  joindre  la  relation  evidente 


La  question  est  alors  de  decouvrir  une  nouvelle  integrale.  Dans  le  cas  de 
Lagrange  et  Poisson  (A  =  B,  -j  =  r,  =  o),  cette  nouvelle  integrale  est  r  =  r0. 
Dans  le  cas  de  Mrae  Kowaleski,  on  suppose  encore  I'ellipsoi'de  d'inertie  de 
revolution,  mais  on  le  suppose  particularise  de  facon  que 

A  =  B  =2C; 

on  suppose  de  plus  le  centre  de  gravite  G  dans  le  plan  de  I'e'quateur,  'C  =  o. 
Dans  ce  cas.  on  peut  toujours  choisir,  comme  axe  Ox  lie'  au  corps,  l'axe  OG 
situe  dans  le  plan  de  l'equateur  et  faire  ainsi  que  t(  =  o.  Les  trois  equa- 

tions  (58)  s'ecrivent  alors.  en  posant      =  c. 

dp  dq  dr 

Multipliant  la  deuxieme  par  i  et  ajoutant  a  la  premiere,  on  a 

2  ^  ( />  -+-  iq)  =  —  ri{  p  -+-  iq)+  cyfi. 

De  meme,  multipliant  la  deuxieme  des  equations  (59)  par  i  et  ajoutant  a  la 
premiere,  on  a 

^(t  —  *Y)=—  "(7  +  *Y)  h-  fi(p  -+-  iq)- 
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L'elimination  de  y*  entre  ces  deux  rquations  donne 

(fjt  lip  ■+■  iqY-—  c(y  +  4Y)j  =  —  "TO  ■+-  *'?)-—  c(v  -+■ *Y)] 

du  encore 

dlo^[ip_-h  ic/)-~  (■(■;  ■+■  /:-;')  |  ^_  , 
dt  "' 

En  eltangeant  i  en  —  i,  on  a  une  deuxieme  relation  de  meme  forme;  cette 
nouvelle  relation,  ajoutee  a  la  preccdente,  donne 

d  log [Cjg_-f-  /y )2  —  c (y  -h  ?  v ' )  |  _^  j  log  |  ( p  —  / y  )-  —  c(y  —  t y ')  ]  _ 

d'ou,  en  integrant  et  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

[(  P  ■+■  if/)2—  c(y  -+-  *y')]  [CP  —  ^)2—  <;(y  —  i y')]  =  const. 

On  a  ainsi  une  nouvelle  integrate  algebrique.  Le  probleme  peut  alors 
s'achever  par  des  quadratures  comme  on  le  verra  dans  le  Memoire  de 
Mme  Kowaleski.  Des  methodes  plus  simples  de  reduction  aux  quadratures 
ont  ete  donne'es  par  Kotter  (Acta  math.,  t.  XVII)  et  par  Kolossoff (Maht. 
{'i  nal en ,  Band  LVI). 

Cas  general.  —  Ed.  Husson  a  demontre  que,  en  dehors  de  trois 
cas  que  nous  venons  d'etudier  (cas  d'EuIer  et  de  Poinsot,  cas  de  Lagrange 
et  de  Poisson,  cas  de  Mmc  Kowaleski),  il  est  impossible  d'obtenir  une 
troisieme  integrale  algebrique,  distincte  de  celles  des  forces  vives  et  des 
moments,  pour  le  mouvement  d'un  solide  pesant  suspendu  par  un  point, 
l»  s  conditions  initial es  etant  arbitraires.  [Voir  Ed.  Hi.ssox,  Recherche  des 
integrates  algebriques  dans  le  mouvement  cVun  s  lide  pesant  autour 
d 'un  />  int  fixe  {These,  Annates  de  la  Faculte  des  Sciences  de  Toulouse, 
-ric;  t.  VIII,  1906);  Sur  un  theoreme  de  M.  Poincare  relativemenl 
au  mouvement  d'un  solide  pesant  (Acta  mathematica,  t.  XXX!,  1908).] 

On  pourra  consulter  egalement  deux  articles  de  M.  Paul  Stackel  (Aus- 
g  ezeichnete  Bewegungen  des  schweren  unsymetrischen  Kreisels  (Mathe- 
matische  Annalen,  t.  LXV,  1908),  et  Die  reduzierten  Differential  glei- 
hhungen  der  Bewegung. ...  (/bid.,  t.  LXVII,  1909). 

Conditions  initiates  particulieres.  —  Des  conditions  initiates  particu- 
lates peuvent  permettre  Integration  dans  des  cas  autres  que  les  trois  cas 
classi  jues.  C'est  ainsi  que,  dans  le  cas  particulier  caracterise  par  Z,  =  o, 
A  =  B  =  4C,  on  peut  ramener  l'integration  a  des  quadratures  lorsque  la 
constante  des  aires  sur  Ic  plan  horizontal  est  nulle.  Voir  un  article  de 
Koi.ossof,  Sur  le  cas  de  M.  Goriatchojff  de  la  rotation  d'un  corps 
pesant  autour  d'un  point  fixe  (Rendiconti  del  Circolo  di  Palermo, 
10  aout  1902),  sum  d'observations  de  Marcolongo. 
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Un  autre  cas  particulier  est  indique  dans  l'article  intitule  :  Fine  neue 
particul&re Losung . .  .,  von  Nicolaus  Kowaleski  (Math.  Annalen.  t.  fA\  . 

1908). 

IV.  —  AUTRES  PROBLfiMES;  EMPLOI  D'AXES  MOBILES  DANS 
LE  CORPS  ET  DANS  LESPACE;  FROTTEMENTS  ET  RESIS- 
TANCES DE  MILIEUX. 

MM).  Exemple  de  l'emploi  d'axes  mobiles  dans  le  corps  et  dans 
I'espace  pour  obtenir  les  equations  generates  du  mouvement  d'un 
solide  de  revolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe.  —  Nous 
avons  indique\  dans  le  n"  386,  une  m^thode  generate  pour  former 


Fig.  234. 


les  Equations  du  mouvement  quand  on  emploie  des  axes  mobiles 
dans  le  corps  et  dans  I'espace.  Nous  donnerons  ici  une  application 
de  cette  m^thode,  en  considerant  le  cas  particulier  d'un  corps  de 
nature  telle  que  l'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  point  fixe  O  soit 
de  revolution.  Les  equations  que  nous  obtiendrons  ainsi  ont  etc 
employees  par  Puiseux  dans  la  theorie  du  mouvement  de  la  Terre 
autour  de  son  centre,  par  Resal  et  par  Slesser  (  Quarterly  Journal, 
1S61). 

Les  axes  fixes  etant  appelcs  OxKy±zu  et  l'ellipsoide  d'inertie 
relatif  au  point  O  etant  de  revolution,  prenons  les  axes  mobiles 
suivants  :  soit  d'abord  ();  l'axe  de  revolution;  l'axe  Ox  sera 
perpendiculaire  au  plan  ;,0;  (fig.  234)  et  l'axe  Oy  perpendi- 
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culaire  an  plan  xO  z  dans  un  sens  Lei  que  le  triedre  Oxyz  ail.  la 
meme  orientation  que  le  triedre  Ox^y{zs. 

Dans  ces  conditions,  I'axe  Ox  est  dans  le  plan  x^Oyi  el  la 

posilion  du  triedre  mobile  est  delinie  par  Tangle  <l>  =  XiOx, 
compte  positivement  dans  le  sens  positif  des  rotations  an  lour 

de  O^i,  et  par  Tangle  0  =  zxOz  compte  positivement  dans  le  sens 
positif  des  rotations  autour  de  Ox.  Pour  determiner  la  rotation 
instantanee  il  du  triedre  de  reference  Oxyz,  remarquons  que  Ton 
amene  ce  triedre  de  la  position  actuelle  a  la  position  infiniment 
voisine  par  une  rotation  db  autour  de  O^i  suivie  d'une  rotation  S) 

autour  de  Ox.  La  rotation  12  du  triedre  est  done  la  re\sullante 

de  deux  rotations  tj/=  ^autour  de  Ozt  et  0'=  ^autour  de  Ox, 

el  ses  composantes  P,  Q.  R,  suivant  0;r;,  sont 

i  0)  P  =  0',       O  =  0/  sin  0,       R  =  «]/  cos  0. 

>- 

Quant  a  la  rotation  instantanee  w  du  corps  solide,  on  Tobtient 
comme  il  suit.  Une  fois  et  0  connus,  la  position  du  triedre 
Oxyz  est  connue,  et  il  ne  reste  plus  qu'a  definir  la  position  du 
solide  par  rapport  a  ce  triedre;  pour  cela,  il  suffit  de  connaitre 
Tangle  o  que  fait  une  droite  OA  invar iablement  liee  au  corps  et 
situee  dans  le  plan  xOy  avec  Taxe  Ox,  cet  angle  etant  compte 
positivement  dans  le  sens  positif  des  rotations  autour  de  Oz. 

On  amene  alors  le  corps  d'une  position  a  la  position  infiniment 
voisine  en  le  faisant  tourner  des  angles  dty,  <i0,  dy  autour  de  Oz-i, 

Ox  et  Oz:  la  rotation  instantanee  co  du  corps  est  la  resultante  de 
trois  rotations  0',  d  autour  des  trois  memos  axes.  etTon  a,  pour 
les  composantes  de  cette  rotation, 

(  ")  i  p  =  0'.       q  =  Y  sin  0,       r  == :  -V  cos  6  -+-  ©'» 

Moment  cinetique  resultant.  —  Comme  Tellipso'ide  d'inertie 
en  O  est  de  revolution  autour  de  Oz,  les  axes  O.r,  Oy,  O;  sont 
des  axes  principaux  d'inertie,  et  les  moments  d'inerlie  par  rapport 
.i  i )./  el  ( )y  sont  egaux  a  une  meme  constante  \,  quoique  ces  axes 
5e  deplacent  dans  le  corps.  L'extremile  cr  du  moment  einctique 
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resultant  0<r  par  rapport  a  O  a  pour  coordonn^es,  par  rapport  aux 
axes  mobiles. 

(60)  g.c=  Ap,       <sy=  Aq,       (7S;=  Gr. 


Equations  du  mouvement.  —  Appelons  OS  le  moment  resul- 
tant des  forces  par  rapport  a  O,  et 

S.r?     Sy,  S- 

ses  projections  sur  Ox,  Oy,  Oz.  On  obtiendra  les  equations  du 
mouvemenl  (n°  383),  en  £crivant  que  la  vitesse  absolue  du  point  a 

— > 

est  eV|uipollente  a  OS;  on  a  ainsi  les  irois  equations  generates 
du  n°  386 


Actuellement,  crr,  oy,  tsz  ont  les  valeurs  ci-dessus  (60);  en  outre, 
on  a 

P  =p,       Q  =  q,       Pi  =  <7cot0: 
les  Equations  deviennent  alors 

I   A^  -h(G/-  —  Aqcolb)q  =  S,-. 

(61)  (  A  ^  —  (Gr  — A^cot6)>==  Sr, 

En  y  remplacant  gr,  r  par  leurs  expressions  ci-dessus,  desi- 
gnant  les  de>iv£es  par  rapport  a  t  par  des  accents,  et  reduisant, 

on  a 

A  0"—  A<I/2  sin  0  cos  0  -4-  Crd/sin  0  =  S.r, 
A<!/'  sinO  -4-  2Ad/0'cos0  —  CrO'     =  Sv, 


(62) 


dr         <r/(cp'-h  -V  cosO) 

L4  — —  =  l.j  ■  -  

aft  aft 


Ces  equations  sont  surtout  utiles  dans  le  cas  ou,  S-  elanl  nul, 
les  moments  S(.  et  Sv  sont  independants  de  0  e'est-a-dire  de 
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l'angle  donl  le  corps  a  lourne  autour  do  son  axe.  Alors  /'  est 
constant  et  les  deux  premieres  equations  dcfinissent  0  et  en 
fonction  de  t.  G'est  ce  qui  se  presente  dans  la  mothode  donnee 
par  Puiseux  pour  le  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre 
de  gravity. 

On  peut  remarquer  que  l'on  obtient  I'equation  des  forces  vives 
en  multipliant  la  premiere  de  ces  equations  par  <i0,  la  deuxieme 
par  sin  0^,  la  (roisieme  par  rdt,  et  ajoutant.  On  a  ainsi 

d  -  |  A  ( 0'a  h-  ^'a  sin2  0 )  -+-  C  r2]  =  S.r  o?0  -h  Sr  sin  8  dty  H-  S-  /•  dt . 

401.  Sur  quelques  proprietes  des  solides  de  revolution  en  rotation 

rapide.  —  Lors  |u'un  solide  de  revolution  suspendu  par  nn  point  de  son 
ave  est  anime  d'une  rotation  rapide  autour  de  son  axe,  et  qu'on  es>aie  de 
changer  la  direction  de  l'axe  dans  I'espace  en  appliquant  des  forces  en  des 
points  de  l'axe  il  se  presente  des  circonstances  paradoxales  que  nous  nous 
proposons  de  mettre  sommnirement  en  evidence. 

Supposons  qu'un  corps  de  revolution  suspendu  par  un  point  O  de  son 
axe  Oz  soit  soumis  a  des  forces  tclles  que  la  somme  de  leurs  moments 
pur  rapport  a  I  axe  de  revolution  Oz  siit  constamment  nulle.  Pour 
se  representer  cet  ensemble  de  forces  d'une  facon  simple,  on  peut  le  re- 

i*  .  •  r  > 

duire,  comme  nous  allons  le  montrer,  a  une  force  F  appliquee  perpendi- 
culairement  a  l'axe  Oz  en  un  point  determine  H  pris  sur  l'axe,  et  a  une 

->  . 
autre  force  F"  appliquee  en  O.  En  effet,  on  sait  qu'on  peut  reduire  un 

systeme  de  forces  appliquees  a  un  corps  solide  a  une  force  unique  <J>  appli- 

— ^ 

quee  en  O,  et  a  un  couple  dont  l'axe  OS  est  le  moment  resultant  des 
forces  par  rapport  au  point  O.  Actuellement,  la  somme  des  moments  des 

-> 

torces  par  rapport  a  Oz  etant  nulle,  la  projection  S-  de  OS  sur  Oz  est 

— v 

nulle.  L'axe  OS  du  couple  est  done  perpendiculaire  a  O2,  et,  comme  on 
peut  faire  tourner  un  couple  dans  son  plan  pourvu  qu'on  n'altere  pas  son 
'Moment,  on  peut  prendre  pour  bras  de  levier  du  couple  une  portion  Oil 

de  l'axe.  Le  couple  est  alors  forme  d'une  force  F  appliquee  au  point  H  de 

l'axe  perpendiculairemcnt  a  l'axe,  et  d'une  force  egale  et  oppose'e  —  F 

*"  ."  -> 

appliqu6e  en  <>.  Lcs  forces  <I>  et  —  F  se  composent  cn  une  force  unique  F 

appliquee  en  O,  et  la  reduction  annoncee  est  faite. 

►  -> 

La  force  F'  est  detruite  par  la  resistance  du  point  fixe  U  :  eile n'a  aucune 
influence  sur  la  nature  du  mouvement,  et  die  intervient  seulement  dans  le 
Ctlcul  d<'  In  prcssion  sur  le  point  O.  Le  mouvement  a  done  lieu  sous  Taction 
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de  la  seule  force  F.  On  voit  ainsi  que  le  probleme  general  enonce  se  ramene 
toujour*  .111  r.us  simple  ou  1'on  appli  [uerait,  sur  1'axe  de  rotation,  une  seule 

force  F  normale  a  l'axe. 

Traitons  maintenant  ce  probleme. 

Prenons  les  axes  mobiles  du  numero  precedent,  l'axe  Ox  etant  perpen- 
diculaire  an  plan  ZiO  z  {fig.  234  )  et  l'axe  Oy  perpendiculaire  an  plan 

zOx. 

> 

Appelons  \,  Y,  o  les  composantes  de  F  suivant  ees  trois  axe?,  et  z  =  // 

la  cote  du  point  d'application  H  de  cette  force.  Les  moments  de  F  par 
rapport  aux  axes  Oxyz  sont 

S.x.  =  — h  \  .       Sv  =  //  X.       S-  =  o. 
La  troisieme  des  equations  (61)  du  numero  precedent  donne 

dr 

dt=°>  r==ro 
et  les  deux  autres  deviennent 

A  ~di  +  ^  ^  r°  ~  A  ^  cot  0  ^  =  " ,l  Y' 
A  ~  —  ( G  r0  —  A q  cot  8  )p  =     h  X. 

Supposons  qu'a  I'instant  initial  le  corps  soit  mis  en  rotation  autour  dr 
Oz(p0  —  q0  =  o,  r0^  o)  et  qu'aucune  force  n'agisse  (X  =  Y  =  o);  alors  ce 
mouvement  de  rotation  persiste  indefiniment ;  l'axe  Os  conserve  une 
direction  fixe  dans  l'espace;  p  et  q  restent  mils;  cela  resulte  des  pro- 
prietes  elementaires  des  axes  principaux  d'inertie  en  un  point  (n°361). 

> 

Determination  de  la  force  F  qu'il  faut  /aire  agir  sur  le  point  II 
■pour  f aire  prendre  a  Vaxe  Oz  un  niouvernent  d  nne.  —  Le  corps  etani 
dans  Petat  de  rotation  stable  dont  nous  venons  de  parler,  faisons  agir  au 

•>- 

point  H  de  l'axe  la  force  F(X,  Y,  o),  de  faeon  a  modifier  la  direction  de 
l'axe,  en  faisant  decrire  au  point  H  une  certaine  courbe  suivant  une  cer- 
taine  loi,  courbe  qui  sera  necessairement  sur  une  sphere  de  centre  O  et 
de  rayon  OH. 

Pour  definir  analvtiquement  le  mouvement  qu'on  veut  imprimer  au 
point  H  de  l'axe  Oz,  il  suffit  de  se  donner  0  et  <L  en  fonction  de  t,  car  ces 
deux  angles  definissent  la  direction  de  0  z.  Nous  supposons  que  le  mou- 
vement qu'on  imprime  au  point  H  se  fa>se  dans  des  conditions  ordinaire?, 
c'est-a-dire  que  la  vitesse  et  1'acceleration  de  H  restent  inferieures  a  une 
limite  determinee,  ou.  ce  qui  revient  au  meme,  que  les  fonctions  6  et  <l 
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cle  t  et  leurs  derivees  des  deux  premiers  ordres  0',  0".  <V  restent,  en 
valours  absolues,  inferieures  a  une  limite  detcrminee  X.  Dans  ces  conditions, 
les  quantites 

p  =  0\        gr  =  d/sin0,       pq  cotO  =  <!/0'  cos  0.        gr2  cotO  =  6' 2  sin  0  cos  0 

et  les  derivees  ^?  ~  rcsleront  aussi.  en  valours  absolues,  inferieures  a 
at  at 

une  limite  determinee  X. 

Si  /-o  ctait  nul,  la  force  necessaire  pour  produire  ce  mouvoment  pren- 

drait  une  certaine  determination  F0(Xo,  Y0,  o)  donnee,  a  cliaque  instant, 
par  les  formules  (63),  ou  r0  =  o, 

/  _i       A  da  A 
Xo=A  £+'S 

v  *    .  n 

(  Y--.-  5  777  +  A^cot0; 

la  grandeur  de  cette  force  serait  done  de  l'ordre  des  quantites 

O'J/,    <L'2,    6",  <!/. 

Supposons,  au  contraire,  r0  tres  grand  par  rapport  a  la  limite  XL;  ( rota- 
Is*  ...  .        .  > 

tion  initiale  tres  rapide  autour  de  0  z);  alors  la  force  F  capable  d'imprimer 
au  point  H  le  meme  mouvement  sera  donnee  par  les  formules  (63),  et  Ton 
;iura,  par  comparaison  avec  les  expressions  de  X0,  Y0. 


(  X  =X0-  C 

(65) 


|  Y  =Y„—  jtqr0: 


Des  que  p  et  q  prendront  des  valours  sensibles,  cette  force  F  differera 

'lone  de  quantites  ti  es  grandes  de  la  force  Fo  qui  produisait  le  meme 
mouvement  de  H  quand  r0  etait  nul.  On  a  ainsi  l'explication  de  ce  fait 
que  quand  on  veut,  avec  la  main,  changer  Forientation  de  Paxe,  on 
eprouve  une  resistance  inattendue  d'aulant  plus  grande  que  /'0  est  plus 

grand.  Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  montrer  que  la  force  F  est  approxi- 
mativoment,  a  chaque  instant,  perpendiculaire  au  deplacement  elemen- 
Xaire  qu'on  imprime  au  point  H  a  cet  instant.  D'une  fa  con  rigoureuse. 
le  vecteur  ayant  pour  projection  X  —  X0,  Y  —  Y0,  o,  e'est-a-dire  la  diff6- 

>■     >  :-•  '  - 

rence  giome'trique  F  —  F0,  est  perpendiculaire  au  deplacement  elemen- 

*■  * 

taire  <lu  point,  et  ce  vecteur  differe  tr<-s  pen  en  direction  do  F,  car  Fo  est 
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ties  petit  par  rapport  a  F.  En  eflet,  remarquons  que  la  vitesse  absolue  v 
du  point  II  de  Oz  a  pour  projections  sur  les  axes  Oxyz 

(G6)  ic=qh,        Vy^—ph,  vz=o. 

En  remplaeant  dans  les  equations  (65)  p  et  q  par  leurs  expressions  en 
fonction  de  vx  et  c, ,  on  a 

ces  formules  montrent  que  le  vecteur  F  —  F0,  de  projections  X  —  \„, 

^  —  Yo,  o,  et  la  vitesse  v  du  point  II  de  projections  p.,.  rv,  o  sont  rectan- 

gulaires.  On  voit,  en  outre,  que  la  grandeur  de  F  —  F0  est  egale  a 

celle  de  v  multiplie'e  par  le  facteur  tres  grand  —j^r'  On  peut  resumer  ce 

resultat  par  l'enonce  suivant  qui  a  l'avantage  de  definir  la  direction,  le  sens 

et  la  grandeur  du  vecteur  F  —  F0  quand  le  vecteur  v  est  donne  : 

>-  .  .  iK  . 

Soit  u  la  vitesse  que  prendrait  Vextremite  v  du  secteur  u  applique 

en  H  si  ce  vecteur  tournait  autour  de  Vaxe  Oz  avec  la  vitesse  angu- 
laire  r$;  le  vecteur  F  —  F0  est  equipollent  ati  produii  de  u  par  le 

facteur  —  ^  • 

En  efiet,  l'extremite  du  vecteur  r,  applique  en  II,  a  pour  coordonne'es 


si  ce  point  tournait  autour  de  avec  la  vitesse  ro,  il  prendrait  une 
vitesse  u  ayant  pour  projections 

U.c  =  —  ^0  Vy>  Uy  —  '*0  Vx,  Uz=  (). 


Les  formules  precedentes  deviennent  alors 

X  —  X0  =  —  ~  u.t,        Y  —  Y0  =  —  ~  i(y : 
ce  qui  demontre  le  theorerae. 

Recipr  ■quemrnt,  si  Ton  fait  agir  sur  le  point  H  une  force  F(X.  Y,  o). 
de  V  >rdre  de  grandeur  de  r0,  et  si,  dans  le  mouvement  que  cette  force 
imprime  au  point  H,  la  vitesse  et  l'acceleration  du  point  H  restent,  en 
valeurs  absolues,  tres  petites  par  rapport  a  r0,  la  vitesse  du  point  H  est,  a 

chaque  instant,  sensiblement  perpendiculaire  a  la  direction  de  la  force  F. 
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En  efl'et,  les  equations  (G3),  ou  Ton  remplace  p  et  q  par  leurs  valeurs  (66) 
en  fonction  de  vx  et  r,  dans  les  termes  en  r0p  et  roq,  donnent 

C  Y        A  [dp        .  ft\ 

C  X         X   /dq  \ 

Dans  cliacune  de  ces  equations,  le  deuxieme  terme  du  second  membre 
est  tres  petit;  done  et  vy  sont  sensiblement  proportionnels  a  —  Y  et  X, 
ce  qui  demontre  le  theoreme  :  le  sens  de  v  resulte  de  I'e'nonce  precedent. 

On  trouvera  de  nombreuses  indications  sur  d'interessantes  experiences 
propres  a  mettre  ces  pi  oprie'tes  en  evidence  dans  l'Ouvrage  intitule  Theorie 
elementaire  des  Gyroscopes,  par  Gruey  (Clermont-Ferrand,  librairie 
Ferdinand  Thibault,  1879)  et  dans  une  brochure  du  meme  auteur  Sur  le 
St ' rephoscone  universel\  ou  Boite  gyroscopique  (*),  editee  par  Pimprimerie 
Ohaix  en  1 883 . 

On  pourra  consulter  egalement,  pour  Tetude  de  la  resistance  que  l'on 
eprouve  quand  on  veut  changer  l'orientation  de  1'axe  d'un  corps  en  rota- 
tion rapide.  la  fin  du  premier  Volume  de  la  Theorie  des  Kreisels,  de 
Klein  et  Sommerfeld. 

40:2.  Frottement.  —  Aous  traiterons,  comme  exemple  du  mouvement 
d'un  solide  avec  frottement,  le  probleme  suivant  : 

Une  plaque  homogene  pesante  infiniment  mince,  ayant  la  forme  d'un 


Fig.  235. 


triangle  «: ■  jui lateral  A1A2A3,  de  cote  «,  repose  par  le  sommet  Aj  sur  uu 
|)lan  horizontal  P  sur  Iequel  elle  glisse  avec  frottement ,  tandis  que  le 
cote  As  A3  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  P'  place  au-dessus 
du  premier  (fig.  235).  Le  triangle  est  perce,  en  son  centre  de  gravile  G, 
d  une  ouverture  infiniment  petite  dans  la  [uelle  passe  une  tige  verticale 


(')  Collin,  constructeur,  118,  rue  Montmartre,  Paris. 
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fixe  00'  parfai foment  polie  :  la  reaction  de  cette  tige  00'  sur  le  triangle 
est  'lone  une  force  horizontale  appli  piee  en  G.  Enfin,  on  suppose  le  plan 
du  triangle  incline  de  45°  sur  la  veriicale. 

A  I'inslant  t  =  o,  on  imprime  au  triangle,  autour  de  00',  une  vitesar 
angulaire  to0  dans  le  sens  positif  des  rotations.  On  demande  d'etudier  h- 
mouxemenl  du  svsteme  et  de  calculer  les  reactions  noi males  des  plans  P 
et  1*'  sur  le  triangle  : 

1°  Montrer  que,  si  la  vitessc  angulaire  initiale  to0  a  une  eertaine  valeur 
la  reaction  du  plan  P  sur  le  sommel  Ai  est  nulle. 

2°  Indiquer  re  qui  arri\e  suivant  que  oj0  est  inferieur  ou  superieur  a 
et  suivant  que  le  sommet  A*  peut  ou  non  s'elever  au-dessus  du  plan  P. 

(Agregation,  1894.) 

Appellons  Ni  la  grandeur  de  la  reaction  normale  du  plan  1*  sur  le 
sommet  Ax  et  remarquons  que  les  reactions  normales  du  plan  P'  sur  le 
cote  A2A3  peuvent  s^  reduire  a  deux  forces  verticales  de  grandeurs  N2  et 
N3  appliquees  aux  sommets  A2  et  A3  :  ces  reactions  seront  comptees 
positivement  vers  le  haul.  Prenons  pour  axes  lies  au  corps  solide  mobile 
un  axe  Gx  dirige  sui  ant  GA,,  un  axe  Gy  parallele  a  A2A3,  et  un  axe  G-s 
normal  au  plan  du  triangle  et  dirige  vers  le  haut;  alors  Pequation  de 
Pellipsoide  d'inertie  relatif  au  point  («  est  de  la  forme 

A  ( x-  ■+- y- )  -+-  2  A  z-  ==  1 . 

En  etTet,  tout  d'abord,  par  raison  de  symetrie,  le  plan  du  triangle  est  un 
plan  principal  d'inertie  relatif  au  point  fixe  G.  Ensuite  chacun  des  plans 
menes  par  Paxe  Os  et  une  des  hauteurs  du  triangle  est  un  plan  de  s\me- 
trie  du  corps  solide,  e'est-a-dire  nn  plan  principal  relatif  au  point  G  :  il  y  a 
done  trois  plans  principaux  d'inertie  pas-ant  par  I'axe  principal  Gz  :  cela 
ne  peut  arriver  que  si  Pellipsoide  d'inertie  relatif  au  point  G  est  de  revolu- 
tion autour  de  G3;  ainsi  les  moments  d'inertie  A  et  B  sont  egaux ;  de  plus 
le  moment  G,  par  rapport  a  G^,  est  egal  a  A  -+-  B  ou  a  2  A,  car  le  z  de  tou» 
les  points  du  corps  etant  nul, 

A  =  Smj2,       B  ~  Srnx-,       G  =  ilm(^  +  j-2). 

On  verifiera  d'ailleurs  facilement  qu'en  appelant  M  la  masse  du  triangle. 

on  a 


Le  point  Ai  decrit  une  circonference  de  centre  O  dans  le  sens  des  rota- 
tions positives  autour  de  00';  le  frottement  est  alors  une  force  appliquee 
en  At,  egale  a  /Ni  et  dirigee  en  sens  contraire  de  la  vitesse  de  Ai,  e'est- 
a-dire  parallelement  a  la  direction  negative  de  Paxe  Gy. 
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I  —  a  ^ 


Soit  /  le  tiers  de  la  longueur  de  la  mediane  /  —       ~ «  Les  coordonne'es 

6 

des  diilerents  points  A,,  A2,  \  ,  par  rapport  a  Gxy  Gy,  Gz  et  les  projec- 
tions des  forces  N|,  N2,  X':;,        sur  ces  axes  sont 


2/, 

I, 

Ai 

o,  A2 

0, 

X  =  —  No 

a 

Y  = 

1 

Z  '  ■  <>, 

V  2 
  5 

2 

a 

2  ' 

5 

X=  —  N3 

&  —  u  , 

■  ? 

2 

X=o, 

Y  =  or 

Y  =  o, 

N3 

Y  =  o? 

/N. 

z=  Nlv5 

2 

5 

Z  =     No  - 

r~ 

 5 

2 

Z  -  N3 

2 

Z  =  6, 

L'ellipsoide  d'inertie  ayant  pour  equation 

A  ( x-  -h  r2 )  -h  2  A  22  =  i . 

le  moment  d'inertie  par  rapport  a  un  axe  faisant  avec  les  axes  Gxyz  des 
angles  de  cosinus  a,  [3,  7  est 

A.(.a2-h  (32) -h  2A.y2. 


Le  moment  d'inertie  par  rapport  a  00' 
done 


s/2   Q  ■  sji 


est 


D'ailleurs,  corarae  le  corps  tourne  autour  de  00'  avec  une  vitesse  angu- 
laire  to,  les  composantes  de  cette  rotation  suivant  les  axes  sont 


V/2 

p  =  —  to  ,  q  =0, 

1  2  1 


Le  centre  de  gravite  G  etant  fixe,  on  a  d'abord,  en  projetant  le  mouvc- 
ment  du  centre  de  gravite  sur  00', 


(1) 


N1+N2+N3-  M 


Ecrivons  ensuite  le  theoreme  de  moments  cinetiques  par  rapport  a  00'  : 

comme  le  corp<  tourne  autour  de  00'  aver  la  vitesse  to,  la  somme  des 

.   ,  •  ,  3A 

moments  cinetiques  par  rapport  a  cet  axe  est  Ma-o  =       to;  d'autre  part, 
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Ie  frottement  seul  a  un  moment  non  nul  egal  a  —         )J%.  On  a  done 

(2)  -__=_yNli/2. 

Enfin,  ^equation  d'Euler,  relative  a  Paxe  Gjk, 


donne,  d'apres  les  valeurs  de  q, 


(3)  A^!  =-/N,  v/2  +  \  f(N,+  N,)  v/2. 
En  eliminant  N2H-  N3  entre  (i)  et  (3),  on  a 

(4)  Wi     =1(^-  0,2), 

ou  ;x'2  designe  la  quantite  ^JlLx2.}  qUi,  d'apres  les  valeurs  de  /  et  A,  se 

reduit  a  4  ""V^G.  Remplacant  dans  (2)  JNj  par  sa  valeur  (4),  on  a  pour 
l'equation  du  mouvement 

(5)  ^=_x(M), 

if 

en  appelant  X  la  constante  Gette  equation  donne  immediatement  oj 
en  fonction  de  t  par  des  exponentielles.  La  discussion  comporte  trois  cas  : 

i°  Soit  w0<|J-.  La  reaction  Ni  est  bien  positive;  ^  etant  negatif,  to  \a 
en  decroissant  constamment  et  s'annule  au  bout  du  temps 

A  ce  moment  le  triangle  s'arrete  et  se  trouve  dans  les  memes  conditions 
que  s'il  etait  abandonne  a  lui-meme  sans  vitesse;  ilreste  done  immobile; 

20  Soit  to0  =  ;j.;  alors  Ni=  o;  ^  =0;  to  =  to0  :  le  mouvement  de  rota- 
tion est  uniforme,  le  triangle  ne  pese  pas  sur  le  plan  inferieur. 

3°  Soit  w0>[jl.  Alors  N,  est  negatif  au  debut  :  cela  veut  dire  que  le 
sommet  Ai  tend  a  se  soulever  Si  ce  sommet  est  simplement  pose  sur  le 
plan,  il  se  souleve  effectivement  et  devient  libre:  on  a  alors  un  autre  pro- 
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bleme.  Mais  on  pent  imaginer  qu'on  empeche  le  sommet  At  de  se  soulever. 

par  exemple  en  percant  le  plan  cTun  trou  circulaire  et  recourbant  un  peu 

• .  'M  RES  . 
la  pointe  At  de  faeon  qu'elle  appuie  sous  le  plan  :  la  reaction  N4  est  alors 

dirigee  vers  le  bas,  sa  grandeur  estdonneepar  les  equations  precedentes  ou 

Ni  est  change  en  —  Nt.  La  force  de  frottement  a  pour  valeur  absolue 

-/Ni,  - 

et  l'equation  (2)  des  moments  donne 

3  A  dw 


d'oii 


do) 
~d~t 


Gomme  w0>  \i,  ^~  commence  par  etre  negatif,  oj  diminue  et,  quand  co 

tend  vers  t  augmente  indefiniment.  Le  mouvement  tend  done  a  devenir 
une  rotation  de  vitesse  angulaire  jj.. 

En  ce  qui  concerne  les  reactions  N3  et  No,  nous  avons  deja  obtenu  la 
somme  N3-4-  N2  :  on  calculera  N3 — N2  en  ecrivant  l'equation  d'Euler  rela- 
tive a  l'axe  Gx. 


Remarque.  —  On  peut  obtenir  le  moment  d'inertie  G  sans  integration, 
en  remarquant  que  1'homogene'ite  donne,  pour  le  moment  d'inertie  d'un 
triangle  equilateral  de  cote  c  et  de  masse  m  par  rapport  a  son  centre,  une 
expression  de  la  forme  kmc'1,  oil  k  est  un  nombre  a  determiner.  Decom- 
posons  le  triangle  donne  de  cote  a  et  de  masse  M  en  quatre  triangles  de 

masse  ^  et  de  cote  -  obtenus  en  ioignant  les  milieux  des  cotes.  Trois  de 



Ecrivant  que  le  moment  d'inertie  total  par  rapport  a  G  est  la. somme  des 
moments  d'inertie  des  quatre  triangles,  on  a 

|;  ^=^?(i)i^?(f),./ 

d'oii 

12 


M)3.  Resistance  de  milieu.  —  Imaginons  une  sphere  homo  gene  mobile 
autour  de  son  centre  0.  Une  ailette  plane,  de  forme  quelconque,  mais  de 
masse  n<:gligeable,  dont  le  plan  passe  par  le  centre,  est  invariablement 
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liees  a  la  sphere;  trouver  le  mouvement  de  la  sphere,  dans  l'air,  en  admet- 
tant  que  la  resistance  de  Fair,  sur  cha  jue  element  de  l'ailette,  est  une  force 
normale  proportionnelle  a  la  composante  de  la  vitesse  de  cet  element  sui- 
vant  la  normale  a  l'element. 

Prenons  le  plan  de  l'ailette  pour  plan  des  yz  et  le  diametre  perpendi- 
culaire  pour  axe  Ox,  les  axes  Oxyz  sont  entraines  avec  la  sphere  :  ce 
sont  des  axes  principaux  d'inertie.  En  appelant  p,  q,  r  les  composantes 
de  la  rotation  instantanee,  un  element  d'ailette  da  ayant  pour  coordonnees 
o,  y,  z  &  une  vitesse  v  de  projections 

v;r  =  qz  —  ry,       cr  =  —pz,       vz  =  py. 

La  composante  de  cette  vitesse  normale  a  l'element  da,  e'est-a-dire  au 
plan  yOz,  est  v,x;  la  resistance  de  Fair  sur  cet  element  a  done  pour  pro- 
jections 

\  =  —  kvx  da,       Y  =  o,        Z  =  o, 

k  designant  une  constante  positive. 

On  peut  toujours  supposer  qu'on  a  pris  pour  axes  0^  et  Oy  les  axes 
principaux  d'inertie  de  la  surface  de  l'ailette  par  rapport  au  point  O,  de 
sorte  que,  da  designant  un  element  superficiel  de  l'ailette,  on  ait 


yz  da  =  o. 


Gela  pose,  la  somme  des  moments  L  des  forces  de  resistance  X,  Y,  Z  par 
rapport  a  Ox  est  nulle.  Par  rapport  a  Oy,  cette  somme  est 

M  =  Z(zX  —  xZ)  =  —  k J  (qz  —  ry)zda  =  —  aq. 

ou  a  est  une  constante  positive 

a  =  kj  z-  da. 

De  raerae,  en  prenant  les  moments  par  rapport  a  Oz, 

N  =  S(^Y -yX)  =  kj  {qz  -  ry)y  da=-  br, 

ou  b  est  positif.  Les  equations  d'Euler  sont  alors,  puisque  A  =  B  ==  C. 

.  dp  dq  .  dr  , 

Xdi=°>        A  dt=-a*>  Xdt=~br; 

a  b0 
on  en  tire,  en  posant     =  a,    -  =  p, 

A  A. 
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Com  me  a  et  3  sont  positifs,  q  el  r  tendent  vers  zero  quand  t  augmente, 
et  le  mouvement  tend  \ers  une  rotation  autour  de  l'axe  Ox  perpendicu- 
laire  an  plan  de  I'ailette.  Le  systeme  tend  a  rchapper  a  la  resistance. 


EXERCICES. 

1.  La  force  vive  d'un  corps  mobile  autour  d'un  point  (ixe  est  egale  au  produit 
scalaire  du  moment  resultant   des  quantites  de   mouvement  par  la  rotation 

instantanee  :  wjcosro,  7.  (Resal.) 

2.  Demontrer  que  les  projections  pv  qt1  /•,,  de  la  rotation  instantanee  w  sur  les 
axes  fixes  Ox{,  y,,  zn  ont  pour  expressions 

pl  =  0'  cos 6-1-9'  sin 6  sin 
<7,  =  6'  sin    —  ?'  sinO  cos^, 
/•(  =  -y  n-  o'  cos6. 

:\.  Stabilite  de  la  rotation  autour  des  axes  princtpaux  d'inertie.  —  Les 
equations  d'Euler  sont  satisfaites  pour  q  =  o,  /•  =:  o.  Pour  savoir  si  la  rotation 
correspondante  est  stable,  on  peut  operer  comme  il  suit  :  supposuns  q  et  r  tres 
petits  au  debut,  et  voyons  s'ils  restent  tres  petits. 

Dans  cette  bypothese,  le  produit  qr  peut  etre  neglige,  et  Ton  a  pour  la  pre- 
miere equation  d'Euler  — ^  —  o,  p  —  p0.  Les  deux  autres  deviennent 

0)  ={C-X)p0r,  C~-=(A-B)p0q; 

d'ou 

d2q          (  A  —  ( : )  ( A  —  B )  , 
TP'-'  BC  


f:  etant  une  constante.  On  en  tire 


(C—k)p0  rn 


q  =  q0  cos  nt  -1  — — — -  sin  nt, 

.    /  x  dcl      c  —  A 
car  pour  t  =  o,  q  =  (7o>  et,  d  apres  (1),       =  — - —  p0r0. 

On  trouve  de  mcme  r,  et  Ton  voit  que  q  et  /•  restent  tres  petits.  La  rotation 
est  stable.  On  trouverait  le  meme  resultat  autour  du  grand  axe  Oz. 

Mais  pour  l'axe  moyen,  en  supposant  p  et  r  tres  petits  au  debut  et  negligeant  pr, 

on  trouve  q  =  q0,  puis  une  equation  de  la  forme  -^jj;  =-+-n-p-,  en  integrant, 

on  voit  que  p  <-st  une  fonction  de  la  forme  aent  -+-  be~'"  qui  augmente  indefini- 
ment  avec  t  :  L'hypothese  que  Ton  a  faite  que  p  et  /•  restent  petits  est  done 
inadmissible;  la  rotation  autour  de  l'axe  est  instable.  La  justification  de  ces 
approximations  repose  sur  les  tbeoremes  de  Poincare  sur  l'integration  appro- 
•  hie  des  equations  dill'erentielles. 

4.  Autre  niethode  pour  obtenir  I 'equation  de  V kerpol /iodic.  —  Comme  le 
pole  m  et  l'extremite  '»  d<-  la  rotation  instantanee  sont  en  ligne  droite  avec  O  et 

ai'Pei.l.  —  Traite  de  Mecanique.  II.  I") 
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qu'on  a  to  —  Omy//t,  le  lieu  du  point  m  est  homothetique  clu  lieu  du  point  o>. 

Les  coordonnees  relatives  du  point  to  par  rapport  aux  axes  mobiles  sont  />, 
7,  /•.  Dans  l'espace  absolu,  le  point  t»  decrit  une  courbe  plane  dans  un  plan 
parallels  au  plan  II,  c'est-a-dire  au  plan  xx  Oyv  puisque  Ozl  estdirige  suivant  Oz. 
La  courbe  lieu  du  point  to  se  projette  done  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  x^Oy^. 
Or  to  est  la  rcsultante  des  trois  rotations  8',  9',  ty',  dirigces  comme  on  l'a 
vu  (n°  382). 

La  projection  to,  de  to  sur  le  plan  x,  Oyl  a  des  coordonnees  absolues  px  et  7, 
que  Ton  calcule  aisement  en  remarquant  que  /?,,  par  exemple,  est  la  somme  des 
projections  de  6',  9',  <]/>  sur  Oxr  On  a  ainsi  les  valeurs  de  1'exercice  2.  Le  point 
tot  (/>,,  7,),  ainsi  determine  dans  le  plan  x,Oyiy  decrit  une  courbe  homothetique 
a  l'herpolhodie.  Si  Ton  appelle  p,  et  /,  ses  coordonnees  polaires,  on  a 

pl-+-  iqx  =  p,  e'Xi  =  (ft'—  i 9'  sine)e,  K 

D'apres  les  formules  (20)  du  n°  388  qui  donnent  6  et  9,  et  la  formule  (21)  don- 
nant  ^,  on  aura  /?,  et  gl  en  fonction  uniforme  du  temps. 

5.  Demonstration  de  M.  Saint-  Germain  de  la  non-  existence  des  points 
d'inflexion  de  VherpoLhodie.  —  Soient  R,  Rt  les  rayons  de  courbure  des  cones 
qui  out  pour  base  la  polhodie  et  l'herpolhodie,  en  un  point  de  la  generatrice 
commune  :  la  Cinemalique  donne  une  relation  de  forme  connue, 


oil  ds  est  l'element  de  Tare  de  la  courbe  lieu  du  point  to;  s'il  y  avait  inflexion- 
R,  serait  infini  et  l\(j>dt  =  ds;  or  les  equations  du  mouvement  de  Poinsot  mon- 
trent  que  e'est  impossible  quel  que  soit  le  signe  de  D  —  R.  (Comptes  rendus  de 
VAcademie  des  Sciences,  26  avril  i885.) 

6.  On  donne  un  tetraedre  non  pesant  OARC  dans  lequel  Tangle  triedre  O  est  tri- 
rectangle,  et  dont  les  aretes  OA,  OR,  OG  ont  respectivement  pour  longueurs  a,  6,  c : 

i"  Determiner  les  axes  principaux  de  l'elli psoide  central  d'inertie,  c'est-a-dire 
de  1'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravite  G  du  tetraedre,  dans  1'hypo- 
these  suivante  : 

a  =  v72,       6=1,       c  =  v/3: 

20  On  imprime  au  tetraedre  une  rotation  initiale  autour  d'un  diametre  GD  de 
1'ellipsoide  central,  et  Ton  propose  d'etudier  le  mouvement  de  ce  tetraedre  autour 
de  son  centre  de  gravite  G.  On  determinera  sa  position  dans  l'espace  a  une 
epoque  quelconque. 

Les  composantes  p0,  qu,  r0  de  la  rotation  initiale  par  rapport  au  grand  axe,  a 
l'axe  moyen  et  au  petit  axe  de  1'ellipsoide  central  d'inertie,  ont  respectivement 
pour  valeurs 

Po=  V75,       ao=°,       '•o=V/6  —  V'5. 

(Agregation,  1890.) 

Reponse.  —  Le  centre  de  gravite  etant  immobile  au  debut  reste  immobile.  Le 
corps  tourne  done  autour  d'un  point  fixe  sans  qu'aucune  force  agisse  sur  lui.  II 
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prend  un  mouvernent  a  la  Poinsot.  II  faut  calculer  numeriquement  A,  B,  C,  h  et 
I  ou  [x  et  D.  On  trouve 


Les  donnees  initiales  correspondent  au  cas  singulier  ou  la  polhodie  est  une 
ellipse  passant  par  l'axe  moyen  de  1'ellipsoTde  d'inertie.  ( De  Saint-Germain, 
Nouvelles  Annates,  t.  IX,  i8jo.) 

7.  Toute  ligne  geodesique  tracee  sur  un  ellipsoide  de  revolution  allonge  se 
projette  sur  le  plan  de  l'equateur,  suivant  une  herpolhodie  qui  peut  etre  engen- 
dree  par  une  ellipse  a  centre  fixe  et  roulant  sur  ce  plan.  (Halphen,  Comptes 
rendus,  5  octobre  1887,  et  Traite  des  fonctions  elliptiques,  t.  IT,  p.  a49«) 

8.  Toute  ligne  de  thalweg  tracee  sur  un  paraboloide  de  revolution,  a  axe 
vertical,  et  concave  vers  le  haut,  se  projette  horizontalement  suivant  V her- 
polhodie due  au  roulement  dune  ellipse  determinee.  (Floquet,  Bulletin  des 
seances  de  la  societe  des  Sciences  de  Nancy,  seance  du  1"  juillet  1889.) 

9.  L'herpolhodie  est  une  courbe  parcourue  par  un  point  dont  la  vitesse  aero- 

laire  p2  ^  est  une  fonction  lineaire  de  p2,  la  vitesse  totale  etant  une  fonction  du 

second  degre  de  p2  dans  laquelle  le  coefficient  de  p4  est  negatif.  (Darboux,  Note  a 
la  Mecanique  de  Despeyrous. ) 

10.  Si  Ton  fait  rouler  et  pivoter,  sans  glisser,  une  quadrique  quelconque  de 
centre  fixe  O,  sur  un  plan  fixe  n,  le  lieu  des  points  de  contact  m  sur  le  plan  est 
une  herpolhodie  generalisee.  Le  rayon  vecteur  de  l'herpolhodie  issu  du  pied  P  de 
la  perpendiculaire  OP  au  plan  n  et  la  tangente  a  cette  courbe  en  m  sont  deux 
tangentes  conjuguees  de  la  quadrique  qui  route.  Pour  que  le  rayon  vecteur  P/n 
ne  tourne  pas  toujours  dans  le  meme  sens,  ou  pour  que  la  courbe  presente  des 
rebroussements  il  faut  que  le  rayon  vecteur  puisse  se  confondre  avec  la  tan- 
gente. C.es  deux  directions  conjuguees  ne  peuvent  se  confondre  que  si  la  quadrique 
est  a  courbures  opposees,  c'est-a-dire  est  un  hyperboloide  a  une  nappe. 


II.  Dans  la  seconde  representation  du  mouvernent,  d'apres  Poinsot  (n°  393). 
determiner  la  trace  laissee  par  le  point  m'  sur  le  plan  tournant  IT. 

Reponse.  —  Le  rayon  vecteur  Om'  est  egal  au  rayon  vecteur  V  in  —  p  de  l'her- 
polhodie  (yZg.  23x)  Si  Ton  appelle  y'  Tangle  forme  par  le  rayon  vecteur  0 m' 
avec  une  droite  OU  situee  dans  le  plan  II'  et  entrainee  avec  lui,  on  aa^OU  =  u,^, 
car  II'  tourne  avec  la  vitesse  u.;  /'  —  / — jjl^,  car  Om'  et  Pm  sont  paralleles. 
Remplacons  dy  par  la  valeur  d/'  -4-  p.dt  dans  les  equations  de  l'herpolhodie;  on  a 
les  equations  qui  definissent,  en  fonction  de  t,  les  coordonnees  p  et  /'  du  point  m ' 
dans  le  plan  II', 


A  =  6  — 


v/o,      B  =  6,      C  =  6-h^5. 


( Darboux,  ibid. ) 


=  flVDV-;(p2~fl)(pJ-*)(pJ-C)! 


L'aire  decriti.-  par  le  rayon  Om'  sur  le  plan  II'  est  done  proportionnelle  au 
temps. 
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Le  mouvement  dcfini  par  lcs  equations  (j  )  est  celui  d'un  point  materiel  solli- 
cite  par  une  force  centrale,  issue  de  O,  ayant  une  expression  de  la  forme  a4o  -I-  fip2 
(Darboux,  Mecanique  de  Despeyrous,  Note  17.  —  PlNCZON,  Comptes  rendus, 
avril  1887.) 

12.  Theorkme  de  Gebbia  (').  —  Le  mouvenient  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe  O,  dans  le  cas  oil  il  n'y  a  pas  de  forces  exterieures,  peut  etre  obtenu 
en  faisant  rouler  et  pivoter  une  quadrique  de  centre  O  ayant  les  memes  sections 
circulaires  que  l'ellipsoide  d'inertie  sur  une  quadrique  de  revolution  autour  de  0  z. 
(Siacci,  In  memoriam  Dominici  Chelini,  Collectanea  mathematical  1881; 
voir  aussi  Greenhii.l,  Fonctions  elliptiques,  Chap.  VII.) 

13.  Theoreme  de  Mac  Cullagh.  —  Si  Ton  tranforme  les  theoremes  de  Poinsot 
p;ir  polaires  reciproques,  par  rapport  a  une  sphere  de  centre  O,  on  voit  que  l'el- 
lipsoide (appele  ellipsoide  de  giration)  ^-  -f-      -h  ^  =1  etant  entraine  par  le 

corps  passe  constamment  par  deux  points  fixes  situes  sur  le  moment  resultant, 
Oa,  des  quantites  de  mouvemcnt,  symetriques  par  rapport  a  O. 

14.  Theoreme  de  Gebbia.  —  En  transformant  de  meme  le  theoreme  de 
Siacci  (12),  on  voit  que  les  surfaces  homofocales  de  l'ellipsoide  de  giration 
glissent  sur  des  quadriques  fixes  de  revolution. 

15.  Dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  revolution  suspendu  par  un  point 
de  son  axe,  on  a  vu  que  u  =  cos6  varie  entre  les  deux  valeurs  w,  et  u.y  Indiquer 
quellcs  doivent  etre  les  conditions  initiales  pour  que  ces  deux  valeurs  soient 
egales.  Alors  l'axe  du  cone  decrit  rigoureusement  un  cone  de  revolution  autour 
de  Ozx  et  la  valeurs  commune  de  u{  et  de  u7  est  nccessairement  uQ. 

Reponse.  —  II  suffit  de  determiner  a  et  [3  de  facon  que  le  polynome  /  (u)  ait 
une  racine  double  u0  donnee  a  l'avance. 

16.  Dans  le  probleme  de  Lagrange  et  de  Poisson,  demontrer  : 

i°  Que  Pextremite  w  de  l'axe  instantane  reste  constamment  dans  un  plan  fixe 
dans  le  corps,  perpendiculaiie  a  l'axe  de  figure  Oz,  et  decrit  dans  ce  plan  une 
herpolhodie  II ; 

20  Que,  dans  l'espace,  le  meme  point  w  decrit  une  combe  situee  sur  une 
sphere  S; 

3"  Que  le  mouvement  peut  etre  obtenu  en  faisant  rouler  l'herpolhodie  H  re- 
gardee  comme  attachee  au  corps  sur  la  sphere  fixe  S.  (Jacobi,  OEuvres,  t.  II. 
—  Halphen,  Comptes  rendus,  t.  C.  —  Darboux,  Journal  de  Mathematiques 
1 885 ;  Note  XIX  a  la  Mecanique  de  Despeyrous.  —  De  Saint-Germain,  Resume 
de  la  theorie  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe:  Gautbier- 
Villars,  1887.) 


(*)  Attribue  a  Siacci;  a  ete  donne  par  Siacci  dans  un  cas  particulier  et  par 
Gebbia  dans  sa  forme  generale.  ( li.  Accademia  dei  Lincei,  rSS5. ) 
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Indication  sur  la  solution  : 

i°  Le  lieu  tie  V  extremite  <->  tie  V  axe  instantane  de  rotalion  dans  le  corps 
est  ane  herpolhodie.  Les  coordonnees  du  point  to,  par  rapport  aux  axes  mobiles, 
sont  p,  <j,  r.  Comme  r  =  /■„.  Ic  point  se  trouve  dans  un  plan  H  perpendiculaire 
a  I'axe  et  invariablement  lie  au  corps.  Dans  ce  plan,  le  point  to  decrit  une 
courbe  H  qui  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  xy.  Les  coordonnees 
cartesiennes  d'un  point  w  de  cette  courbe  rapportee  aux  axesOa?  et  Oy  etant  /> 
et  (j, 

=     sin  0sin9-h6'  cos  9, 
q  =  ^'  sin  6  cos  9  —  6' sin  9, 

nous  appellerons  p  et  /  ses  coordonnees  polaires.  D'abord 

p2  =  p:  4-  q2  =  a  —  a  cos  9  =  a  —  au. 
at  —  p2 

Nous  tirons  de  la  u  =   —  >  et,  en  portant  dans  la  relation 

£  •*/■«■• 

il  vient 

qui  est  bien  de  la  forme  indiquee  pour  l'lierpolbodie,  car  le  polynome  sous  le 
radical  commence  par  — p6. 
D'autre  part. 

d/  sin  0 

q       -%<  "tang?  </sin6 

lang^r   fljSe  '       X  =  arc  tang  —  -9. 

h  —  tang? 

Comme  nous  avons  pose  cos6  =      nous  avons 

sin  0  1  —  u-  r  —  u1    3  —  a 

&r„  u  —  8 
y  =  arc  tang   ■  9 ; 

\l  f{u) 

derivant  par  rapport  a  /,  remplaeant  ^  parvZ/C"),  9'  par  sa  valeur  anterieu- 

rement  trouvee  /•„ — a  -  >  et  reduisant,  on  trouve 

1  —  uL 

d/       rjh  —  2 )              .           2  —  a  £ 
(z  —  au)  J;  =  H  5 


ou  encore,  puisque  y.  —  au  =  p3, 

ft*<*X      /-n(6  —  o)  ,,     hrnx  —  a 
'  ?    dt  ~  2  P  2 
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Les  equations  ( i )  et  (2)  ont  la  forme  carateristique  des  equations  d'une  her- 
polhodie, car  lc  terme  constant  dans  la  dcuxierne  equation  -^(bra% — a£)est 
egal  a  ±  -  \J —  ^(o;.  Le  theoreme  est  done  demontre.  Le  cdne  f  C),  lieu  des  axes 

instantanes  0<n  dans  le  corps,  est  un  cone  ayant  pour  base  cette  herpolhodie  II. 

20  Le  lieu  da  point  w  dans  V espace  absolu  est  une  courbe  spherique  II,.  Si 
Ton  appelle  qn  i\  les  composantes  de  la  rotation  instantanee  o>  suivant  les 
axes  fixes  Ox„}\,  zv  on  obtient  ces  trois  quantites  par  la  methode  employee 
pour  trouver  />,  q,  r. 

La  rotation  w  etant  la  resullante  des  trois  rotations  6',  9',  •!/,  dirigees  suivant 
01,  Oz,  02,  {fig.  Pi  est  egal  a  la  somrne  des  projections  de  ces  trois  der- 

nieres  rotations  sur  l'axe  Oxx ;  q{  et  r,  sont  egaux  respectivement  a  la  somme  de 
leurs  projections  sur  Oyx  et  Ozr  On  trouve  ainsi 

L  px  —  0' cos'I>  -+-  9' sin8  sin<^, 
(  3)  \  <74  ==  0''sin  ^ —  cp'sinb  cos  4", 

f  r,  =  '/-i-  9'  cos 6. 

Telles  sont  les  coordonnees  du  point  to  par  rapport  aux  axes  fixes.  On  en 
deduit,  d'apres  les  valeurs  de  <V  et  9',  en  fonction  de  cos8  ou  u, 

rt  =  £  -+-  (  1  —  b)  r0u. 
Puis,  comme  on  a  l'egalite  evidente 

on  a,  d'apres  l'expression  de  pt-i-q2  en  fonction  de  u, 
Pi  -+-  Q\  ■+-  r\  =  a  —  au  r+r  rf« 
L'elimination  de  m  entre  les  deux  relations  precedentes  donne 

( S )  r0(/>*-f-  ^  +  r])  +  ar,  =  (i-  &}r0  (a  -+-  rj )-t-a^: 

Cette  equation,  dans  laquelle  on  regarde  />,,  <7P  /*,  comme  des  •coordonnees 
courantes,  montre  que  le  point  to  est  constamment  situe  sur  une  sphere  S,  dont 
le  centre  est  sur  Ozx.  Le  point  to  decrit  done  dans  l'espace  absolu  une  courbe 
spherique  H,  :  pour  determiner  cette  courbe,  il  faudrait  se  reporter  aux  equa- 
tions (3)  et  en  deduire  l'equation  differentielle  de  la  projection  de  Hj  sur  un  des 
plans  coordonnes.  Mais  on  peut  alors  presenter  le  mouvement  de  la  facon  sui- 
vante  : 

Le  mouvement  s 'obtient  en  faisant  router  I' herpolhodie  H  invariableinent 
liee  au  corps  sur  la  sphere  fixe  S.  En  effet,  le  mouvement  s'obtient  en  faisant 
rouler  le  cdne  G  lie  au  corps  ayant  pour  base  la  polhodie  H,  sur  un  cone  fixe  Ct 
ayant  pour  base  la  courbe  spherique  H,.  Dans  ce  mouvement  la  courbe  H  route 
sur  H,,  e'est-a-dire  sur  la  sphere  St  qui  contient  H,. 

Dans  le  cas  particulier  oil  b  ==  1,  on  a  A  =  B  =  G,  1'ellipsoYde  d'inertie  relatif 
au  point  O  est  une  sphere;  la  sphere  S  se  reduit  alors  a  un  plan  fixe  nt  per- 
pendiculaire  a  Oz„  et  le  mouvement  s'obtient  en  faisant  rouler  I'herpolhodie  II 
sur  le  plan  fixe  nr 
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Alors  la  courbe  II,,  lieu  du  point  w  dans  l'espace,  est  situee  dans  leplan  II,  :  en 
formant  son  equation  dillerentielle  en  coordonnees  polaires,  on  verifiera  que  c'est 
aussi  une  herpolliodie  parcourue  par  w  suivant  la  loi  de  Poinsot. 

17.  Demontrer  que  la  courbe  spherique  H,  de  Texercice  precedent,  decrite  par 
1'extrcmite  to  de  la  rotation  instantance  dans  l'espace  absolu,  peut  6tre  engendree 
comme  il  suit  : 

Si  trots  points  d'une  droite  invariable  sont  assujettis,  les  deux  premiers  a 
derncurer  sur  deux  spheres  differentes,  le  troisieme  a.  rester  dans  un  plan 
perpendiculaire  d  la  ligne  des  centres  des  deux  spheres,  si  de  plus  la  droite 
se  de  place  de  maniere  a  derneurer  nor  male  a  la  trajectoire  de  Vun  de  ses 
points,  ce  qui  definit  completement  son  mouvement  a  partir  d'une  position 
donnee,  le  point  de  la  droite  assujetti  d  rester  dans  le  plan  decrira  une  her- 
polliodie, tous  les  autres  decrivant  des  courbes  spheriques  qui  sont  les  courbes 
If,  decrites  dans  Vespace  par  Vextremite  w  de  Vaxe  instantane.  (Darboux, 
Journal  de  Mathematiques,  4*  serie,  t.  I,  Fasc.  IV,  i885.) 

18.  Integrates  pseudo-elliptiques  de  Greenhill,  pour  le  mouvement  d'un 
corps  pesant  de  revolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe.  —  Supposons 
qu'une  toupie  soit  primitivement  mise  en  rotation  autour  de  son  axe,  comme 
dans  le  cas  traite  (n°  396),  puis  abandonnee  a  elle-meme.  Appelons  u0  la  valeur 
initiale  de  cos6;  nous  avons  vu  qu'un  point  fixe  z  pris  sur  l'axe  de  la  toupie 
decrit  une  courbe  spherique  ayant  des  rebroussements  sur  le  cercle  u  —  uQ  et 
tangente  a  un  cercle  situe  au-dessous  du  premier  et  correspondant  a  la  racine  if, 
definie  par  l'equation 

a  (i  —  ul)  —  b2rl  (u0 —  a, )  =  o. 

Supposons  1'intensite  de  la  rotation  initiale  r0  determinee  de  telle  fagon 
que  cette  valeur  de  w,  soit  nulle  : 

a  =  b?  r\  u0. 

Alors  la  courbe  spherique  est  tangente  au  grand  cercle  horizontal  de  la  sphere 
et  certaines  integrales  deviennent  pseudo-elliptiques. 


En  eflfet,  dans  ce  cas,  l'expression  de  s'ecrit 


duY- 


{~dt)  =  />2/"o"("o—  u)  (i  —  uu0), 


et  IV 


dd>      ,     u0  —  u 

— 1  ==  or.  

dt  i  —  U' 


En  comptant  le  temps  t  a  partir  de  l'instant  oil  u  —  u0,  et  supposant  que 
s'annule  avec  I,  on  a  alors  l'integrale 


(o)  y  i  —  u2  e^'-ty1 :=vi — uuo — i\  u(u0 — u), 

on  s  designe  la  constante  " °Un ,  ci  /  I'unite  complexe  \l — r.  C'est  ce  qu'il  est 
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facile  de  verifier  en  prenant  la  dcrivee  logarithmique  des  deux  membres  par  rap- 

du      db       ,  ,  ,       •      j  -  ^ 

port  a  t,  ct  remplacant  ensuite       et  ^  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  //.  On 

trouve  que  les  parties  reelles  et  les  coefficients  de  i  dans  les  deux  membres  sont 
identiques.  L'integrale  (a),  dans  laquelle  on  egale  les  parties  reelles  et  les  par- 
ties imaginaires,  donne  les  deux  equations  suivantes,  que  nous  ecrivons  en 
remettant  pour  u  sa  valeur  cos6  : 

sin  6  cos  (.si  —  fy)  ~  V;/ 1  —  «o  cos©, 
(  sinO  sin(*i  —  -|)  =  —  y  (uo  —  cos^ )  cosO, 

ces  deux  equations  se  rcduisant  a  wne,  comme  on  le  voit,  en  faisant  la  sommr 
des  carres. 

Verifier  de  meme  que,  pour  des  conditions  initiates  convenables,  on  a  une  inte- 
grate de  la  forme 

sin2  0  e-^i""1')'1  =  («  —  D)  \/(  u'—u)(u2 — u) 
-+-  i  (  E  a1  —  F  u )  \j  u  —  ul , 

«,  D,  E,  F  etant  des  constantes  reelles  convenablement  choisies. 

On  peut  meme  faire  disparaitre  le  terme  serulaire  nt  par  une  particularisation 
encore  plus  grande  des  constantes  du  probleme.  Alors  la  courbe  spherique.  lieu 
du  point  z,  est  fermee.  Dans  le  cas  particulier  du  pendule  spherique.  il  est  im- 
possible de  faire  disparaitre  le  terme  nt. 

Pour  un  autre  choix  de  constantes  du  probleme,  on  a  de  meme  une  integrate 
de  la  forme 

sin3  8  e^-«0<'  —  (if  —  Du-h  D')  y  (a  —  u)(u  —  w, ) 
-h  i(  E  if- —  Fa  -t-  F')  V  "2  —  11  • 

D.  D',  E,  F,  F'  etant  des  constantes  reelles.  On  peut  encore  ici  faire  diparaitre 
le  terme  seculaire  nt. 

En  general,  u.  designant  un  entier.  on  peut  trouver  des  cas  particuliers  ou 
sin'H  0  e'^-nt'>i  est  donne  par  une  formule  rentrant  dans  le  premier  ou  le  second 
type  suivant  que  jjl  est  pair  ou  impair,  dans  laquelle  figurent  devant  les  radicaux 
des  polynomes  de  degre  ;j.  —  i.  (Greenhill,  Proceedings  of  the  London  Mathe- 
matical Society,  Vol.  XXV;  et  Fonctions  el/iptiques,  traduction  de  Griess.) 

19.  Un  corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  est  sollicite  par  un  couple 
dont  l'axe  est  toujours  parallele  au  moment  cinetique  resultant  et  dont  le 
moment  est  toujours  egal  a  ce  moment  resultant  multiplie  par  une  constante  X. 
Mouvement  du  corps. 

Reponse.  —  Les  equations  du  mouvement  sont 

A  ^  -F  ( C  —  B )  qr  -h  XA  q  =  o, 
En  possant  p  =  e~''p\         \  t'=.i  —  e~".  ces  equations  se  rcduisent  a 

de  sorte  que  //,  q',  r' ,  sont  les  memes  fonctions  de  V  que  />,  q,  r  le  sont  de  t 
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quand  il  n'y  a  pas  deforces  exterieures  (  Voyez  Greenhill  Fonctions  ellipliques 
traduction  de  Griess,  p.  1 55,  et  Padova,  Atti  delV  Accademia  di  Torino,  t.  XVI, 
i885-i886.) 

20.  Mouvernent  d'une  sphere  homogene  mobile  autour  de  son  centre  dans  un 
milieu  resistant.  Cette  sphere  est  munie  a  sa  surface  d'ailletes  planes  de  nombre 
et  de  formes  quelconques,  dont  les  plans  passent  par  le  centre.  Trouver  le  mou- 
vernent en  negligaent  les  masses  des  ailettes  et  supposant  que  la  loi  de  la  resis- 
tance est  La  meme  que  dans  l'exercice  du  n°  403. 

Reponse.  —  Les  equations  d'Euler  sont  alors  des  equations  lineaires  simul- 
tanees  a  coefficients  constants. 

21.  Un  corps  non  pesant  pewt  se  mouvoir  autour  d'un  point  fixe  et  n'est  sou- 
mis  a  aucune  force;  en  outre,  ce  corps  est  immobile.  A  l'instant  t,  on  fait  agir 

> 

^ur  lui  uiie  force  F  donnee  en  grandeur  et  position.  Quelles  sont,  a  l'instant 
/  ■+■  dt,  la  position  de  l'axe  instantanc  de  rotation  et  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  ? 

Meme  question  si  Ton  fait  agir  plusieurs  forces,  (Steichen,  Crelle,  t.  43, 
p.  161.) 

22.  Une  tige  pesante  d'epaisseur  infiniment  petite  est  mobile  autour  d'un  de  ses 
points  qui  est  fixe.  Trouver  son  mouvernent. 

(II  existe  sur  la  tige  un  point  qui  se  meut  comme  un  pendule  conique).  [Tissot, 
These  (Journal  de  Liouville  t.  XVII.  j852)]. 

23.  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un  point  fixe  sous  i'action  de  forces  dont 
le  moment  par  rapport  a  l'axe  instantane  est  constamment  nul,  la  vitesse  de  rota- 
tion est  proportionnelle  au  rayon  vecteur  de  1'ellipsoTde  d'inertie  dirige  dans  le 
sens  de  cet  axe.  La  reciproque  est  vraie. 

La  proposition  directe  s'applique  en  particulier  au  mouvernent  d'un  corps  tour 
nant  autour  d'un  point  fixe  et  assujetti  a  rester  en  contact  avec  une  surface  fixe 
sans  ctre  sournis  a  d'autres  forces  que  les  reactions  normales  de  la  surface.  (Flye 
Sainte-Marie,  Journal  de  Liouville,  t.  Ill,  1877.) 

24.  Mouvernent  d'un  solide  homogene,  pesant  de  revolution,  fixe  par  un  point 
•  le  son  axe  et  assujetti  a  s'appuyer  sur  un  cercle  fixe  dont  l'axe  passe  par  le  point 
de  suspension 

i°  En  negligeant  les  resistances  passives; 

20  En  tenant  compte  du  frottement  de  glissement  de  la  surface  du  corps  sur  le 
cercle  fixe  et  supposant  la  composante  normale  de  la  reaction  du  cercle  dirigee 
perpendiculairement  a  la  droite  qui  joint  le  point  fixe  au  point  d'appui.  (Astor, 
Vouvelles  Annates  de  Mathematiques,  1894,  t.  442-) 

25.  Dans  un  plan  fixe  se  trouve  une  circonference  niaterielle  homogene  de 
masse  m  dont  les  elements  attirent,  suivant  la  loi  de  Newton,  les  elements  (run 
solide  dont  le  centre  de  gravite  est  assujetti  a  rester  fixe  au  centre  du  cercle . 
Trouver  le  mouvernent  du  corps  en  supposant  que  ses  dimensions  soient  tres 
pe tiles  pur  rapport  au  rayon  du  circle. 

On  trouvera  la  solution  du  pmblcme  a  l'aide  de  fonctions  0  a  deux  argument?, 
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avec  de  nombreuses  indications  bibliographiques,  dans  la  dissertation  inaugurate 
de  M.  Oscar  Perron,  presentee  a  1'Universite  de  Munich  en  1902  (Wolf  und 
Solin ). 

Ce  probleme  est  dans  un  rapport  etroit  avec  le  probleme  du  mouvement  de  la 
Terre  autour  de  son  centre  de  gravite  :  dans  ce  dernier  probleme  on  suppose 
ordinairernent  que  l'ellipsoTde  central  d'inertie  est  de  revolution. 

26.  Interpretation  de  la  periode  imaginaire  dans  un  mouvement  a  la 
Poinsot.  —  On  peut,  par  un  choix  convenable  des  conditions  initiates,  associer 
les  mouvements  deux  a  deux,  de  telle  facon  que  la  periode  reelle  de  l'un  soit 
egale  a  la  periode  imaginaire  de  1'autre  divisee  par  i.  (Appell,  Bulletin  de  la 
Societe  mathematique  de  France,  t.  XXVI,  1898  p.  98.) 

27.  Integrer  les  equations  du  mouvement  d'un  solide,  autour  d'un  point  fixe, 
dans  le  cas  oil  ces  equations  sont  de  la  forme 

A  ^  -h  (  C  —  B )  qr  -4-  cq  —  br  =  o, 

B  ^  -4-  ( A  —  G  )  rp  -4-  or  —  cp  =  o, 
dr 

C~dt  ^  (  B  ~~  A  ^ Pq  ^~  bp  ~  aq  =  °' 
a,  b,  c  etant  des  constantes.  On  trouve  les  deux  integrates  premieres 

kp'-h  B<72-+-  C/,2=  2/1, 
(  A  p  -t-  a  y  -4-  ( B  q     b  )2  -+-  ( C  /•  -4-  c  )2  =  k\ 

et  Ton  ramene  l'integration  aux  quadratures.  ( Vrro  Volterra,  Atti  delta  R.  Acca- 
demia  delle  Scienze  di  Torino,  vol.  XXX,  mars  1895.) 

28.  Dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  revolution  suspendu  par  un  point 
de  son  axe,  la  trajectoire  du  point  pris  sur  l'axe  ne  depend,  en  dehors  de  w,  et  a2 

que  de  la  valeur       •  Si  Ton  pose  br0t  =  x,  au  mouvement  etudie  correspond 

un  mouvement  type,  pour  lequel  br0=i.  (Drach,  Comptes  rendus,  t.  170, 
p.  1 1 56,  17  mai  1921. ) 


CHAPITRE  XXI. 

CORPS  SOLIDE  LIBRE. 


I.  GflNERALITES. 

404.  Equations  du  mouvement .  —  Pour  connaitre  le  mouve- 
ment  d  un  corps  solide  libre,  il  suffit  de  connaitre  le  mouvement 
d'un  point  du  corps,  par  exemple  du  centre  de  gravite,  puis  le 
mouvement  du  corps  autour  de  ce  point. 

Imaginons  trois  axes  reclangulaires  fixes  OE,  Oyj,  OC,  {fig-  236), 


Fig.  236. 


et  appelons  £,  yj,  les  coordonnees  du  centre  de  gravite  G  par 
rapport  a  ces  axes.  Les  equations  du  mouvement  du  centre  de 
gravity  donnent,  en  appelant  M  la  masse  du  solide, 

Oil  les  seconds  membrcs  sont  les  sommes  des  projections  des  forces 
appliqu^es  an  corps  sur  les  trois  axes  Ot,  yj,  £. 

Mcnons  ensuite  par  le  centre  de  gravite  G  trois  axes  de  direc- 
tions (ixes  G#,,  rl7  Z\A  par  exemple  trois  axes  parallcles  aux  axes 
fixes  0£,  yj,  £. 
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Lc  mouvement  du  corps  par  rap|)ort  aux  axes  G.r1?  y< ,  Zi  est  le 
mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  :  si  l'on  considere 
trois  axes  Gx,  y,  z  invariable  ment  li6s  au  corps,  la  position  du 
corps  autour  de  G  sera  definie  par  les  trois  angles  d'Euler,  9,  qp,  y 
des  axes  Gx,  y,  z,  avec  Gxtl  y\,  Zi.  Nous  avons  obtenu  les  equa- 
tions du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  en  appli- 
quant  le  th^oreme  des  moments  des  quanlites  de  mouvement.  Or 
ce  th^oreme  s'applique  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de 
gravity  (n°  350)  :  nous  pourrons  done  appliquer  a  ce  mouvement 
toutes  les  equations  etablies  precedemment  pour  un  solide  mobile 
autour  d'un  point  fixe. 

Appliquons,  en  particulier,  les  equations  d'Euler.  Prenons  pour 
axes  Gx,  y,  z,  li£s  au  corps,  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
a  G,  et  appelons  A,  B,  C,  les  trois  moments  principaux  d'inertie. 
A  chaque  instant,  les  vitesses  des  points,  par  rapport  aux  axes 

Gxu  yK,  Zi,  sont  les  memes  que  si  le  corps  etait  anime  d'une 

-> 

rotation  instantanee  w  de  composantes  p,  q,  r  suivant  les  axes 
Gx,  y,  z.  Le  moment  resultant,  par  rapport  a  G,  des  quantites  de 

— > 

mouvement  relatives  est  un  vectcur  G<Ji  ajant  pour  projections 
Ap,  Bq,  Gr  sur  les  axes  Gx,  y,  z.  On  a  alors  en  appelant  L, 
M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  appliqu^es  au  solide 
par  rapport  a  ces  memes  axes,  les  trois  equations  d'Euler 

I  A^+(C-B)V=  L, 
(2)  (  +(A-C)r;  =  M, 


On  a  ainsi  six  Equations  (i)  et  (2)  determinant  les  six  para- 
metres  >,  Y;,  £,  0,  cp,  d>  en  fonction  de  t.  En  ggneVal,  les  seconds 
membres  de  ces  Equations  d^pendront  des  six  parametres,  etmeme 
de  leurs  dcrivees  premieres,  si  les  forces  dependent  des  vitesses; 
de  sorte  qu'il  faudra  considerer  simultancment  les  six  equations. 

Dans  le  cas  011  le  corps  solide  n'est  pas  entierement  libre,  les 
six  parametres  sont  assujettis  a  cerlaines  relations;  mais  alors  des 
reactions  inconnues  s'introduisent. 
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Force  vive  relative.  —  Si  les  axes  Gx,  y,  z  sont  les  axes  prin- 
cipaux  relatifs  a  G,  la  force  vive  du  corps,  dans  son  mouvement 
relalif  autour  du  centre  de  gravite,  est  Ap-  +  Bq-  +  Cr2. 

Exemples  simples.  —  Dans  les  trois  exemples  suivants,  on  peut  int('- 
grer  separement  les  equations  (i),  puis  les  equations  (2). 

i°  Solide  pesaiit  dans  le  vide.  —  D'abord  le  centre  de  gravite  decrit 
une  parabole  comme  un  point  pesant  dans  le  vide.  Ensuite,  les  forces 
exterieures,  les  poids,  ayant  une  resultante  unique  appliquee  au  centre  de 
gravite  G,  les  quantites  L,  M,  N  sont  nulles  :  le  mouvement  du  corps  autour 
de  G  est  identique  au  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe, 
dans  le  cas  ou  les  forces  ont  une  resultante  unique  passant  par  ce  point  : 
c'est  done  un  mouvement  a  la  Poinsot. 

2"  Corps  snlide  do/it  les  elements  sont  attires  par  un  centre  fixe  0 
proportionnellement  a  la  masse  et  a  la  distance.  —  Les  attractions  ont 
une  resultante  unique  appliquee  au  centre  de  gravite  G  et  egale  a  Pat- 
traction  qu'exercerait  le  point  O  sur  la  masse  totale  concentree  en  G. 
Done  le  point  G  decrit  une  ellipse  de  centre  0  (n°  223),  et  le  mouvement 
autour  de  G  est  un  mouvement  a  la  Poinsot. 

3J  Planete  supposee  formee  de  couches  spheriques  concentriques  et 
homogenes.  —  On  demontre,  dans  la  theorie  de  l'attraction,  que,  si  une 
planete  etait  un  solide  forme  de  couches  spheriques  concentriques  et  homo- 
genes,  l'attraction  newtonienne  d'un  point  exterieur  [i  sur  les  points  de 
la  planete  admettrait  une  resultante  unique  appliquee,  au  centre  de  gra- 
vite G  et  egale  a  l'attraction  du  point  \i  sur  la  masse  totale  de  la  planete 
supposee  concentree  en  G.  Alors,  quel  que  soit  le  nombre  des  points  atti- 
rants  n,  la  resultante  de  leurs  attractions  sur  la  planete  serait  appliquee 
en  G  et  egale  a  celle  de  tous  les  points  sur  la  masse  de  la  planete  concen- 
tree en  G.  Le  mouvement  de  la  planete  autour  de  son  centre  de  gravite 
serait  alors  celui  d'un  corps  mobile  autour  d'un  point  fixe  G  quand  les 
forres  ont  une  resultante  passant  par  le  point;  mais  actuellement  l'ellip- 
so'ide  d'inertie  relatif  an  point  G  est  evidemment  une  sphere  et  tout  axe 
passant  par  G  est  principal;  le  mouvement  autour  de  G  consisterait  done 
en  une  rotation  autour  d'un  axe  fixe  de  direction  fixe  dans  le  corps  et  dans 
I'espace.  l-es  phenomenes  de  precession  et  de  nutation  n'existeraient  pas. 

405.  Mouvement  d'un  ensemble  de  solides.  —  Quand  il  s'agit 
d'un  ensemble  des  solides,  leurs  reaclions  mutuelles  sont  des  forces 
interieures  au  systeme.  Dans  certains  cas,  il  y  a  avantage  a  consi- 
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dri  er  mi  des  corps  comrne  isole;  alors  il  faut  regarder  comme  exte- 
rieures  a  ce  corps  toutes  les  forces  donnees  et  Ies  actions  exercees 
sur  lni  par  les  autres  corps  du  systerne. 

II.  —  CORPS  PESANT  EN  CONTACT  AVEC  UN  PLAN 
HORIZONTAL. 

406.  Historique.  —  Le  mouvement  d'un  corps  pesant  en  contact  avec  un 
plan  fixe  a  etc  etudie  pour  la  premiere  fois  par  Poisson.  Dans  les  Tomes  5 
et  8  du  Journal  de  Crelle,  Cournot  reprit  les  equations  de  Poisson  et  les 
appliqua  an  cas  oil  Ton  tient  compte  du  frottement.  Le  cas  particulier 
du  mouvement  d'une  sphere  avec  frottement  sur  le  plan  horizontal  (bil- 
lard)  a  ete  traite  par  Goriolis  dans  un  Ouvrage  publie  en  i835.  Puiseux 
(Journal  de  Liouville,  t.  XIII  et  XVII,  1848  et  i852)  applique  les  equa- 
tions de  Poisson  au  mouvement  d'un  solide  pesant  de  revolution  sur  un 
plan  horizontal  parfaitement  poli,  en  etudiant  principalement  les  varia- 
tions de  Tangle  que  fait  l'axe  de  revolution  avec  la  verticale.  Dans  le  qua- 
trieme  Volume  du  Quarterly  Journal  of  Mathematics,  1 861 ,  M.  Slesser 
forme  les  equations  du  mouvement  d'un  corps  pesant  de  revolution  assu- 
jetti  a  rouler  et  pivoter  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal,  ce  qui  revient 
a  supposer  que  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  est  infini,  de 
facon  a  rendre  tout 'glissement  impossible;  il  emploie,  pour  traiter  le 
probleme,  des  axes  mobiles  dans  le  corps;  cette  meme  methode  est  suivie 
par.  Routh  (Rigid  Dynamics,  t.  II).  Le  probleme  de  roulement  avec  pivo- 
tement  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  a  ete  traite  aussi  par  Neumann 
(Mathematische  Annalen,  t.  XXVII,  1886).  Citons  enfin  un  Memoire  de 
Schouten  :  Proprietes  generates  du  roulement  exact  dun  corps  de 
revolution  sur  un  plan  /horizontal  appliquees  au  mouvement  d^un 
corps  de  revolution  autour  d'un  point  fixe  de  son  axe  ( Verlagen  der 
Koninklijke  Akademie  von  Wetenschappen  le  Amsterdam,  t.  V,  1889). 
Ges  methodes  generates  s'appliquent  en  particulier  au  cas  du  cerceau;  ce 
cas  a  ete  traite  deja  par  Ferrers  (Quarterly  Journal,  1872);  il  a  ete 
repris  par  M.  Carvallo  (Journal  de  VEcole  Poly  technique,  2e  serie, 
Gahiers  V  et  VI,  1900  et  1901).  et  par  MM.  Korteweg  et  Appell  (/View 
Archie/  voor  Wiskundc,  2°  serie,  t.  IV,  juillet  1899;  Rendiconti  del 
Circolo  mathematico  ai  Paler/no,  aout  1899;  Les  mouvements  de  rou- 
lement en  Dynamique,  Collection  Scientia,  1899,  n°  4). 

Nous  reviendrons  sur  ces  questions  comme  application  des  equations  de 
la  Mecanique  analytique. 

407.  Corps  pesant  de  revolution  glissant  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal  fixe.  —  Imaginons  un  corps  solide  pesant  assujetti  aux  condi- 
tions suivantes  :  i°  l'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravite  G 
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est  de  revolution  autour  d'un  axe  (ic;  2°  le  corps  touche  un  plan  hori- 
zontal fixe  par  une  surface  de  revolution  autour  du  meme  axe.  Ces  con- 
ditions sont  remplies,  en  particulier,  pour  un  solide  homogene  pesant  de 
revolution. 

Representons  la  meridienne  de  la  surface  de  revolution  par  laquelle  le 
corps  doit  toucher  le  plan  fixe  (fig.  237).  Le  plan  tangent  en  un  point  P 
de  cette  meridienne  est  perpendiculaire  au  plan  meridien  .sGP  sur  lequel 
il  a  pour  trace  PT.  Soient  £  la  distance  GQ  du  centre  de  gravite  au  plan 
tangent  et  0  Tangle  de  cette  perpendiculaire  avec  G  z ;  Z,  est  une  fonction 
de  0, 

qui  est  determinee  des  que  la  meridienne  est  donnee.  Inversement,  on 


Fig.  237. 


peut  se  donner  a  priori  une  relation  de  cette  forme  :  la  surface  corres- 
pondante  a  pour  meridienne  la  courbe  enveloppe  des  droites  PT  verifiant 
cette  condition.  II  est  evident,  en  outre,  que,  la  meridienne  etant  donnee 
la  distance  QP,  que  nous  appellerons  p,  est  aussi  une  fonction  connue  de  6. 
Pour  determiner  cette  fonction,  remarquons  que  par  rapport  aux  axes 
Gx  et  Gz  situes  dans  le  plan  de  la  meridienne,  la  tangente  PT  a  pour 
equation 

x  sin  0  —  z  cosO  =  /(6). 

La  meridienne  etant  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  6  varie,  on  obtient 
les  coordonnees  du  point  de  contact  P  en  associant  a  l'equation  precedente 
sa  derivee  par  rapport  a  0 

^cos6  -h  z  sin8  =  /(°)- 

Cette  derniere  Equation  represente  done  une  droite  passant  par  P  :  e'est 
la  normale  PR;  sa  distance  au  point  G  est  egale  a  QP.  On  a  done 


P=±/(0). 
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Geci  post!,  plncons  le  solidc  sur  un  plan  horizontal  fixe  HOr,,  et  soit.  P 
le  point  ilc  contact  de  la  surface  de  revolution  considered  avec  le  plan 
i  fig.  2'{8).  Ghoisissons  dans  le  plan  fixe  deux  axes  rectangulaires  fixes  0£, 
Ot)  et  prenons  un  axe  vertical  O'C  vers  le  haut.  Soient  c,  ifj,  £  les  coordon- 
ne'es  du  centre  de  gravite  G;  0,  9,  '\  les  angles  d'Euler  definissant  la  posi- 
tion des  axes  principaux  d'inertie  Gx,  y,  z  lies  au  corps  par  rapport  a  des 
axes  G#ij  ji,  z'i  paralleles  aux  axes  lixes  0;,  tj,  'C;  Paxe  Gz  est  dirige 
suivant  I'axe  de  revolution  :  les  moments  rPinertie  principaux  autour  de 
Got  et  Gy  sont  alors  egaux,  A  =  B. 

On  \oit  que  t,  est  la  distance  GQ  du  rentre  de  gravite  G  au  plan  tan- 


gent £0'i,  et  que  la  droite  GQ  fait  precisement  avec  Paxe  Gz  de  la  sur- 
face Tangle  0 ;  on  a  done  la  relation 

(1)  e=/(6) 

/(0)  etant  une  fonction  connue.  C'est  cette  relation  (1)  qui  exprime  que  le 

corps  touche  le  plan  horizontal. 

Les  forces  agissant  sur  le  corps  sont,  en  appelant  M  sa  masse,  le  poids 

— >        .  ,  > 

applique  en  G  et  la  reaction  normale  P»  du  plan  appliquee  en  P. 

Ges  deux  forces  etant  verticales,  on  a,  en  ecrivant  deux  des  equations  du 

mouvement  du  centre  de  gravite, 

«  MS  =  <"    ^  - 

Le  point  Q,  projection  horizontale  du  centre  de  gravite,  est  done  anime 
d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 
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i°  La  />/•  ejection  horizontals  de  G  est  fixe  .  —  Nous  supposerons 
d'abord,  pour  simplifier,  que  la  vitesse  iuitiale  imprimee  au  centre  de  gra- 
vite  est  nulle  ou  verticale.  Sa  projection  liorizontale  est  alors  nulle  au 
debut,  et,  comme  cette  projection  reste  constante,  elle  est  loujours  nulle. 
Dans  ce  cas,  le  point  Q  est  fixe  et  le  centre  de  gravite  ne  fait  qu'osciller 
sur  la  verticale  de  ce  point. 

Appliquons  le  thcoreme  des  forces  \i\es  au  mouvemenl  absolu.  La  force 

vive  lotale  est  egale  a  la  force  vive  M  ^"^^   c^e  'a  masse  totale  concentree 

en  G,  plus  la  force  vive  AT( p- -+-  )  H-  G r-  dans  le  mouvement  relatif  au- 
lour  de  G.  D'autre  part,  le  travail  de  la  reaction  normale  du  plan  est  nul, 
le  travail  elementaire  du  poids  est  — M g  d'C,.  On  a  done  Tintegrale  des 
forces  vi\  es 

( 3 )  M^  Vh-A  (p*  -h>)  +  C^  =  -  2  M  g I  +  h . 

Kemarquons  ensuite  que  les  forces  appliquees  au  corps,  reaction  du 
plan  et  poids,  ont  leurs  moments  nuls  par  rapport  a  Gz±\  comme  le  theo- 
reme  des  moments  s'applique  au  mouvement  relatif  autour  du  centre  de 
gravite,  on  voit  que,  dans  ce  mouvement  relatif,  la  somme  des  moments 
des  quantites  de  mouvement  par  rapport  a  Gz-\  est  constante.  La  projec- 

— > 

lion  sur  Gzi  du  moment  resultant  Gai  des  quantites  de  mouvement  rela- 
t i \  es  est  done  constante.  Or  les  projections  de  Gai  sur  les  axes  Gx,  y,  z 
etant  A.p,  Aq,  Gr,  on  a 

(  i )  A p  sin  0  sin  cp  -h  A  q  sin  0  cos  cp  -+-  Gr  cos  8  =  K. 

Enfin,  les  deux  forces  appliquees  au  corps,  reaction  et  poids  rencontrent 
Taxe  de  revolution  Gz  ;  done  N  =  o,  et  la  troisieme  equation  d'Euler  est, 
puisque  A  =  B, 

/  -  ~,  dr 

(5)  Grf7=°'       r  =  r<" 

Dans  les  equations  (3)  et  (4)  remplaconsr  par  r0,  p  et  q  par  leurs  valeurs 

aX 

en  fonction  des  derivres  0',  9',  d/  (n°  382),  £  par  /(6)  et  ^  par  /'(O^.'. 
Ges  equations  prennent  la  forme 

(  (  [iH-c/'H0)]0---4-'y^irrUj  =  a-«/(0), 

(  -V  sin^O  =  ?j  —  6/-0cos  0, 

ou  x  et  [I,  sont  des  constantes  arbitraires,  landis  que  a,  b,  c,  sont  des  con- 
stants positives  determiners 


M  ,  G  M 
V'        b  =  A'        r  =  A 


a  =  2  g  r  >  b 


AiTBi.r..  —  I  rait r  <lc  Mrcaiiiquc.  II. 
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Ges  deux  equations  (6)  donnent  0  et  <b  en  fonction  du  temps  ;  o  est  ensuite 
determine  par  la  relation 

(7)  •  r0  =  9'  -+-  <I/COS0. 

L'elimination  de  -1/  entre  les  deux  equations  (6)  donne 

(8)  (|[Yfl +  sin20  =  [«-«/(«)]  sin*0  — (,3-6r0cose)*, 

d'ou  £  en  fonction  de  0  par  une  quadrature.  Si  /(0)  est  une  fonction 
rationnelle  dc  sinO  et  cosO,   ccttc  quadrature  sera  hy perelliptique  en 

a 

prenant  comme  variable  tang  -  •  L'angle  0,  partant  de  0o,  ne  pourra  prendre 
que  des  valeurs  rendant  positive  la  fonction  du  second  membre 
4>(0)  =  [a  —  a/(8)]  sin50  —  ([3  —  6rocos0)5. 

Remarquons  que  /(9)  designant  la  distance  du  centre  de  gravite  au 
plan  fixe  est  toujours  fini,  et  substituons  a  la  place  de  0  les  valeurs  o, 
0O,  n  :  nous  aurons  pour  $(0)  les  signes  — ,  -h,  — ,  car  la  valeur  initiale  0o 
donne  evidemment  pour  0'  une  valeur  reelle.  La  valeur  0O  est  done  com- 
prise entre  deux  racines  reelles  0j  et  02  de  0(8),  et  0  ne  pourra  qu'osciller 
entre  ces  racines.  La  discussion  est  done  analogue  a  celle  que  nous  avons 
faite  en  detail,  dans  le  Ghapitre  precedent,  pour  le  mouvement  d'un  corps 
pesant  de  revolution,  mobile  autour  d'un  point  de  son  axe.  L'elimination 
de  dt  permettra  d'exprimer  egalement  et  9  en  fonction  de  0  par  des  qua- 
dratures. 


Courbe  decrite  sur  le  plan  par  le  point  de  contact.  —  Le  point  Q 
etant  suppose  fixe,  nous  le  prendrons  comme  origine  d'un  systeme  de 
coordonnees  polaires  dont  l'axe  polaire  QX  sera  parallele  a  G#i.  Le  rayon 
vecteur  QP  =  p  est  une  fonction  connue  de  0, 

p=±/'(8), 

determined  par  la  forme  de  la  surface  de  revolution  par  laquelle  le  corps 
louche  le  plan.  L'angle  polaire     =  XQP  est  egal  a     -4-  ^  •  En   effet,  le 

plan  GQP  coincide  avec  le  plan  projetant  horizontalement  l'axe  de  revolu- 
tion, e'est-a-dire  avec  le  plan  zxGz;  or  la  normale  GI  a  ce  plan  fait  avec 
Gxi  l'angle  6;  la  normale  QH  au  rayon  vecteur  QP,  dans  le  plan  hori- 
zontal, fait  done  avec  QX  un  angle  egal  d»,  et  l'angle  XQP  ==  /  est  bien 
egal  a  <|>  ■+-  —  •  On  a  done 

a\      cfy  ■  _  ft  — 6r0'cosO 
dt       dt  sin'-O 
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L'e'limination  de  dt  entre  cette  equation  et  Pequalion  (8)  donne  ^  en 
fonction  de  0  par  une  quadrature,  et,  comme  0  est  lie  a  p  par  une  equation 
connue  p  =zt/'(8),  on  aura     en  fonction  de  p  par  une  quadrature. 

2°  Cos  general.  —  Nous  avons  suppose  le  point  Q  immobile.  En  general, 
oc  point  est  anime  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  On  etudiera 
alors  le  mouvement  du  corps  par  rapport  a  des  axes  Q,  X,  Y,  Z\t  de  direc- 
tions fixes,  ayant  pour  origine  le  point  Q.  Comme  ces  axes  sont  animes 
(Tun  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  le  mouvement 
relatif  du  corps  est  donne  par  les  memes  equations  que  le  mouvement 
absolu  (n°  33-4);  comme,  dans  ce  mouvement  re  atif,  la  projection  hori- 
zontale  Q,  du  centre  de  gravite,  se  fait  constamment  a  l'origine,  on  est 
ramene  au  cas  que  nous  venons  de  traiter. 

Exemples.  — «  i°  Toupie.  —  La  toupie  est  un  corps  pesant  de  revo- 
lution reposant  par  une  pointe  P  sur  un  plan  horizontal  fixe.  On  peut 
regarder  cette  pointe  comme  une  sphere  de  rayon  infiniment  petit  ayant 


Fig.  23g. 


son  centre  en  P(fig.  23g,  a).  Le  corps  pesant  touche  alors  le  plan  hori- 
zontal par  cette  sphere.  La  distance  t  =  GQ  est  ici  donnee  par  la  formule 

'C  —  I  cos  0 , 

<>n  /  designe  la  longueur  GP;  puis  p  =  QP  =  /  sin  6.  11  faudra  done,  dans 
les  equations  precedentes,  faire  /(0)  =  /cosO,  p  =  /sinO.  Le  deuxieme 
inembre  de  l'equation  (8)devientun  polynome  du  troisieme  degre  encosG, 
identique  a  celui  qui  se  rencontre  dans  le  probleme  de  Lagrange  et  de 
Poisson. 

2°  I'iccr  de  monnaie.  —  Une  piece  de  monnaie  de  rayon  /,  glissant 
sans  frottement  sur  un  plan  horizontal  fixe,  est  un  solide  de  revolution  en 
contact  avecle  plan  par  une  surface  reduite  a  une  circonference  {fig.  239,  ^)« 
L'axe  de  la  surface  est  la  normale  Gz  au  plan  de  la  piece,  la  meridienne  un 
point  de  la  circonference.  On  a  actuellement 

CO  =  ^  =  /  sin0,       PQ  =  o  =  /cosO. 
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3"  Le  corps  touche  le  plan  par  un  tore  cVaxe  &z.  Vlors 
t  =  a  cos  0  -+-  b  sin  0  -h  c. 


4°  Be  mar  que  de  Puiseux  {Journal  de  Liouville,  t.  XIII).  —  On  peut 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  surface  de  revolution,  prendre  r0  assez  grand 
pour  que  0  reste  aussi  \oisin  qu'on  le  veut  de  sa  \aleur  initiale  0O.  En  effet, 
d'apres  I'equation  (8),  il  faut  que,  pendant  toute  la  duree  du  mouvement, 
la  fonction 

$(8)  =  [a  —  ftf(Q)]  sin28  —  (p  —  6r0cosQ)2 

soit  positive. 

Placons-nous  dans  les  conditions  initiales  suivantes  :  animons  le  corps 
d'une  rotation  r0  tres  grande  autour  de  son  axe  de  figure  Gz,  puis  posons 
ce  corps  sur  le  plan  sans  donner  de  vitesse  au  centre  de  gravite.  Alors p,  q, 

a\    d(\    a%  .    ,  ...  ....  ,  .  , 

T/ '  dt1  ~dt'  S°nt  nU  1  instant  initial  :  on  en  conclut,  d'apres  les  expres- 
sions de  p  et  q  en  fonction  de  6'  et  0',  que  d/  et  0'  sont  nuls  aussi  a  l'instant 
initial,  c'est-a-dire  pour  0  =  0o.  D'apres  les  formules  (6),  on  a  done 

a  =  af{  80  ),       p  =  6rocos0o, 

et  la  fonction  (I>(6)  devient 

<I>  ( 0 )  =  a[f(  0o )  —  /( 0 )]  si  a*  8  —  b*-  r\  ( cos  0o  —  cos  6  )-, 

ou  la  racine  0O  est  en  evidence.  Supposons  que  6  aille  d'abord  en  crois- 
sant; il  ne  pourra  pas  aller  jusqu'a  ~  car  0  =  -  rendrait  <\>  (8)  negatif: 
done  6  oscillera  entre  la  valeur  0o  et  une  valeur  6t  qui  est  la  premiere 
racine  de  <£(0)  rencontree  entre  0o  et  jc.  Nous  voulons  montrer  que  1'on 
peut  prendre  r0  assez  grand  pour  que  8i  soit  aussi  pres  qu'on  le  veut  de  0O. 
Ecrivant  que  6,  annule  <IJ  (0),  on  a 

( cos  60  -  cos  0,  f  =  [/( 0o )  -/( 0, ) J. 

Soit  D  le  maximum  de  la  distance  du  centre  de  gravite  du  corps  au  plan 
qu'il  touche,  dans  toutcs  les  positions  possibles, /(0O) — /(0i)est  moindre 
que  2D,  sin20,  est  moindre  que  1,  et  1'on  a 

iaD 

( cos  0O  —  COS  0!  )-  <  -j  r  • 

b-r-Q 

On  peut  done  prendre  /-0  assez  grand  pour  que  0t  et,  par  suite,  0  different 
de  0O  d 'aussi  peu  qu'on  le  veut. 

5"  Theorie  du  pied  equilibriste  ou  gyroscope  Gervat.  —  Les  calculs 
precedents  s'appliquent  au  mouvement  d'un  solide  de  revolution  assujetti 
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a  des  liaisons  quelconques,  sans  frottem'ent,  qui  s'expriment  analytique- 
ment  par  une  equation  de  la  forme  £  =  /(G),  oil  £  est  la  hauteur  du  centre 
de  gravite  au-dessus  d'un  plan  lixe  et  0  Tangle  de  I'axe  de  revolution  avec 
la  verticale;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  l'appareil  suivant  qui, 
au  premier  abord,  parait  assujetti  a  des  liaisons  d'une  tout  autre  nature 
que  cello  que  nous  venons  d'etudier. 

Le  pied  equilibriste  ABODE  (fig.  240)  est  forme  d'un  111  metallique  de 
imm,5  de  diametre  environ.  II  se  compose  a  peu  pres  d'un  demi-cercle 
vertical  ABC  muni,  au  bas,  d'un  appendice  BDE  qui  a  pour  but  dele  faire 
reposer,  sur  le  plan  horizontal,  par  la  partie  DE  qui  est  rectiligne  et  per- 
pendiculaire  au  plan  du  cercle  ABC.  En  A  et  G,  le  fil  est  doublement 
recourbe  de  facon  a  former  deux  coussinets  qui  recoivent  les  extremiles 


D 

Fig.  240. 


dc  l'axe  de  la  toupie  gyroscopique.  Dans  cette  position,  le  plan  moyen  du 
tore  dc  la  toupie  passe  par  DE  :  le  centre  de  gavite  de  la  toupie  est  sur 
son  axe  dans  le  plan  mene  par  DE  perpendiculairement  a  l'axe  AG. 

Si  la  toupie  ne  tourne  pas,  l'equilibre  est  instable,  le  tout  bascule  autour 
de  DE.  Mais  si  la  toupie  tourne  sur  elle-meme  avec  une  grande  vitesse 
environ  cinquante  tours  par  seconde),  le  systeme  semble  etre  en  equi- 
libre  stable  quand  le  plan  DBE  est  vertical.  De  la  le  nom  de  pied  equili- 
briste donne  par  l'inventeur  a  ce  jouet.  En  realite,  le  pied  execute  autour 
de  la  position  apparente  d'equilibre  des  oscillations  manifestoes  par  un  son. 

La  masse  de  la  toupie  etant  tres  grande  par  rapport  a  celle  de  la  mon- 
ture  et  du  pied,  negligeons  completement  ces  dernieres  :  la  monture  et  le 
pied,  ayant  alors  une  masse  nulle,  ne  servent  qu'a  etablir  entre  la  toupie 
et  le  plan  une  liaison  geometrique  qui  s'exprime  comme  il  suit.  Appelons 
E  la  distance  du  centre  de  gravite  G  de  la  toupie  au  plan  horizontal,  /  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissee  de  ce  point  G  sur  DE;  quand 
l'appareil  s'incline  autour  de  DE,  l'axe  de  la  toupie  fait  avec  la  verticale 
ascendante  un  angle  0  et  Ton  a  Z  =  I  sin  0.  Cette  relation  etant  identique 
a  celle  qui  se  presente  dans  le  cas  (Tune  piece  de  monnaie  mobile  sur  un 
plan  horizontal,  les  equations  du  mouvement  dans  le  cas  acluel  se  de- 
duisent  des  equations  generales  precedentes,  en  supposant  /(  G)  =  I  sin  8. 
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La  remarque  de  Puiseux  s'applique  :  en  supposant  /0  suflis;imrnenl  grand, 
0  reste  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  0o. 

Dans  le  cas  particulier  oil  l'axe  AG  est  primiti vement  horizontal  et  part 

du  repos,  0  commence  par  etre  egal  a     >  0'  et  ■!/  commencent  par  etre 

nuh.  Les  equations  generates  montrent  alors  que  6  reste  egal  a  ^,  que 

[j  =  o,  et  que  <J/  =  o    =  constante. 

(Pour  les  details  de  la  discussion  voir  un  article  de  M.  Carvallo,  Bul- 
letin <le  la  Societe  fnathematique,  XXI,  1893.) 

408.  Remarque  de  Thomson.  —  Nous  venons  de  voir  que  si  le  corps 
est  anime  d'une  rotation  rapide  autour  de  son  axe,  puis  pose  sur  le  plan 
sans  vitesse  imprimee  au  centre  de  gravite,  le  mouvement  est  stable,  en 
ce  sens  que  1'angle  de  l'axe  de  rotation  avec  la  verticale  est  sensiblement 
constant.  II  est  tres  remarquable  que,  si  l'on  impose  de  nouvelles  liaisons 
au  corps,  ces  liaisons,  au  lieu  de  renforcer  la  stabilite,  peuvent  la  faire 
di  spa  rait  re. 

Prenons,  par  exemple,  une  toupie  dont  la  surface  laterale  est  en  partie 
un  cylindre  de  revolution,  et  placons-la  entre  deux  plans  verticaux  fixes, 
II  et  II',  parfaitement  polis,  paralleles  au  plan  £  O  £,  de  telle  facon  que  Paxe 
G.z  de  la  toupie  soit  assujetti  a  rester  dans  un  plan  fixe  parallele  au  plan 

£  O  £.  Dans  ces  conditions,  Tangle  tl  est  constant  et  egal  a    ;  -V  =  o.  Pa 

mise  en  equation  est  la  meme  que  precedemment,  a  condition  de  tenir 

compte  de  cette  condition  6  =  — j  de  faire  /(0 )  =  /  cosO,  puisqu'il  s'agit 

d'une  toupie,  et  d'ajouter  aux  forces  exterieures  les  reactions  normales  des 
deux  plans  H  et  FT,  reactions  qui  sont  horizontals  et  rencontrent  l'axe  G  - 
du  corps. 

La  vitesse  initiale  du  centre  de  gravite  G  etant  nulle,  la  projection  hori- 
zontale  Q  de  ce  point  est  fixe. 

Le  theoreme  des  forces  vives  applique  au  mouvement  absolu  donne 
[  premiere  equation  (6)  ou  <!/  ==  o,/(6)  =  /cosG  ] 

6/^1 4-  cls  sin'20)  =  a  —  al  cosO. 

Si  l'on  suppose  la  toupie  animee  au  debut  d'une  rotation  r0  autour  de 
son  axe  de  figure  suppose  immobile,  0'  doit  etre  nul  pour  0  =  0O.  On  a 
done  a  =  al  cos  0O  : 

0 "- ( 1  -h  c/2  sin20)  =s  «/( cos  0O  —  cos  6). 

Comme  le  second  membre  doit  etre  positif,  0  partant  de  0o  ne  peut  que 
croitre,  et  la  toupie  se  renverse.  On  a,  en  outre,  9'  =  r{). 
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La  meme  remarque  s'applique  au  pied  equilibriste  (n°  407,  4°)  :  s*  ''on 
empeche  la  base  DE  de  tourner,  en  la  placant  dans  une  fente  du  parquet, 
Tapparcil  se  renverse. 


Fig.  24 1. 


409.  Corps  pesant  touchant,  par  une  surface  cylindrique,  unplan 
horizontal  poli.  —  Le  corps  va  toueher  le  plan  horizontal  tout  le  long 
d'une  generatrice  PP'.  Prenons  les  memes  axes  fixes  O  £,  tq ,  £  et  les  memes 
axes  mobiles  G#i,  yi,  z\  que  dans  la  question  precedente;  puis  choisis- 
sons  pour  axes  lies  au  corps  la  parallele  Gx  aux  generatrices  du  cvlindre 
raenee  par  le  centre  de  gravite,  et  deux  axes  rectangulaires  Gy  et  Gz 
dans  le  plan  de  la  section  droite.  La  perpendiculaire  £  =  GQ,  abaissee  du 
point  G  sur  le  plan  horizontal,  fait,  avec  Gz,  Tangle  appele  0  :  la  forme 
de  la  section  droite  etant  donnee,  on  aura  encore  une  relation  geometrique 
de  la  forme  £  ="/(0).  De  plus,  I'axe  Gx  etant  parallele  au  plan  horizontal 


P' 

Fig.  242. 


est  dans  le  plan  X\Gyu  Tangle  d'Euler  9  est  nul.  Les  expressions  de  p, 
7,  r3  dcvienncnt  done 

(10)  P  =  ®',       £  =  <p',sin6,       r  =  <|/cosO. 

On  voit  que  la  projection  horizontale  Q  du  centre  de  gravite  est  encore 
animce  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  car  les  seules  forces  c\\r- 
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rieures,  poida  et  reactions  normal  es  du  plan,  sf)Mt.  verticales.  Le  cas  general 
peut  se  ramener  au  cas  ou  Q  est  immobile. 

Actuellement,  les  axes  Gx,  y,  z  n'etant  pas  principalis,  la  force  vive  du 
corps  dans  son  mouvement  autour  du  centre  de  gravite  est 

2  T  =  Ap- -+-  B  (j  -  +  C  r-  —  2  D  r/r  —  2  E  rp  —  2  F />  q . 

et  It  ^  projections  du  moment  resultant  Gffj  rles  quantites  de  mouvemenl 
relatives  sur  les  axes  Gx,  y,  z  sont 

<)T_  dT  dT 
<)]>  '         '  eJr 

Le  theoremedes  forces  \ives  applique  au  mouvement  absolu  donne  done 
d'apres  le  theoreme  de  Kcenig  et  les  \aleurs  de  />,  q1  r, 

(  [A  +M/'2(6)]6'2 
'  (ii)    j       +  ( B  sin2  0  +  G  cos2  0  —  2  D  sin  8  cos  0  )d/2 

I  —  2(F  sin  8      E  cos6)  8'-V  =  —  2M^/(6  )  -f-  A. 

D'autre  part  la  somme  des  moments  des  forces,  par  rapport  a  l'axe  G«i, 

— ->- 

est  nulle.  La  projection  sur  Gz\  du  moment  cinetique  resultant  G?y 
relatives  est  done  constante.  Ce  qui  donne 

1  e>jo  err 

Actuellement,  comme  cp  est  nul,  les  trois  cosinus  y,  7',  7"  sont  7=0 
y'==  sin  6,  v*==  cos 8.  On  a  done 

sinO(B?  —  Fp  —  Drj  +  cos8(0  —  Dq  —  E/>)  =  K 

ou,  enfin, 

(12)    (B  sin20-f-  C  cos20  —  2D  sin  0  cos8)-i/ —  (F  sin  8  +  Ecos8)8'  =  K. 

Ges  deux  equations  donnent  8  et  6  en  fonction  de  t.  L'elimination  de  6 
donne  une  equation  de  la  forme 

($)'-*<.>--> 

d'ou  Ton  tire  ~  en  fonction  de  6,  puis  t  en  fonction  de  8  par  une  quadra- 
ture. On  a  ensuite  <b  en  fonction  de  8  par  une  autre  quadrature.  L'angle  8 
ne  peut  prendre  que  des  valeurs  rendant  positive  la  quantite  lF(8).  Nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  cette  discussion  et  de  chercher,  comme 
precedemment,  le  lieu  du  point  P  projection  du  centre  de  gravite  sur  la 
generatrice  de  contact. 

Si  le  corps  est  un  prisme  reposant  par  une  arete  PP'  sur  le  plan,  on 
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pourra  prendre  le  plan  (il'P  pour  le  plan  des  .rz  :  alors  GQ  =  C  =  I  cosO, 
/  designant  GP. 

Rema /■</ ue .  —  Le  corps  etant  abandonne  a  lui  m^me  sans  vitesse,  cher- 
chons  s'il  peut  arriver  que  la  generatrice  de  contact  PP'  so  de'place  paral- 
lels men  t  a  elle-meme.  (  Agregation,  [8g3. )  Dans  cette  hypothese,  les  valeurs 
initiates  de  0'  ei  V  soni  nulles,  et  il  fant  voir  si  'V  peut  rester  mil  pendant 
toute  La  duree  du  mouvement.  On  a  done  k  ===  o;  com  me  6'  n'est  pas  mil, 
['equation  (12)  montre  <pie.  pour  que  •V  reste  constammenl  mil,  il  faut  et 
il  snlit  que  E  =  0.  F  :^o:  cela  veut  dire  que  le  plan  de  la  section  droite 
yGz  mene  par  G  esl  un  plan  principal  d'inertie  relatif  au  point  G. 

410.  Mouvement  avec  frottement  d'une  sphere  homogene  pesante 
sur  un  plan  horizontal  (bille  de  billard).  —  Prenons  dans  le  plan  hori- 
zontal, sur  leqnel  se  ment  la  sphere,  deux  axes  fixes  0£,  Or,;  nous  pren- 


Fig.  243. 


drons  pour  axe  des  £  une  verticale  dirigee  vers  le  liaut.  La  bille  est  sou- 
mise  a  deux  forces  :  son  poids  Mg  applique  en  son  centre  G  et  la  reaction 
du  plan  applique  au  point  de  contact  A;  cette  derniere  force  a  une  com- 

posante  verticale  de  grandeur  N  et  une  composante  horizontale  F,  dont  les 
projections  sur  les  axes  0£  et  Ot\  sont  X  et  Y. 

Les  equations  du  mouvement  du  centre  de  gravite  sont  ainsi 

<"     MS  =  X>    M^  =  Y' 

<  i,int  constant,  la  derniere  donne 

N  =  M  g ; 

In  composante  norm  ale  de  la  reaction  est  done  toujours  egale  au  poids  de 
la  bille.  Les  lois  du  frottement  de  glissement  montrent  alors  que  la  com 

posante  tangentielle  F  a  une  intensite  constante  egale  a 

/M>. 
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Tour  un  observatenr  cntraine*  par  lc  centre  de  gravite,  la  sphere  semble 

■> 

tourner  autour  de  ce  point;  soit  ia  la  vitesse  instantanee  a  1'epoque  t; 
nous  designerons  par  p,  q,  r  ses  composantes  suivant  trois  axes  Gx,  y,  z 
paralleles  aux  axes  fixes  menes  par  le  centre  de  la  sphere.  Nous  appli- 
querons  dans  ce  mouvement  relatif  le  theoreme  des  moments  des  quantiti-s 
de  mouvement  par  rapport  aux  axes  x,  y  et  z.  La  vitesse  relative  d'un 
point  quelconque  m(x,  y,  z)  ayant  pour  projections 

V.r  =  qz  —  ry,        Vr  =  rx—pz,        Vz  =  py  —  q  x, 

le  moment  cinetique  de  ce  point  par  rapport  a  Gz,  a  pour  expression 

m(xVy — y^x)  =  rm(x-  -+-  y-)  —  pmxz  —  qmyz. 

Faisons  la  somme  de  toutes  les  quantites  analogues  pour  les  divers  points 

de  la  sphere ;  nous  aurons 

I,m(x\y  —  yVx)  =  MKV, 

puisque  les  sommes  Zmxz,  Zmyz  sont  nulles  et  que  2m(x--+-  y-)  est  le 
moment  d'inertie  MK2  de  la  sphere  par  rapport  a  un  diametre.  Les  forces 
appliquees  a  la  bille  rencontrent  toutes  deux  Oz;  par  consequent,  on  a 
l'equation 

^(MKV)=o 

qui  montre  que  la  composante  verticale  de  la  rotation  reste  constante. 
Par  un  calcul  semblable,  nous  aurons,  pour  les  axes  Gx  et  Gy, 

(,)  MK*  ^  =  RY,  Mk4=_RX. 

ou  les  seconds  membres  sont  les  moments  de  F  par  rapport  aux  axes  Gx 
et  Gx. 

Appliquons  maintenant  la  deuxieme  loi  du  frottement.  savoir  que  F  est 
en  sens  inverse  de  la  vitesse  du  point  de  la  sphere  qui  est  en  A.  La  vitesse 
absolue    de   ce    point  est  la   resultante  de  sa  vitesse  d'entrainemenl 

^5  ~?  et  de  sa  vitesse  relative  Vx  = — qR,  Vr=-h/?R,  V-=o; 

si  done  nous  designons  par  u  el  v  les  projections  de  la  vitesse  cherchee 
sur  0£  et  0^,  nous  aurons 

il  nous  faut  exprimer  que  X  et  Y  sont  proportionnels  a  u  et  v, 

u  _  X 
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Nous  allons  en  deduire  que  la  vitesse  (u,  v)  du  point  qui  est  en  A  a  une 
direction  fixe.  Nous  avons,  en  eflet,  en  difl'erentiant  les  dernieres  equa- 
tions, 

du  _  d*%         dcj_         f/v  _  d-  Tj  dq 
dt~  dt  lit  ~  d&         dt  '' 

,  d^\     d'lt\     dp  dq 

dans    ces    equations,   remplacons  -j— >  — — '   ~r*  ~r-  par  leurs  valeurs 

deduites  de  (i)  et  (2);  nous  aurons 

n  du  H2  x         ±  =  1       R2  y 

oft      M  +  MK2    *        dt      M      MK-  ' 

d'ou  nous  tirons,  par  division, 

du  X 
77p  =  Y 

et,  par  consequent, 
ou,  en  integrant, 

—  =  const. 

v 


La  force  de  frottement  est  ainsi  constante  en  grandeur  et  direction. 
Le  mouvement  du  point  G  se  faisant  sous  Taction  de  cette  seule  force,  la 
frajectoire  de  ce  point  est  une  parabole. 

Les  composantes  X,  Y  de  la  force  de  frottement  etant  constantes,  les 
projections  u,  v  de  la  vitesse  du  point  qui  est  en  A  sont,  d'apres  les  equa- 
tions (3),  des  fonctions  lineaires  du  temps.  Ces  quantites  u,  v  decroissent 
en  valeurs  absolues.  Si  nous  supposons,  par  exemple,  u  positif,  X  est  ne- 

gatif  d'apres  les  lois  du  frottement;  il  en  est  de  meme  de  ^>  et  la  com- 

posante  udecroit  :  elle  arrivera  necessairement  a  zero  au  bout  d'un  temps 
fini  T,  puisqu'elle  depend  lineairemcnt  du  temps;  si  u  etait  negatif, 
X  serait  positif  et  ce  serait  en  croissant  que  u  s'approcberait  de  zero. 

Puisque  le  rapport  —  est  constant,  les  deux  composantes  de  la  vitesse 

s'annulent  au  meme  instant.  A  partir  de  ce  moment  T  il  n'y  a  pins  de  glis- 
sement,  et  le  roulement  accompagne  de  pivotement,  qui  se  produit  alors, 
est  stable;  car  si  en  defangeant  la  bille  on  produisait  un  petit  glissement, 
d'apres  ce  qui  precede,  le  glissement  di spa rai trait  dans  un  temps  tres 
court. 

A  partir  de  l'instant  T  le  mouvement  est  done  un  roulement  avec  pivo- 

tement.  La  reaction  tangantielle  du  plan  est  alors  une  force  F,  de  direction 
inconnue,  de  grandeur  inferieure  a  /'\.  Nous  allons  voir  que,  si  Ton  neglige 
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le  frottement  de  roulement  et  pivotement,  le  mouvernent  du  centre 
de  gravity  devienl,  a   partir  fie  I'instant  T,  rectiligne  et  uniforme 

et  F  devicnt  nul.  En  effet,  si  nous  continuons  a  appeler  X  et  Y  les  projec- 

tions  de  F  dans  cette  deuxieme  phase,  les  equations  ( i )  et  (2)  subsistent 
sous  la  meme  forme.  Si  entre  ces  equations  nous  eliminons  X  et  Y,  nous 
aurons 

d*\       K2  dq  _  d0-rt       K-  dq  _ 

W  dt*  ~*~  ~R  dt  ~°'        dt*       R  dt  _°' 

Comme,  dans  cette  nouvelle  phase,  il  y  a  roulement  et  pivotement,  les 
quantites  u  et  v  sont  nulles,  et  Ton  a 

d\         „  dr{ 

Tirant  de  la  j>  et  q  pour  les  porter  dans  (4),  on  trouve 

d*  \  _  d'-.i  _ 

d£  ~  °'        d&  ~  °* 

Le  mouvernent  de  G  est  done  rectiligne  et  uniforme,  et  les  equations  (1) 

montrent  que  X  et  Y  et,  par  suite,  F  sont  nuls. 

Suivant  une  remarque  de  Coriolis,  les  equations  (4)  etant  obtenues  par 
Pelimination  de  X  et  Y  ont  lieu  quelle  que  soit  la  reaction  tangentielle  du 
plan  :  elles  s1appliquent  done  pendant  toute  la  duree  du  mouvernent,  aussi 
bien  a  la  premiere  qu'a  la  deuxieme  phase.  Or  ces  equations  s'integrent 
immediatement  et  donnent 

z  r  \  d\      K2  dt\  K2 

(5)  di+R*-"'        dt-K*  =  b- 

Pour  interpreter  ces  formules,  prenons  un  point  H  situe  au-dessus  du 

K2  2 

centre  a  une  distance  GH  =  — -  =  -  R  ;  ses  coordonnees  relatives  a  Gj:.  1  .  s 

R  5 

K2 

seront  o,  o,  —  5  il  en  resulte  que  les  premiers  membres  des  equations 

prededentes  sont  les  projections,  sur  O;  et  Or,,  de  la  vitesse  absolue  du 
point  de  la  bille  qui  a  I'instant  considere  est  en  H;  on  voit  que  la  vitesse 
de  ce  point  est  constante  en  grandeur  et  en  direction  :  elle  peut  etre  con- 
sideree  comme  donnee  par  Tetat  initial  du  mouvernent  et  est  independante 

de  toute  hypothese  sur  la  loi  de  la  force  tangentielle  F.  En  particulier 
dans  le  mouvernent  final  (deuxieme  phase),  u  et  v  sont  nnls  et  Ton  a 

'!;;  ■ 

en  portant  ces  valeurs  de  p  et  q  dans  les  equations  (5),  il  vient 

/        K?  \dl  ,       /        K2  \  dr\ 

"  ~  \       R 2  /  dt '        b  =  [l 
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|j  les  composantes  de  la  vitesse  linale  du  centre  de  gra- 

dfc      5  dt\      5  , 

ces  composantes  sont  ainsi  connues  en  fonction  des  conditions  initiales 
qui  d'apres  (5),  servent  a  calculer  a  et  b. 

Par  exemple,  il  peut  arriver  que,  dans  les  equations  (">),  les  valeurs 

initiales  de  ~ ;  ^~  soient  positives,  mais  que  les  valeurs  initiales  de  p  et  q, 

soient  choisies  de  telle  facon  que  a  et  b  soient  negatifs.  Alois,  au  debut, 
le  centre  de  gravite,  suppose  situe  dans  Tangle  posilif  %Or\,  s'eloigne  du 

point  O;  mais  dans  la  phase  linale      5  ^  sont  negatifs,  et  la  bille  revient 

en  roulant  et  pivot  ant  de'*facon  a  se  rapprocher  de  O. 

Frottcment  de  roulement.  —  L'effet  du  frottement  de  roulement  sur  la 
bille  a  etc  etudie  par  P.  Appell  {Journal  de  P.  Jordan,  t.  VII,  191 1). 

ill.  Cerceau.  —  Imaginons  un  sblide  pesant  qui  remplisse  les  condi- 
tions Miivantes  :  i()  Le  solide  est  termine  par  une  arete  vive  ayant  la  forme 
d'un  cercle  K  de  rayon  a;  2"  le  centre  de  gravite  G  du  corps  est  situe  au 
centre  du  cercle  K;  3°  lellipsoi'de  d'inertie  relatif  au  centre  dc  gravite  G 
est  de  revolution  autour  de  la  perpendiculaire  Gz  au  plan  du  cercle. 

Supposons  ensuite  que  le  corps  solide  ainsi  constitue  soit  assujetti  a 
rouler  sans  glisser  sur  un  plan  horizontale  fixe  II. 

L'intcgration  des  equations  de  ce  probleme  de  Mecanique  peut  etre 
ramenee  a  des  quadratures  si  l'on  introduit,  comme  element  analytique, 
la  fonction  hvpergeometrique  de  Gauss;  ce  fait  a  lieu  en  particulier  pour 
le  mouvement  du  cerceau  (*). 

Soit  II  le  point  de  contact  du  cercle  K  avee  le  plan  fixe  (Jig.  244).  Pour 
etudier  le  mouvement  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravite  G,  pre- 
nons  d'abord  trois  axes  GtX\y\Z\  de  directions  fixes,  G^i  etantla  verticale 
ascendante:  puis  trois  axes  mobiles  Gxyz  qui  sont  :  i°  un  axe  G;  normal 
hi  plan  du  cercle  K;  2"  un  axe  Gx  perpendiculaire  au  plan  -sG^;  3"  un 
axe  ( '.  i  |>erpendiculaire  aux  deux  premiers. 

L'axe  «  ■  /  e^t  une  horizontale  du  plan  du  cercle  K;  Paxe  G y  est  une 
ligne  de  plus  grande  pente  ascendante  du  plan  du  cercle;  le  point  H  se 
trouve  sur  la  partie  negative  de  Gy. 

Ces  axes  mobiles  sont  identiques  a  ceux  que  nous  avons  employes  dans 
l«-  n°  400  pour  Pelude  du  mouvement  d'un  solide  de  revolution  suspendu 


k- 

et,  comnie  — 
vite  sont 


(')  \oyez  Kortewbg  et  Appell,  Rendiconti  del  Circolo  Vlatematico  di  Pa- 

lri-mn,  ;ioiit  1N99,  t.  XIV,  p.   1  et  7. 
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par  un  point  de  son  axe.  Nous  designcrons,  comme  dans  ce  uumero,  par  0 
et  «|;  les  angle  ZiGz  et  x^Gx,  et  par  P,  Q,  R  les  composantes  suivant 

Gx,  Gy,  Gz  de  la  rotation  instantanee  il  dn  triedre  GxyZ  : 

t>  P  =  0',       Q  =  -V  sin  9,       R  =  -V  eosO. 

Une  fois  connue  la  position  du  triedre  Gxyz,  pour  connailre  la  position 
du  corps  il  suffit  de  connaitre,  en  outre,  Tangle  ©  que  fait  un  rayon  CM 

du  cercle  K  invariablement  lie  au  cercle  avec  G x.  La  rotation  instantanee  o) 

du  corps  solide  est  alors  la  resultante  de  la  rotation  il  du  triedre  Gxyz 


Fig.  244. 


et  d'une  rotation  ©'  autour  de  G;  :  les  composantes  p,  q,  r  de  cette 
rotation  sont  done  (nu  400) 

to  p  ==  P  ==  6',       g  =  Q  =  4/  sin  0,       r  =  R  -+-  f. 

Appelons  u,  v,  w  les  projections  de  la  vitesse  absolue  du  centre  de  gra- 
vite  sur  les  axes  mobiles  Gxyz.  Comme  ces  axes  sont  animes  d'une  rota- 

tion  instantanee  Q,  les  projections  de  l'acceleration  absolue  J  du  point  G 
sur  ces  memes  axes  sont,  d'apres  des  formules  connues  (t.  I,  n°  61  ). 

du 


Forces.  —  Prenons,  pour  simplilier,  la  masse  du  corps  pour  unite;  les 
forces  appliquees  au  solide  sont  : 

i°  Le  poids  applique  en  G,  ayant  pour  projections  sur  Gx,  Gy,  Gz, 

o,    — £-sinO,    — g  C09  0 ; 

2°  La  reaction  du  plan  appliquee  en  H,  et  ayant  pour  projections 

X,    Y,  Z. 
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Les  equations  du  mouvement  peuvent  alors  s'ecrire  comme  il  suit  : 
Equations  du  mouvement  du  centre  de  gravite.  —  La  projection  de 

['acceleration  J  du  point  G  sur  chacun  des  trois  axes  Gxyz  est  egale  a  la 
somrae  des  projections  des  forces  exterieures  sur  le  raeme  axe.  On  a  ainsi 
les  trois  equations 


6 )  (  —  -t-  R  u  —  P  w  =  Y 


il  faut  faire 


dv 
dt 

^  +Pc  —  Q u  —  L  —  g  cos 0, 


Q  =  q.        \\  —  q  cotO. 


Equations  du  mouvemnt  autour  du  centre  de  gravite.  —  Appelons 
A,  B,  C  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Gxyz.  Soit,  dans  le 

— > 

mouvement  relatif  autour  de  G,  Ga  le  moment  resultant  des  quantites  de 
mouvement  par  rapport  a  G;  ce  vecteur  G<r  a  pour  projection  sur  Gxyz  : 
a.r—  A.p,       <jy  =  Aq,       az  =  Cr. 

D'autre  part,  le  moment  resultant  GS  des  forces  exterieures  par  rapport 
a  G  se  compose  du  moment  du  poids  qui  est  nul  et  du  moment  de  la  reac- 
tion (X,  Y,  Z)  appliquee  au  point  H  de  coordonnees  (o, —  a,  o).  Le 

-> 

moment  resultant  GS  a  done  pour  projections  les  moments  de  la  reaction 
par  rapport  aux  axes  Gxyz 

S.x.  =  — «Z,       Sr=  o,       Sz=  aX. 

Pour  exprimer  le  theoreme  des  moments  dans  le  mouvement  autour 
de  G,   on  ecrit  que  la  Vitesse  relative  du   point  a  par    rapport  aux 

axes  CjX\  ViZi  de  directions  fixes  menes  par  G  est  egale  au  vecteur  GS. 
i  >n  ,i  ain9i  les  equations  (n°  386) 


c'esl-a-dire.  comme  I'  =  p.  Q  =  q /  \{  =  q  cot  0, 

A       h-  (  G  /•  —  A  q  cot  8)  q  =  —  a  Z. 

A  -J-^  —  (  G  /  —  A  q  co  1 6  )p  =  o, 
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Conditions  g4om4lriqu&s.  —  Pour  fori  re  que  la  circonfeVence  K  roule 
sur  le  plan,  il  faut  ecrire  que  la  vitesse  du  point  materiel  II  au  contact  est 
nulle.  Gette  vitesse  est  la  somme  geometrique  de  la  vitesse  de  translation 
(u\  r,  w)  des  axes  G^i/iSi,  egale  et  p;irallele  a  (a  vitesse  de  G,  et  de  la 

vitesse  due  a  la  rotation  to  autour  de  G;  cette  derniere  vitesse  a  pour 
composantes,  suivant  les  axes  Gzyz,  qz —  ry,  oil  x,  y,  z  sont  le- 

coordonnes  de  H(o,  — a,  o).  En  ecrivant  que  les  trois  projections  de  la 
vitesse  du  point  materiel  II  sur  les  axes  Gxyz  sont  nulles,  on  a  ainsi  le> 
equations 

(8)  1/  -\-  (ir  =  o,        v  —  0,       w  —  ap  =  o. 

En  ramplaeant  if,  v,  w  par  leurs  valeurs  tirees  de  ces  derniercs  relations, 
dans  les  equations  (6),  on  a  un  systeme  de  six  equations  (6)  et  (7; 
definissant  0,  9,  >l>,  X,  Y.  Z. 

L'elimination  de  X,  V.  Z  donnera  trois  equations  definissant  0,  z.  •I  en 
fonction  de  /. 

Pour  acliever  le  calcul,  on  peut  proceder  comme  il  suit  : 
Eliminons  X  entre  la  premiere  des  equations  (0)  et  la  derniere  des  equa- 
tions (7);  nous  aurons 

du  ■  C  dr 

—  h  q\v  —  qv  cot  (J  =  —  — 

dt       1     .■  a  dt 

ou,  en  remplacant  //,  c,  w  par  leurs  valeurs  (8), 

(9)  ( G  ■+-  a- )  ^  —  «-pq  =  o ; 
adjoignons  a  cette  equation  la  deuxieme  des  equations  (7)  : 

(10)  A  ^  —  (  C  r  —  Xq  cot  0)  p  —  o. 


Nous  aurons  ainsi  deux  equations  pouvant  servir  a  determiner  q  et  r  en 
nction  de  0.  En  etTet,  re 
Ton  a  le»  deux  eqnations 

(11) 


fonction  de  0.  En  efl'et  ,  remplacont-y  p  par  ^  :  le  facteur  dt  disparait,  et 


.  „       „ .  dr 

(C  +  a-)  --  —  aT-q  =  o, 


Jr  +  Xq  cotO  =  o. 
/(J  1 

formant  un  systeme  d'equations  lineaires  et  homogenes  definissant  q  et  r 
en  fonction  de  0.  En  tirant  q  de  la  premiere  pour  le  porter  dans  la 
deuxieme,  on  a,  pour  determiner  r,  Tequation  du  deuxieme  ordre 

.     x  d-r      dr       ■."  Ga- 

(  I2)  -77TT  H  17  COtfJ 


dU  AG  -h  X  ((- 
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CeUe  equation  donne  r  en  fonction  de  0:  La  premiere  de  (n)  donne  q. 
En  lai  adjoignant  l'equation  des  forces  vives 

u-  H-  v---  tv2H-  A  (jo2-h  q-)-+-  Cr'2  —  —  '2-ga  sin  8  -h  A, 

on  obtient  0  en  fonction  de  t  par  une  quadrature ;  le  deuxieme  membre  de 
cette  equation  est  le  double  du  travail  de  la  pesanteur  —  g£,  I  designant 
la  cote  a  sin  0  du  point  G. 

Integration  dc  I  equation  (12).  —  Par  la  substitution 

cos2  0  =  s, 

l'equation  (12)  devient 

sd*r      / 1      3  \  dr  Ga* 
"(1-S)d^  ^U-^j  ds  -4A(CI-h«»)  "  =  °" 

Cette  equation  est  celle  dc  la  serie  hypergeometrique  de  Gauss,  dans 
laquelle 

1  D       1  0  G«2 

On  sait  que  l'integrale  generate  de  l'equation  de  Gauss  (OEuvres  com- 
pletes, t.  Ill,  p.  210)  est 

a  F ( a ,  (B,  y,  ,'Jt.a:1-  TF(a  +  i  —  y,  [i  -h  1  —  y,  2  —  y,  x), 

a  et  jl  designant  deux  constantes  arbitraires.  Done  l'expression  de  r  est 


r  =  XF 
On  a  ensuite 


7  ^  a,  [j,  ^,  cos-  0^  -4-  fx  cos  0  F      -!-  ^  >  [i>  -h  ^5  ^  j  cos2  0^ 


a2  dr 


ce  qui  donne  egalement  q  exprime  par  des  series  hypergeometriques. 
Enfin,  l'equation  des  forces  vives  on  p  =  ^  donne  t  en  fonction  de  0 

par  une  quadrature. 

On  peut  egalement,  pour  integrer  l'equation  (12),  employer  une  susbti- 
tution  indiquee  par  Korteweg  (Rendiconti  del  Circolo  di  Palermo, 
t.  XIV,  p.  7).  Cette  equation,  en  effet,  se  transforme  par  la  substitution 

COS  0  =  X, 

dans 

i  9X  ,         ,.d*r  dr  Ca* 

(13)  (I_^2) 


dx*-  dx  A(C-f-«2) 

Les  nouvelles  substitutions 


x=±(i  —  2t) 
appkm..  —  TraiU  de  Mecanique.  11. 
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donncront 


df2      v  '  rtt      A(C  a-) 

Sous  cette  forme,  l'equation  s'identifie  avec  celle  de  la  serie  hypergeo- 
metrique,  en  posant 

(.4)      '  Tr'  =  i,  J?**  HcZ*y 

Elle  possede  done  Pintegrale  particuliere 

F(a,  ft  i,  t). 
En  substituant  successivement  dans  cette  integrale 

on  obtient  I'integrale  generale  de  l'equation  (10)  sous  la  forme 

(i5)       r  =  X'fJV,  ?>  h  ^  ( i  H-    ) J  H-  JJ-' F  [V,  V,  i,        — a?)J, 

(.as  ==  cos  0 ). 

Cette  solution  peut  presenter  des  avantages  dans  les  cas  particuliers,  a 
savoir  les  cas  ou  0  peut  atteindre  l'une  des  valeurs  o°  ou  i8o°,  ou  s'en 
approcher  indefiniment. 

En  premier  lieu,  elle  nous  avertitque  le  meme  mouvement  ne  peut  pas 
contenir  ces  deux  valeurs,  si  du  moins  r  n'est  pas  constamment  egal  a 
zero.  Car,  si  X'  differe  de  zero,  la  substitution  a?=  l,  et  si  u.'  en  differe,  la 
substitution  x—  —  i  conduirait  a  une  valeur  infinie  de  r  parce  qu'alors 
l'argument  de  la  serie  devient  egal  a  l'unite  positive,  tandis  que  a'  -f-  p'  —  y' 
est  egal  a  zero.  Or,  il  est  clair  qu'a  une  valeur  infinie  de  r  correspondrait 
une  valeur  infinie  de  la  force  vive,  valeur  qu'elle  ne  peut  pas  prendre. 

En  second  lieu,  elle  nous  apprend  que,  pour  que  0  puisse  atteindre  par 
exemple  la  valeur  0  ==  o°,  la  constante  X'  doit  etre  egale  a  zero. 

L'expression  pour  r  se  reduit  done,  dans  ce  cas,  a  la  forme  plus  simple 


II  est  evident  qu'un  mouvement  contenant  0  =  o°  ne  serait  pratiquement 
realisable  jusqu'au  bout  que  dans  des  cas,  comme  celui  du  cerceau,  ou 
toute  la  masse  est  concentree  dans  un  seul  plan.  (Korteweg,  loc.  cit.) 

412.  Coordonnees  d'un  corps  solide  d'apres  Study.  —  Dans  toutes 
les  applications  precedentes  nous  avons  defini  la  position  d'un  solide  dans 
l'espace  par  les  six  coordonnees  independantes  £,  r\:  Z,  8,  9,  6.  En  1891, 
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Study  a  fait  connaitre  dans  le  tome  XXXIX  des  Mathematische  Annalen, 
pour  determiner  la  position  d^n  solide  un  systeme  de  huit  coordonnees 
homogenes  liees  par  une  relation  bilinenaire,  presentant  une  analogie  remar- 
(juable  avec  les  six  coordonnees  pluckleriennes  d'une  droite  liees  par 
une  relation  bilincaire  :  Study  a  repris  cette  iheorie  dans  son  livre 
Geornetrie  der  Dynamen  (1903),  pages  58o-583.  On  trouvera  un  expose 
i'rancais  de  ce  systeme  de  coordonnee  dans  un  arcticle  de  Bricard, 
Sur  la  Geornetrie  des  feuillets  de  M.  Rene  de  Saussure,  etude 
analytique  (Nouyelles  Annates  de  Mathematiqu.es ,  janvier  1910). 

Study  a  calcule  la  force  vive  d'un  solide,  avec  son  systeme  de  coordon- 
nees, dans  un  article  du  Journal  de  Jordan,  t.  VI J .  191 1. 

EXERCICES. 

1.  Dans  le  rnouvement  d'un  corps  pesant  de  revolution  assujetti  a  glisser  sans 
t'rottement  sur  un  plan  horizontal,  l'axe  de  revolution  peut-il  passer  par  la  verti- 
•cale  ?  Ouelles  doivent  etre  les  conditions  initiales  pour  qu'il  en  soit  ainsi  ? 

2.  i°  Une  plaque  pesante  ABC  dont  le  perimetre  contient  un  segment  rectiligne 
AB  s'appuie  par  ce  cote  AB  sur  un  plan  fixe  qui  est  horizontal  et  sur  lequel  BA 
glisse  sans  frottement.  Cette  plaque,  qui  est  immobile  a  l'origine  du  temps,  est 
abandonnee  a  Taction  de  la  pesanteur.  * 

On  demande  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que  pendant  le  mouve- 
ment,  le  cote  rectiligne  AB  se  deplace  parallelement  a  sa  position  initiale. 

20  La  condition  demandee  est,  en  particulier,  satisfaite  pour  une  plaque  homo- 
gene  dont  le  perimetre  est  une  demi-circonference  de  cercle. 

On  considere  une  plaque  homogerte  demi-circulaire,  dont  le  rayon  est  egal  a 
rn ;  on  suppose,  en  outre,  qu'a  l'origine  du  temps  la  plaque  est  immobile  et  fait 
avec  le  plan  horizontal  un  angle,  de  3o°.  On  demande  de  trouver,  dans  ces  hypo- 
theses particulieres,  une  limite  superieure  et  une  limite  inferieure  du  temps  qui 
s'ecoule  depuis  l'origine  jusqu'a  l'instant  oil  la  plaque  semi-circulaire  vient  co'in- 
cider  avec  le  plan  horizontal.  (Agregation,  1898.) 

3.  liquations  du  rnouvement  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  horizontal  par- 
faitement  poll.  —  On  suppose  le  corps  termine  par  une  surface  convexe  quel- 
conque  S,  definie  comme  il  suit.  Soient  Gxyz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
;ni  centre  de  gravite  :  menons  un  plan  tangent  P  a  la  surface  S  et  appelons  y,  y', 

>  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  Gzy  au  plan  P  avec  les  axes  Gxyz; 
la  distance  £  du  plan  tangent  P  au  point  G  est  une  fonction  connue  de  y,  y',  y", 
et  les  coordonnees  x,  y,  z  du  point  de  contact  sont  cgalement  des  fonctions 
connues  de  y,  y',  y"  :  par  exemple,  si  S  est  un  ellipsoi'de  ayant  des  axes  a,  b,  c 
diriges  suivant  Gxyz,  on  a  pour  £  la  valeur  \/a-y2-t- 6Jy'--+- c2y"2. 

Supposons  alors  le  corps  place  sur  un  plan  horizontal  fixe  P  et  prenons  les 
mimes  axes  fixes  G que  dans  le  cas  ou  la  surface  S  est  de  revolution  (n°  407). 

Appelons  0,  9,  -l  les  angles  d'Euler  du  triedre  Gxyz  avec  le  triedre  Gxwylz[ 
parallele  aux  axes  fixes.  Le  corps  etant  tangent  au  plan  horizontal,  la  verticale 
G  z,  esl  perpendiculaire  au  plan  tangent  et  le  ^  du  centre  de  gravite  est  une  fonc- 
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lion  connue  dcs  cosinus  y,  Y'j  Y"  ont  Pour  valeurs  sin 0  sin  9,  sinBcoso,  cosO. 
On  a  done 

do  plus,  les  coodonnees  x,  y,  z  du  point  de  contact  par  rapport  aux  axes  Gxyz 
sont  aussi  des  fonctions  connues  de  6  et  9. 

D'apres  cela  la  position  du  corps  depend  de  cinq  paramelres  I,  r0  0,  9,  <b. 

Les  seules  forces  exterieures  etant  le  poids  et  la  reaction  normale  de  gran- 
deur R  dirigee  parallelement  a  Gs„  on  a  d'abord  (mouvement  de  G) 

M  -r-f  =  0.        M  —r-  =  o,        M  -—  =  R  — 
dP  dtl       '  dt*  b 


On  appliquera  ensuite  les  equations  d'Euler  au  mouvement  relatil  autour  de  G# 
Les  seconds  membres  L,  M,  N  de  ces  equations  sont  les  moments  de  la  reaction 
par  rapport  aux  axes  Gx,  Gy,  Gz.  Or  cette  reaction  a  pour  projection  sur  ces 
axes  Ry,  Ry',  Ry"  et  est  applique  au  point  de  contact  de  coordonnees  x,y,  z. 

Done,  L,  M,  N  ont  pour  valeurs  R(y*(" — «y')>  —  x~(" )i  R(^T'  — }"{), 

ou  les  trois  parentheses  qui  multiplient  R  sont  des  fonctions  connues  de  0  et  f. 
On  a  ainsi  six  equation  pour  definir  £,  rj,  0,  9,  ^  et  Ren  fonction  du  temps.  La 
projection  horizontale  de  G  est  animee  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme. 

Ces  equations  possedent  deux  integrates  premieres  fournies  par  les  theoremes 
generaux  :  i°  forces  vives 

MC'J-+-  A/?2-+-  Bq--h  C'r-  =  —  H^C-f-  h> 

20  Dans  le  mouvement  autour  de  G  la  somme  des  momenls  cinetiques  par 
rapport  a  Gzl  est  constante 

A p  sinO  sin9  -4-  B</  sin6  COS9  -+-  O  cos6  =  k. 

4.  Comment  faut-il  modifier  les  formules  de  l'exercice  precedent  quand  le  corps 
pesant  est  limite  par  une  portion  de  surface  developpable  et  touche  alors  le  plan 
horizontal  tout  le  long  d'une  generatrice  de  cette  surface  ? 

5.  Mouvement  d'un  cone  droit  de  revolution  homogene  et  pesant  glissant  sans 
frottement  sur  un  plan  horizontal. 

Le  cdne  va  toucher  le  plan  suivant  une  generatrice  :  le  centre  de  gravite  etant 
sur  l'axe  du  cone,  on  pourra  prendre  cet  axe  pour  axe  Gz.  La  Geometrie  montre 
que  C  et  8  sont  constants  :  d'ailleurs  A  =  B.  Les  reactions  du  plan  rencontrant 
toutes  l'axe  du  cone  Gz,  on  a  /•  =  rQ;  les  theoremes  des  forces  vives  et  des  moments 
montrent  alors  que  9'  et  <]/  sont  constants.  Les  angles  9  et  6  varient  done  pro- 
portionnellement  a  t. 

6.  Trouver  le  mouvement  du  cone  de  l'exercice  precedent  eu  supposant  qu'on 
ait  fixe  sur  la  base  du  cone  deux  points  materiels  egaux  diametralement  opposes. 

Alors  A  et  B  ne  sont  plus  egaux.  On  obtient  quatre  integrales  premieres  en 
appliquant  le  theoreme  du  mouvement  du  centre  de  gravite  G,  le  theoreme  des 
forees  vives  et  celui  des  moments  par  rapport  a  G^r 

7.  Une  sphere  creuse,  pesante  et  homogene,  glisse  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal.  Un  point  M  pesant  glisse  sans  frottement  a  l'interieur  de  la  sphere. 
Mouvement  du  systeme. 
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Reponse.  —  Le  mouvemerit  du  systeme  depend  de  7  para  metres  :  2  pour  fixer  la 
position  du  centre  de  la  sphere;  3  pour  fixer  la  position  de  la  sphere  autour  de 
son  centre,  et  2  pour  fixer  la  position  du  point  mobile  sur  la  sphere. 

Remarqnons  d'abord  que  le  mouvement  de  la  sphere  autour  de  son  centre  C 
(qui  est  son  centre  de  gravite)  est  immediatement  connu.  Les  forces  qui  solli- 
citent  la  sphere,  eonsideree  comme  un  systeme  isole,  sont,  en  effet,  son  poids,  la 
reaction  du  plan  et  la  reaction  du  point  mobile,  toutes  passant  par  son  centre  C. 
D'apres  le  theoreme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  generalise,  le 
moment  total  des  quantites  de  mouvement  par  rapport  au  point  C  est  done  cons- 
tant, et  le  mouvement  de  la  sphere  autour  de  son  centre  est  une  rotation  uni- 
forme autour  d'un  axe  passant  par  C  et  fixe  dans  la  sphere  et  l'espace. 

Des  lors,  il  suffira  de  quatre  integrales  pour  achever  de  determiner  le  mouve- 
ment. Deux  integrates  sont  donnees  par  le  theoreme  du  mouvement  du  centre  de 
gravite  qui  montre  que  la  projection  horizontal e  du  centre  de  gravite  du  systeme 
est  animee  d'une  translation  rectiligne  et  uniforme. 

Rapportons  alors  le  systeme  a  trois  axes  de  directions  fixes  ayant  pour  origine 
la  protection  i<  du  centre  de  gravite  G  sur  le  plan  horizontal  qui  contient  le  centre 
de  la  sphere,  soit  (g xv  g)\,  gzx),  gzx  ctant  vertical.  Pour  etudier  le  mouvement 
par  rapport  a  ces  nouveaux  axes,  il  n'y  aura  pas  a  changer  les  forces  exterieures 
appliquees  au  systeme,  parce  que  le  nouveau  triedre  est  anime  par  rapport  a 
l'ancien  d'un  mouvement  de  translation  reetiligne  et  uniforme. 

Soient  m'  la  masse  de  la  sphere,  m  celle  du  point.  On  a,  en  designant  par  Rle 
rayon  de  la  sphere, 

CG  =  X  =      m     R.       MG  =  [J.  =    m  R. 

rrt  -t-  m  m  -+-  m 

La  position  des  deux  points  M  et  G  est  definie  par  Tangle  6  de  la  projection 
horizontale  de  CG  avec  gxx  et  Tangle  9  de  GG  avec  g  zv  Le  mouvement  du  point  C 
esl  le  memo  que  si  ce  point  etait  un  point  materiel  de  masse  m'  auquel  seraient 
appliquees  toutes  les  forces  exterieures  appliquees  a  la  sphere  (pesanteur,  reac- 
tion normale  du  plan  horizontal,  reaction  du  point  M  sur  la  sphere  dirigee  selon 
MC).  Si  Ton  applique  au  systeme  le  theoreme  des  moments  des  quantites  de 
mouvement  par  rapport  a  gzx  et  le  theoreme  des  forces  vives,  on  obtient  deux 
integrales  premieres  qui  definissent  G  et  9  en  fonction  de  t  : 

sin-  9O'  ==  const.. 
(  m'/.--^  ni  [l-  )  sin;90''J-+-  [(m'A--+-  m  u,2)  c»»s29  -+-  m  R2  sin292-]  o'" 
=  —  2  mgR  eos  9  -+-  consi . 

Si  Ton  elimine  0'  entre  ces  deux  equations,  on  a  /  en  9  par  une  quatradure. 
I'ainlevk.    Lecons    sur   l' integration    des    equations    de    la  Mecanique 
(  Hermann ).] 

8.  Mouvement  d  une  sphere  pesante  et  komogenc  glissant  sans  frottement 
sur  im  ellipsoide  de  revolution  d  un  axe  vertical  0:. 

Reponse.  —  Les  forces  exterieures  appliquees  a  la  sphere  sont  la  pesanteur  et 
la  reaction  de  I'ellipsoTde  (normale  a  la  surface)  :  ces  forces  passant,  par  le 
centre  C  de  la  sphere,  le  mouvement  de  la  sphere  autour  de  ee  poiot  est  un 
mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  tiixe  dans  l'espace  et  dans  la 
sphere. 


DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 


Quant  au  mouvenient  du  centre  dc  gravity  C,  e'est  celui  d'un  point  pesant 
mobile  sur  une  surface  de  revolution  parallele  a  l'ellipsoi'de  donnee  (n°  276).  Le 
theoreme  des  forces  vives  et  le  theoreme  des  moments  par  rapport  a  Oz  donnent 
deux  integrales  premieres  qui  determinant  le  mouvement.  (Paini.kvk,  ibid., 
p.  3i.) 

9.  Uu  corps  solide  pesant  et  bomogene  admet  un  axe  de  symetrie.  Cet  axe  a 
un  point  fixe  O,  et  il  est  assujetti  a  glisser  sans  frottement  sur  un  cercle  fixe 
horizontal  dont  le  centre  est  sur  la  verticale  de  O.  Mouvement  du  systeme. 

L'axe  de  symetrie  Oz  est  un  axe  principal  d'inertie  relativement  au  point  O. 

Soient  Ox  et  Oy  les  deux  autres  axes  principaux  d'inertie  relatifs  a  O,  Ozy 
la  verticale  du  point  0,  O^,  et  Oyx  deux  hori/ontales  rectangulaircs  fixes,  01 
la  trace  du  plan  /()./■  sur  le  plan  ylOx1. 

L'angle  z{Oz  est  constant  par  suite  des  liaisons.  La  position  du  solide  depend 
done  de  deux  parametres 

x^Ol  =  6       et       IG\r  =  9. 

Le  centre  dc  gravite  G  du  solide  est  sur  son  zl  est  constant,  et,  par  suite, 
le  travail  de  la  pesanteur  est  nul. 

Le  theoreme  des  forces  vives  et  le  theoreme  des  moments  cinetiques  par 
rapport  a  Ozi:  que  la  reaction  de  O  rencontre  et  a  laquelle  la  pesanteur  est 
parallele,  donnent  deux  integrales  premieres  du  mouvement 

A/?-+B q- -+-  C r2  —  h, 
A p  sin0osincp  -+-  Hq  sin  O0  cos  9  -h  O  cos0o  =  K. 

D'ailleurs  on  a 

p  ==  (ii'  sin  O0  sin  9,       q  =  -y  sin  O0  cos  9,       /•  —  6'  cos00-h  9'. 

Remplagant  et  eliminant  'V,  on  a  £  en  9  par  une  quadrature  (Painlev£, 
ibid.,  p.  82. ) 

10.  Un  solide  de  revolution  pesant  et  homogene  est  traverse  suivant  son  axe 
par  une  aiguille  qui  lui  est  invariablement  lice  et  dont  les  extremites  glissent 
sans  frottement  sur  deux  regies  L  et  L'  non  paralleles.  Mouvement  de  ce  corps. 

Beponse.  —  La  position  du  systeme  depend  de  deux  parametres  :  un  pour  deter- 
miner la  position  de  l'aiguille  de  longueur  constante  AB.  et  un  pour  fixer  l'orien- 
tation  du  solide  autour  de  cette  droite. 

Le  theorems  des  forces  vives  donne  une  integrale  premiere  du  mouvement. 

D'autre  part,  les  forces  exterieures  a  savoir  la  pesanteur  et  les  reactions  des 
regies,  ont  un  moment  nul  par  rapport  a  i'axe  de  revolution  AB;  si  done  on 
etudie  le  mouvement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gravite  G,  point  pour 
lequel  AB  est  axe  principal  d'inertie,  l'une  des  equations  d'Euler  montre  que  la 
composante  /•  suivant  AB  de  la  rotation  instantanee  du  solide  dans  ce  mouvement 
est  constante.  D'ou  encore  une  integrale  premiere  du  mouvement. 

Ainsi  le  mouvement  depend  de  deux  parametres,  et  Ton  en  a  deux  integrales 
premieres. 

Pour  fa  ire  le  calcul,  on  prendra  pour  axe  des  c  la  perpendiculaire  commune 
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aux  deux  droites  L  et  L';  pour  origine  le  milieu  de  leur  plus  courte  distance; 
pour  plan  des  xy  un  plan  perpend iculaire  a  O;;  pour  axes  des  x  et  des  y  les 
bissectrices  des  projections  de  L  et  L'  sur  ce  plan. 

En  appelant  0  Tangle  que  fait  avcc  0.£  la  projection  de  l'aiguille  sur  le  plan 
<les  xy,  et  Tangle  que  fait  un  plan  passant  par  l'aiguille  et  lie  au  solide  avec  le 
plan  projetant  l'aiguille  sur  le  plan  des  xy,  on  arrive  a  des  expresssions  de  la 
forme 

^  _  /  '     J  a  cos  2  0      b  sin  :>.  8  -t-  c  ^ 
J    V    a'  cosO  -f-  b'  sin  0  -t-  c'  ' 
•b  -f  0  cos  a  =  X  £  -+-  jj. , 
X  et  a  ctant  des  constantes,  et  a  designant  Tangle  constant  de  l'aiguille  avecO-c. 

Ge  qui  precede  s'applique  au  cas  ou  les  droites  L  et  L'  se  rencontrent.  II  faut 
examiner  a  part  le  cas  particulier  oil  les  deux  droites  sont  paralleles.  [Painleve, 
Legons  sur  V integration  des  equations  de  la  Mecanique  (Hermann),  p.  36; 
i8y5.] 

11.  Un  corps  solide  pesant  a  deux  de  ses  points  A  et  B  qui  glissent  sans  frotte- 
sur  deux  droites  fixes  paralleles  L  et  L'.  Mouvement  du  solide. 

Le  centre  de  gravite  G  du  solide  n'est  pas  en  general  sur  la  droite  AB,  Soit  P 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissee  de  G  sur  AB.  Le  point  P  decrit  une  droite 
parallele  a  L,  L'  et  que  nous  prenons  pour  axe  des  z.  L'axe  Ox  est  une  perpen- 
diculaire a  L  et  L',  menee  dans  le  plan  de  ces  droites. 

Les  deux  parametres  par  lesquels  on  peut  definir  la  position  du  systeme  sont  £ 
le  z  de  G  et  tL  Tangle  du  demi-plan  ABG  avec  le  demi-plan  AB^  compte  positi- 
vement,  de  droite  a  gauche  autour  de  la  direction  AB. 

Le  theoreme  du  mouvement  du  centre  de  gravite  applique  a  Oz  nous  donne  une 
premiere  integrate  du  mouvement  :  en  effet,  les  reactions  en  A  et  B  etant  nor- 
ma les  a  L  et  a  L',  on  a 

m||  =  mt 

l  en  designant  par  a,  p,  y  les  composantes  suivant  Ox,  Oy,0  z  de  la  pesanteur 
qui  s'exerce  sur  Tunitc  de  masse);  done 

Xi  ==  l  y  t2-h  Xf  -+-  p.. 

Le  theoreme  des  forces  vives  nous  fournit  une  autre  integrate  o.u  figurent 
y  .  T  et      Si  Ton  y  remplace  ^  et  £'  en  fonction  de  t,  on  trouve  que  t  s'elimine 
et  que  'l  depend  de  t  par  une  quadrature. 

On  trouve 

eV-[  A  -+-  cos2,|]  =  B  cos  6  -t-  G  sin  6  -h  h, 
'ii  designant  par  A,  1>,  C  des  constantes.  (Painleve,  ibid.,  p.  38.) 

12.  Les  exlremites  A  et  A'  d'une  barre  homogene  pesante  de  longueur  2  I  et 
de  masse  M  sont  assujetties  a  glisser  sans  frotternent  sur  deux  plans  horizontaux 
fixes  ayant  pour  equations  z  =  zh  a  :  chaque  point  de  cette  barre  est  attire  par 
1'origine. 0  proportionnellement  a  sa  masse  et  a  sa  distance.  Trouver  le  mouve- 
ment de  la  barre  et  les  reactions  des  plans. 

On  appellera  £  et  r,  les  coordonnees  du  centre  de  gravite  G  de  la  barre  dans  le 
plan  ./  Or,  0  Tangle  constant  que  fait  la  barre  avec  la  verticale,  9  Tangle  que 
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fait  la  projection  de  la  bane  sur  le  plan  xOyavec  l'axe  Oy  et  a  Tattraction  du 
point  0  sur  l'unite  de  masse  a  l'unite  de  distance. 
Chercher  la  surface  decrite  par  la  barre  quand  la  valeur  initiale  de  —  est 

egale  a  u.  (Dans  certains  cas  particuliers  cette  surface  est  un  liyperboloi'de. ) 

( Licence. ) 

13-  On  considere  un  solide  S  pesant,  ayant  la  forme  d'un  cone  droit  dont 
le  rayon  de  base  est  R.  Le  centre  de  gravite  de  ce  corps  est  situe  en  un  point  O 
de  l'axe  de  revolution  du  cone,  a  une  distance  R  de  sa  base.  L'ellipsoide  d'inertie 
du  corps  S  relatif  au  centre  de  gravite  0  est  une  sphere. 

Le  cone  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravite  0.  suppose  fixe,  et  la 
circonference  de  sa  base  est  tangente  a  un  plan  horizontal  fixe  II  situe  au-dessous 
du  point  0  a  unc  distance  R  de  ce  point. 

Etudier  le  mouvement  du  corps  S  en  supposant  que  la  circonferance  de  base 
du  cone  glisse  avec  frottement  sur  le  plan  II. 

Calculer  la  reaction  du  plan  II  et  celle  du  point  fixe  O. 

Conditions  intiales.  —  Soient  00'  la  perpendiculaire  abaissee  du  point  0  sur 
le  plan  II  et  OC  la  position  initiale  de  la  perpendiculaire  abaissee  du  point  0 

sur  la  base  du  cone  : 

A  l'epoque  t  —  o,  l'axe  instantane  de  rotation  est  situe  dans  Tangle  GOO',  et  le 
sens  de  la  rotation  initiale  est  choisi  de  telle  sorte  que  le  corps  S  appuie  sur  le 
plan  II.  ( Agregation,  iSij5.) 

14.  Imaginons  un  solide  pesant  qui  remplisse  les  conditions  suivantes  : 

i°  Le  solide  est  termine  par  une  arrete  vive  ayant  la  forme  d'un  cercle  K  de 
centre  H  et  dc  rayon  a; 

2°  Le  centre  de  gravite  G  du  corps  est  situe  sur  la  perpendiculaire  II  .3  elevre 
par  le  centre  H  au  plan  du  cercle  K  ; 

3°  L'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  centre  tie  gravite  G  est  de  revolution  autour 
de  cette  perpendiculaire  HG.Z. 

Supposons  ensuite  que  le  corps  solide  ainsi  constitue  soit  assujetti  a  rouler 
sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe  et  clierclions  les  equations  du  mou- 
vement. 

Soit  P  le  point  de  contact  du  cercle  K  avec  le  plan  fixe.  Prenons  comme  ori- 
gine  mobile  G  et  comme  triedre  de  reference  les  axes  suivants  :  i°  la  droite  G^ 
parallele  a  la  droite  PH  qui  joint  le  centre  du  cercle  K  au  point  de  contact  P; 
2°  la  droite  HG  z  normale  au  plan  du  cercle  K;  3°  la  droite  Gx  perpendiculaire 
au  plan  zGy. 

Designons  par  6  Tangle  de  G^;  et  la  verticale  ascendante  G^  et  par  'I  Tangle 
de  G  x  avec  une  horizontale  fixe.  Ces  deux  angles  determinent  la  position  du 
triedre  Gxyz. 

Pour  fixer  la  position  du  corps  solide  par  rapport  au  triedre  Gxyz,  il  suffit  de 

connaitre  Tangle  o  que  fait  un  rayon  du  cercle  K,  invariablement  lie  au  corps, 

>  > 
avec  Taxe  Gy.  La  rotation  instantanee  il  du  triedre  et  celle  du  corps  w  sont 

donnces  par  les  memes  formules  que  dans  le  cas  du  cerceau  (411.) 

En  appliquant  une  methode  identique  a  celle  de  ce  numero  et  faisant  HG  =  c, 

on  trouve  finalement  que  q  etrsont  donnees  en  fonction  de  0  par  deux  equations 
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liaeaires  et  homogenes  simultanees  du  premier  ordre,  el  que  ['elimination  de  7 
conduit  a  l'equation  lineaire 

d-r  A  dr  Ca 

-77-  -t-  cotO      -+-   (  c  cotO  —  rt  )/•  =  o, 

d<>-  'd'i     AaJ+lc1+  AC  ;  ' 

donnant  /■  en  t'onction  de  0.  En  remontant,  on  a  q  en  t'onction  dc  0. 
En  prenant  ensuite  1'equation  des  forces  vives 


A  (p--hq-)  -b  Cr-  =  —  ig  (a  sinO  -+-  c  cosO )  -4-  h. 


on  obtient  0  en  fonetion  de  I  par  une  quadrature.  (Appell,  Rendiconti  del 
('inula  Matematico  di  Palermo,  aoiit  1899.) 


On  peut,  par  une  methode  analogue,  etudier  le  mouvement  d'un  corps  pesant 
de  revolution  assujetti  a  rouler  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe.  Nous 
reviendrons  sur  ce  probleme  en  Mecanique  analytique,  comme  exemple  de  sys- 
t  ernes  non  holonomes.  On  trouvera  une  etude  detaillee  de  ce  probleme  dans 
['Opuscule  intitule  :  Les  mouvements  de  roulement  en  Dynamique  (Collection 
Scientia,  Gauthier-Villars,  editeur). 


15.  Roulement  d'une  sphere  sur  une  surface  [Routh,  Advanced  part  of  a 
Treatise  on  the  Dynamics  of  a  system  of  Rigid  Rodies  (London,  Macmillan 
and  C°  1884,  p.  ia3 ) J.  —  Soit  une  sphere  homogene  de  rayon  a  et  de  masse  1, 
assujettie  a  rouler  et  a  pivoter  sur  une  surface  donnee  et  sollicitee  par  des  forces 
qui  admettent  une  resultante  unique  passant  par  le  centre. 

Sojj  G  le  centre  de  la  sphere.  Prenons  pour  axe       la  droite  joignantle  point 
de  contact  de  la  sphere  avec  la  surface  au  point  G  et  pour  axes  Gx  et  Gy  deux 
axes  perpendiculaires  quelconques  :  le  plan  xGy  est  alors  parallele  au  plan  tan- 
gent a  la  surface  au  point  de  contact. 
> 

Appelons  V  la  vitesse  absolue  du  point  G  et  «,  t>,  w  ses  projections,  sur  les 
ixes  mobiles:  la  vitesse  V  etant  parallele  au  plan  tangent  commun  a  la  sphere  et 

a  la  surface  sur  laquelle  elle  roule,  on  a  w  =  o.  Soient,  comme  plus  haut,  £2  la 

»■ 

rotation  instunlanee  du  triedre  Gxyz  et  P,  O,  R  ses  composantes,  w  celle  de  la 
sphere  et  />,  7,  /•  ses  composantes. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  resultante  des  forces  appliquees  suivant 
G  x,Gy,G  z",  la  reaction  de  la  surface  se  compose  d'une  force  normale  dc  gran- 
deur N  dirigee  dans  le  sens  G  z  et  d'une  force  tangentielle  dont  nous  appellerons  F 
et  F'  les  composantes  suivant         et  Gy.  Designons  aussi  par  /,-  lc  ra^on  de 

\J  10 


gyration  dc  la  sphere  autour  d'un  diamctre  k 
Les  equations  du  mouvement  sont. 


5* 


du      _  a-     v         k-  _ 

dt  a2-hk-  a--\-k- 


Cos  equations  montrent  que  le  centre  de  gravite  sc  mcut  comme  le  centre  de 
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gravite  d'une  sphere  identique  assujettie  a  glisser  sans  frotlernent  sur  la  memo 
surface  et  sollicitee  :  i°  par  une  force  appliquee  en  G  et  ayant  pour  composantes, 

k2  k2 

suivant  G  x  et  G  y,  —  —  oP  /•  et  —  -aO/1;  20  par  une  force  egale  a  la  force 

J    a2-h  k2  a2-+-  k2  * 

a2 

reellement  appliquee  (X,  Y)  reduite  dans  le  rapport  -^r^-pr 

16.  Exe/nples.  —  Si  la  surface  fixe  sur  laquelle  roule  la  sphere  est  le  plan,  P 
et  Q  sont  nuls.  Si  done  une  sphere  homogene  roule  et  pivote  sur  un  plan  fixe 
sous  faction  de  forces  admettant  une  resultante  unique  qui  passe  par  son 
centre,  le  mouvement  du  centre  est  le  meme  que  si  plan  etait  parfaitement 

poli  et  les  forces  appliquees  reduites  aux  -  de  leurs  valeurs  (Routh,  loc,  ci£., 
p.  126.) 

Pour  d'autres  exemples,  nous  renverrons  au  Traite  cle  Routh  qui  contient  un 
grand  nombre  d'elegants  exercices,  notamment  le  roulement  d'une  sphere  sur  une 
sphere,  sur  un  cylindre,  sur  un  cone,  les  petites  oscillations  autour  d'une  posi- 
tion d'equilibre  stable  ou  d'un  mcuvement  stable. 

17.  Generalisation  du  probleme  du  cerveau  [  Voirle  Memoire  intitule  :  Ueber 
die  rollende  Bewegung  einer  Kreisscheibe  auf  einer  Beliebigen  Fldche  .., 
von  Woronetz  in  Kiew  (Math.  Annalen,  t.  LXVII,  1909).] 

18.  Mouvement  d'un  solide  dans  Vinterieur  duquel  ontlieu  des  rnouvernents 
cycliques  stationnaires  donnes  (Memoire  de  Silvio  Ena,  Memorie  delta  B. 
Accademia  dei  Lincei,  5C  serie,  t.  VII,  1909  p.  533.) 
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413.  Equations  du  mouvement  relatif  d'un  point.  —  Les  Equa- 
tions de  Lagrange  permettent,  comme  ont  l'a  vu,  de  trouver  le 
mouvement  relatif  d'un  point  par  rapport  a  un  systeme  anime 
d'un  mouvement  connu  (nos  259,  263.  282),  et  nous  verrons  plus 
loin  que  ces  memes  equations  s'appliquent  au  mouvement  relatif 
des  systemes  holonomes  Une  th^orie  particuliere  du  mouvement 
relatif  n'est  done  pas  indispensable;  neanmoins,  a  cause  de  l'im- 
portance  de  la  question,  nous  la  traiterons  directement. 

Le  probleme  se  pose  comme  il  suit :  soient  un  systeme  de  forme 
invariable,  S,  anime  d'un  mouvement  connu  et  un  point  materiel  m 
sollicite  par  certaines  forces;  trouver  le  mouvement  relatif  de  ce 
point  par  rapport  au  systeme  S  qu'on  appelle  systeme  de  corn- 
par  aison.  Pour  definir  le  mouvement  du  systeme  de  compa- 
raison  S,  il  suffit,  comme  nous  l'avons  fait  en  Cinematique  (n°  45), 
de  definir  le  mouvement  de  trois  axes  Oxyz  invariablement  lies  a 
ce  systeme.  Le  point  m  possede  a  chaque  instant,  une  vitesse 

absolue  V„.  une  vitesse  relative  Vr  par  rapport  au  systeme  de 

comparaison,  et  une  vitesse  d'entrainement  Ve;  entre  ces  trois 
vecteurs  a  lieu  la  relation  geometrique 

>     >  > 

va=vr+ve. 

Pour  les  accelerations,  on  a  une  formule  analogue  avec  un 

terme  de  plus  :  soient  J„  l'acccleration  absolue,  l'acceleralion 

,  -> 
relative,  .),.  ['acceleration  d'entrainement  et  J'  un  certain  vecteur 
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appele  acceleration  complcmentaire;  on  a  l^galite  g^ometrique 

(n°  59) 

(1)  j«  =  Tr-h  h  -+-  y. 

Cos  resultats  etant  rappeles,  venons  au  probleme  qui  nous 

4- 

occupe  actuelleinenl.  La  resultante  F  des  forces  agissant  sur  le 

point  m  est  egale  a  ['acceleration  absolue  Jn  du  point  multiplied 
par  la  masse  m.  On  a  done,  d'apres  (i),  la  nouvelle  egalite  geome- 
trique 

(2)  F  =  mJr  +  /rc  Je-K*»  J', 
d'ou 

>     v        ->-  -> 

(3)  mJr=  F  —  mJ,. —  mi', 

Gette  egalite"  geometrique  se  traduit  algebriquement  par  trois 
equations  obtenues  en  projetant  les  vecteurs  considers  sur  les 
axes  mobiles;  on  obtient  ainsi  ce  qu'on  appelle  les  equations  du 

mouvement  relatif.  Les  projections  de  J,  sur  les  axes  mobiles 

d^  oc    d~  %'    d^  z 

Oxyz  sont  -^~r>  ~dr'>  ~dp  )  nous  appellerons  X,  Y,  Z  celles  de  la 

->- 

force  F,  (J6>).,,  (J<?)/>  (Je.)s  celles  de  Pacceleration  d'entraine- 
ment  5e,  J'r,  3';  J  ,,  celles  de  J'.  On  a  alors  les  trois  e"qations 

i  Ul~d^  —  ^ —  ^(Je).r —      J  .'  ? 

(4)  '  m  ~dt*  ~  ^  —  m(Je)y — miy, 
ill  ~~JJT  —  'J  —  m\*e)z —  miz. 

Les  projections  de  Je  et  J'  sont  connues,  car  on  connait  le  mon- 
vement  du  systeme  de  comparaison  S  ou  mouvement  d'entraine- 
ment. 

Par  ^integration  des  equations  differentielles  (4)  on  obtiendra 
x,  y,  z  en  fonction  de  t,  e'est-a-dire  les  equations  du  mouvement 
relatif  cherch^  sous  forme  finie. 

Pour  rappeler  la  forme  des  Equations  differentielles  (4)  on  donne 

>  ->  Jjjl 

des  noms  aux  deux  vecteurs  — mJe  et  — mJ'  dont  les  projec- 
tions figurent  dans  ces  equations. 


CHAPITRE  XXII.   —  MOUVEMENT  RELATIF.  269 

On  appelle  force  centrifuge  on  encore  force  d'inertie  d'en- 

trainement  le  vecteur  — mSe  6gal  el  oppose  au  produit  de 
l'acceleration  d'entrainement  par  la  masse,  et  force  centrifuge 

composee  le  vecteur  — m J'  6 gal  et  oppose  an  produit  de  l'acce- 
leration  complementaire  par  la  masse. 

En  resume  :  Les  equations  du  mouvement  relatif  d'un  point, 
par  rapport  aux  axes  mobiles  Oxyz,  sont  les  memes  que  si  ces 
(i. res  etaient  fixes  et  si  Con  ajoutait  aux  forces  qui  agissent 
reellement  sur  le  mobile  deux  forces  fictives,  la  force  centri- 
fuge (ou  force  d'inertie  d  entrainement)  et  la  force  centrifuge 
composee. 

La  definition  geomElrique  de  la  force  centrifuge  composed 

*" 

—  mJ'  requite  immediatement  de  celle  de  J'.  Les  projections 

—  mJ'j,,  —  mJ'r,  —  mJ'„  de  cette  force  sont.  d'apres  les  valeurs 
donnees  pour  les  projections  J',.,  J'v,  Jl  (n°  59), 

dz        dy\  (   dx  dz 

l  —im  \q 

(5) 


q  dt     r  dt }  '  ~"~  V  dt     r  dt 


*m\Pdt-qdtr 


oii  /?,  q,  r  sont  les  projections  sur  Oxyz  de  la  rotation  instan- 
tanee  w  du  systeme  de  comparaison. 

414.  Force  vive  relative.  —  On  peut  evidemment  faire  sur  les 
equations  (4)  toutes  les  combinaisons  analjtiques  employees  dans 
I'etude  du  mouvement  absolu. 

Par  exemple,  on  formera  une  combinaison  analogue  a  celle  qui 
conduit  au  theoreme  des  forces  vives,  en  multipliant  ces  Equa- 
tions (4)  respectivement  par  dx,  dy,  dz  et  ajoutant.  Dans  cette 
combinaison  les  termes  provenant  de  la  force  centrifuge  composee 
disparaissent,  comme  il  resulte  des  expressions  (5),  et  Ton  obtient 
1'equation 

—  -  -  =  X  dx  ■+-  Y  dy  -+-  A  dz  —  /n(3ff),vdx  —  m(le)ydy  -  mfie)zdz. 


La  di I) erentielle  de  la  demi-force  vive  relative  est  done 
igale  au  travail  elementaire  des  forces  applique'es  au  point  et 
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de  la  force  centrifuge.  Le  fait  que  le  travail  de  la  force  centrifuge 
composee  est  nul  r^sulte  g6ometriquement  de  ce  que  cette  force, 

etant  norinale  a  la  vitesse  relative  V, ,  est  normale  au  deplacement 
relalif  dx,  dy.  dz. 

415.  Equilibre  relatif.  —  On  aura  les  equations  de  l'equilibre 

relatif  en  supposant  dans  les  equations  prec^dentes         T/^"  '^TF 

,  dx    dy    dz  ,  "t,  . 

nuls,  ainsi  que  ^5  ^-->  -ft  \  en  consequence,  J  sera  nul,  ct  Ion 

aura 

X  —  m(Je)x=o,       Y  —  m(Je)y  =  o,       Z  —  ra(.J,.)-  =  o, 

on  oblient  done  les  equations  de  l'equilibre  relatif  en  ecrivant  (rue 

la  force  F  fait  equilibre  a  la  force  centrifuge. 

Un  point  x,  y,  z  satisfaisant  a  ces  trois  relations  est  toujours 
une  position  d'^quilibre  relatif,  car,  si  Ton  y  place  le  mobile,  sans 
vitesse  initiate  relative,  des  trois  forces  dont  deux  fictives,  qu'on 
peut  considerer  cotnme  produisant  le  mouvement  relatif,  l'une,  la 
force  centrifuge  composee,  est  nulle  puisque  la  vitesse  relative  est 
nulle,  et  les  deux  autres  se  font  equilibre;  le  point  restera  done 
au  repos  relatif. 

Application.  —  Position  d'equilibre  relatif  d'un  point  pesant  pouvant 
glisser  sans  frottement  sur  une  courbe  plane  G  tournant  autour  d'un  axe 
vertical  Oz  de  son  plan  avec  une  vitesse  angulaire  constante  10. 
'  Nous  compterons  positivement  les  z  de  bas  en  haut. 

Les  forces  agissant  reellement  sur  le  point  considere  m  sont  :  son  poids 

>  -> 
nig  et  la  reaction  normale  N.  Pour  avoir  les  conditions  d'equilibre  relatif, 

nous  pouvons  regarder  la  courbe  C  comme  fixe  et  ecrire  qu'il  y  a  equilibre 

entre  ces  deux  forces  et  la  force  centrifuge  <I>. 

Pour  calculer  cette  derniere,  nous  considererons  le  point  geometrique 
du  systeme  de  comparaison,  e'est-a-dire  de  la  courbe  G,  coincidant  avec  m  : 
dans  le  mouvement  d'entrainement,  ce  point  decrit  le  parallele  de  rayon 
p  ==  Pm;  son  acceleration  a  pour  grandeur  <o-p  et  est  diri^ee  de  m  vers  P; 

la  force  centrifuge  $  aura  done  pour  valeur  mw-p  et  sera  diri^ee  suivant 
le  prolongement  de  Pm.  Pour  qu'il  ait  equilibre.  il  faut  et  il  suflit  que  les 

forces  4>  et  m  aient  une  resultante  K  normale  a  la  courbe.  Les  triangles 
semblables  mPQ,  m(I>R  donnent 
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Les  positions  d'equilibre  sont  done  les  points  de  la  courbe  ou  la  sous- 
normale  est  egale  a  ~y  le  pied  de  la  normale  etant  situe  au-dessus  du 


point  P.  Si  au  point  A,*ou  p  est  nul,  la  tangente  est  horizontale,  ce  point 
est  une  position  d'equilibre  quelle  que  soit  la  vitesse  de  rotation. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  donnee  soit  une  parabole  d'axe 
vertical  tournant  autour  de  cet  axe;  le  sommet  est  la  seule  position 

•  Or 

d'equilibre  relatif.  a  moins  que  le  parametre  de  la  parabole  soit  egal  a  —  > 

to2 

auquel  cas  tous  les  points  de  la  parabole  repondent  a  la  question.  De  la 
resulte  que  la  surface  libre  d'un  liquide  anime  d'un  mouvement  de  rotation 
uniforme  autour  d'un  axe  vertical  est  un  paraboloide  de  revolution,  puis- 
qu'on  pent  assimiler  une  molecule  liquide  de  la  surface  a  un  point  materiel 
pesant  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  la  meridienne. 


Fig.  245. 


Si  la  courbe  donnee  est  une  circonfe'rence  de  rayon  R  ayant  {Jig.  245,  II) 
son  centre  Q  sur  I'axe  de  rotation,  la  condition  d'equilibre  devient 
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Pour  qu'il  existe  une  position  d'equilibre  difTerente  de  A,  il  faut  done 

M 

que  to  soit  superieur  a  1/  °f  •  Lorsque  o)  croit,  a  augmente  constamment 

et  tend  vers       Ces  resultats  donnent  la  theorie  sommaire  du  regulateur 

de  Watt  dans  les  machines  a  vapeur. 

Si  la  courbe  donnee  est  une  circonference  de  rayon  R  dont  le  centre  G  n'est 

plus  sur  l'axe  de  rotation,  il  peut  y  avoir  deux  ou  quatre  positions  d'equi- 

libre.  Proposant  la  solution  analytique  comme  exercice,  nous  nous  borne- 

rons  a  la  remarque  suivante  {fig.  245,  III)  :  Soient  m  une  position  d'equi- 

'  g' 
libre,  QP  la  sous-normale  correspondante  egale  a      >  O  la  projection  du 


z 

% 

I 

H 

L 

(III) 

Fig.  245. 


centre  C  sur  l'axe  de  rotation  Oz.  Menons  la  droite  OE  egale  et  parallele 
a  Qm  et  prenons  OD  =  QG,  DE  =  Cm  =  R.  L'axe  EF,  mene  par  E  per- 

pendiculairement  a  Os,  occupe  une  position  connue,  car  OF  ==  OP  = 

l'axe  GDH  occupe  egalement  une  position  connue,  car  il  est  parallele  O^; 
d'ailleurs  DE  ==  R.  La  droite  DE  est  done  une  droite  de  longueur  R  passant 
par  un  point  donne  O  et  dont  les  extremites  E  et  D  s'appuient  sur  deux 
axes  rectangulaires  donnes  GH  et  FE.  Pour  trouver  la  position  d'equilibre 
on  est  done  ramene  a  ce  probleme  de  Geometrie  :  par  un  point  0  mener 
une  droite  sur  laquelle  les  deux  axes  fixes  CH  et  FE  interceptent  une 
longueur  egale  a  R;  le  rayon  Cm  est  parallele  a  cette  droite.  On  sait  que 
ce  probleme  de  Geometrie  admet  deux  ou  quatre  solutions,  suivant  que  le 
point  O  est  a  Pexterieur  ou  a  l'interieur  de  repicycloide  obtenue  en  pre- 
nant  l'enveloppe  des  droites  de  longueur  R  dont  les  extremites  glissent 
sur  les  deux  axes  CH  et  FE.  Cette  remarque  a  ete  tiree  par  M.  Gilbert 
des  equations  d'equilibre  [Application  des  equations  de  Lagrange  au 
mouvement  relatif  {Annates  de  la  Societe  scientifique  de  Bruxelles, 
1 883)]. 


Remarque.  —  Si  l'on  voulait  chercher  le  mouvement  du  point  sur  la 
courbe  mobile,  il  suffirait  d'appliquer  le  theoreme  des  forces  vives  au 
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niouveinent  relatif,  en  remarquant  que  le  travail  elementaire  du  poids  est 

—  mg  dz,  celui  de  la  force  centrifuge  (I>,  moi-p  dp  et  celui  de  la  force  cen 
trifuge  composee,  o.  On  aurait  alors  Pintegrale  des  forces  vives. 

mv).  =  —  2  mgz  ■+-  m  to2  p-  h-  // . 

Les  positions  d'equilibre  relatif  s'obtiennent  en  cherchant  les  positions 
du  mobile  pour  lesquelles  la  fonction  des  forces  du  second  membre  est 
maximum  ou  mimimum  ;  a  un  maximum  de  cette  fonction  correspond  une 
position  d'equilibre  stable.  On  verifiera  ainsi  que,  dans  le  cas  d'un  cercle 
tournant  autour  d'un  axe  passant  par  son  centre,  la  position  d'equilibre  A 
{fig.  245,  II )  est  stable  quand  elle  existe  seule ;  elle  est  instable  quand  la 
position  Om  existe;  cette  derniere  est  alors  stable. 

4d(5.  Mouvement  relatif  par  rapport  a  des  axes  animes  d'un  mou- 
vement  de  translation.  —  Lorsque  le  systeme  des  axes  mobiles 
Oxyz  est  anime  d'un  mouvement  de  translation,  la  rotation  instan- 

tanee  go  de  ce  svsleme  est  nulle,  la  force  centrifuge  composee  est 
done  nulle,  et  il  suffit,  pour  ecrire  les  equations  du  mouvement 
relatif,  d'ajouter  aux  forces  agissant  reellement  sur  le  point  la 
torce  centrifuge.  Pour  determiner  cette  derniere.  remarquons  que 
tous  les  points  du  systeme  de  comparaison  ont  la  meme  accelera- 
tion; l'acceleration  d'entrainement  est  done,  quelle  que  soit  la 

position  du  mobile,  egale  a  Facceleration  J  de  l'origine  mobile. 
Si  le  mouvement  de  translation  des  axes  mobiles  est  rectiligne  et 

uniforme,  la  force  centrifuge  est  nulle  aussi,  car  J  est  nul. 

Exemple  :  Mouvement  cVune  planete  autour  du  Soleil.  —  Soient  S 
et  P  le  Soleil  et  une  planete,  M  et  m  leurs  masses,  /•  leur  distance;  Pattra- 

tion  des  deux  corps  a  pour  grandeur  F  =  F'=  -  ^p—  •  Gherchons  le  mou- 
vement de  la  planete  par  rapport  a  des  axes  S.ryz  de  directions  fixes 
mentis  par  S.  Ges  axes  etant  animes  d'un  mouvement  de  translation, 

l'acceleration  d'entrainement  J,,  de  P,  est  a  cbaque  instant,  egale  a  l'acce- 
li  ration  de  l'origine  mobile  S  :  la  grandeur  de  Je  (;st  done  i  =        et  sa 
direction  le  prolongement  de  SP.  La  force  centrifuge  *I»  qu  il  taut  ajouter 
I'attraction  F'  de  S  sur  P  est  done  dirigee  suivant  PS  est  egale  a/— • 

wvKi.u.  —  Traiti  tic  Mecanique.  11.  l,s 
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Cette  force  composee  avec  F'  donne  la  resultante  de  grandeur 
/Mm      fm-  _  fm(M  -+-  m) 


Fig.  24G. 


Le  rnouvement  relatif  est  done  le  raeme  que  si  le  soleil  S  etait  fixe,  mais 
avait  une  masse  M  +  /«(n°  235). 

417.  Exercice.  Mouvement  relatif  dun  point  pesant  assujetti  a 
rester  sur  un  plan  incline  P  parfaitement  poli  qui  tourne  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  oj  autour  d  une  verticale.  —  Prenons  pour 
axe  des  z  l'axe  de  rotation  vers  le  haut,  pour  origine  O  le  point  ou  cetle 
droite  perce  le  plan,  pour  axe  Ox  Thorizontale  du  plan  et  pour  axe  O  r 
une  perpendiculaire  au  plan  xOz.  Le  triedre  Oxyz  tourne  done  autour 
de  0,s  avec  la  vitesse  o>;  les  valeurs  de  /?,  q1  r  sont  o,  o,  co  :  p  designant 
la  distance  du  mobile  a  l'axe  Oz,  la  force  centrifuge  est  mco2p,  et  ses  pro- 
jections sur  les  axes  Oxyz  sont  moi-x,  mw2jr,  o.  Soient  i  l'inclinaison  du 


Fig.  247. 


plan  sur  l'horizon,  mN  sa  reaction  normale  de  mesure  N  comptee  positi- 
vement  au-dessus  du  plan;  les  equations  du  mouvement  relatif  sont,  en 
designant  par  des  accents  les  derivees  de  x,  y,  z  par  rapport  a  t  : 

x"=  OJ-X  -h  2  0)j', 

y"  =  ui*y  —  N  sin  i  —  2  to  x\       z"  —  ^  cos  i  —  g. 
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Eliminons  N  et  remplacons  s  par  y  tang  i  (equation  du  plan  P);  il 
vient 

y'"  =z  to2  j-  cos2  i  —  g  sin  i  cos  i  —  2  oj x  cos2  e. 

Les  variables  .retysont  done donnees  en  fonction  de  t  par  deux  equations 
lineaires  a  coefficients  constants  qu'on  integre  en  faisant 

Or 

x  =  A  ekt,        y  —  A  X  ekl  -+-  tang?, 

A  etant  une  Constance  arbitraire,  k  et  a  verifiant  les  conditions 
k-  —  co2 


2  k  co 


A- 1  —  (i  —  3  cos2  i )  k-  w2  -+-  to4  cos2  i  =  o. 


Cette  equation  admet  quatre  racines  ±a,  ±j3  deux  a  deux  egales  et  de 
signes  contraires  :  A2  sera  reel  quand  cos2t<-«  Les  integrates  sont  alors 
de  la  forme 

x  =  A  <?*'-+-  A,  e-a'H-  B  eP'-f-  B,  e~^', 

Y  =      tangi'-h  a"~(°"iAe»f-A|  ;j~  —  (B  eP*—  Bj  e~^>. 

^       oj2  2  aw  2  pto 

Nous  renverrons  pour  une  discussion  detaillee  au  Recueil  cV Exercices 
sur  la  Mecanique  rationnelle,  par  de  Saint-Germain  ( Gauthier-Villars), 
p.  362.  Le  point  x  =  o,  w-y  cos i  = —  g  sin i  est  une  position  d'equilibre 
relatif. 


II.  —  MOUVEMENT  ET  EQUILIBRE  RELATIFS 
DES  SYSTfiMES. 

-il8.  Generalites.  —  Pour  obtenir  les  equations  du  mouvement 
relatif  dun  svsteme  par  rapport  a  des  axes  Oxyz  animes  d'un  mou- 
vement connu,  on  peut,  d'apres  ce  qui  precede,  regarder  les  axes 
mobiles  com  me  fixes,  a  condition  d'ajouter  aux  forces  qui  agissent 

sur  chaque  point  rn  du  systeme  la  force  centrifuge  —  m  Je  et  la 

■>-  . 
lorce  centrifuge  composee  —  m  J'.  Lorsqu'on  applique  le  theo- 
reme des  forces  vives  a  ce  mouvement  relatif,  le  travail  des  forces 
centrifuges  composees  estnui. 


H9.  Mouvement  d'un  systeme  autour  de  son  centre  de  gravite. 
Theoreme  des  moments;  theoreme  des  forces  vives.  —  [maginons  un 
systeme  en  mouvement  dans  lequeJ  le  centre  de  gravite  G  a  une  aecelera- 
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tion  J  ;  etudions  le  mouvemenl  relatif  du  systeme  par  rapport  a  des  axes  Gx' , 
Gy'  Gz  de  directions  fixes,  menees  par  G.  Tous  les  points  invariablement 
lies  aux  axes  mobiles  ont,  a  chaque  instant,  la  merne  acceleration  d'entrai- 

nement.  egale  a  J  ;  nous  appellerons  a,  b,  c  les  projections  de  J  sur  les  axes 
mobiles.  Pour  etudier  le  mouvement  relatif,  on  pourra  regarder  ces  axes  mo- 
biles comme  fixes,  a  condition  d'ajouter  aux  forces  interieures  et  exterieures 

agissant  sur  chaque  point  m  du  systeme  la  seule  force  centrifuge  —  mi  de 
projections  —  ma,  —  mb,  —  mc  :  la  force  centrifuge  composee  est  nulle 
(n°  416).  On  a  alors,  en  appliquant  au  mouvement  relatif  le  theoreme  des 
moments  cinetiques  et  employant  les  notations  du  n°  350, 

d        I     dy1  dx'  \ 


Fig.  248. 


le  centre  de  gravite  etant  a  1'origine  mobile,  la  derniere  somme  est  nulle, 
car  on  a,  par  exemple,  S  mbx'  =  mx'  =  o.  Done  le  theoreme  des 
moments  cinetiques  s'applique  au  mouvement  relatif  d'un  systeme  autour 
du  centre  de  gravite,  comme  nous  l'avons  demontre  autrement  (n°  350). 
Appliquons  de  meme  le  theoreme  des  forces  vives  au  mouvement  relatif 
par  rapport  aux  axes  Gx'y'z',  en  regardant  res  axes  comme  fixes  et 
introduisant  les  forces  centrifuges;  nous  aurons 

d^jrw±  _     SS(Xi^'-+-  Y^'h-  Ztdz') 

+  2X(X(,(/x'  +  Yc  dy'  -4-  1e  dz  )  —  S  m(a  dx  -h  b  dy'  -+-  c  dz). 


La  derniere  somme  est  encore  nulle,  car  Zmdx'.  Zmdy,  Zmdz'  sont 
nuls.  On  voit  ainsi  que  Ton  peut  appliquer  le  theoreme  des  forces  vives  au 
mouvement  relatif  autour  de  G,  sans  tenir  compte  des  forces  fictives;  c^st 
ce  que  nous  avons  deja  demontre  (n°  351). 

420.  Exemple  de  mouvement  relatif.  —  Les  extremites  d'une  barre 
homogene  pesante  de  longueur  il  sont  assujetties  a  glisser  sans  frottement, 
l'une  A  sur  un  axe  horizontal  Ox,  l'autre  B  sur  un  axe  vertical  Oy.  Trouver 
le  mouvement  de  la  barre  en  supposant  que  le  systeme  x  Oy  tourne  autour 
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de  Oy  avec  une  vitesse  angulaire  constanle  u).  (Kouth,  Rigid  Dynamics, 
Elementary  Part.  p.  343.) 

Les  forces  appliquees  a  la  barre  sont  le  poids  M#  applique  au  milieu  G 
et  les  reactions  normales  des  axes  Ox  et  Oy.  Pour  trouver  le  mouvement 
relatif  de  la  barre  par  rapport  a  ces  axes,  on  peut  les  regarder  comme 

-> 

lixes,  a  condition  d'appliquer  a  chaque  point  m  la  force  centrifuge  (IJ  et  la 

force  centrifuge  composee  <I>'.  Nous  appliquerons  ensuite  au  mouvement 
relatif  le  theoreme  des  forces  vives,  en  nous  rappelant  que  le  travail  des 
forces  centrifuges  composees  est  nul,  et  en  remarquant,  que,  dans  le  depla- 
cement  relatif,  les  travaux  des  reactions  sont  nuls.  Appelons  M/c2  le  moment 
d'inertie  de  la  barre  par  rapport  au  point  G,  0  l'angle  qu'elle  fait  avec  Ox, 
de  sorte  que  les  coordonnees  £  et  r\  du  centre  de  gravite  sont  /cosO  et 
/  sin  8.  D'apres  le  theoreme  de  Kcenig,  la  force  vive  relative  de  la  barre  est 
\l/'-0'2-f-  MA"20'-,  0'  designant  la  derivee  de  0  par  rapport  a  t.  Le  travail 
elementaire  du  poids  est  Mgdv\,  e'est-a-dire  [\i«°7cosG  70.  Enfin  la  force 


A 


Fig.  249. 


centrifuge  *I>,  appliquee  au  point  m  d'abscisse  x,  est  parallele  a-. Ox  et  a 
pour  valeur  mu-x]  son  travail  elementaire  est  mui-xdx;  si  done  on 
designe  par  p  la  distance  Bm,  on  a  x  =  p  cosO,  et  quand  la  barre  glisse, 
dx  —  — p  sin  0  70;  d'ou,  pour  moi-xdx,  la  valeur 

—  m  co2 p-  sin  6  cos  6  70. 

D'apres  cela,  la  somme  des  travaux  elementaires  des  forces  centrifuges  est 
— 2  mp2oj'2sin  0  cosO  70  ;  comme  I,mp-  est  le  moment  d'inertie  de  la  barre 
par  rapport  au  point  B,  moment  egal  a  Mk--\-  Ml-,  on  a,  pour  la  somme 
des  travaux  des  forces  centrifuges,  —  M(  k-  -+-  I-  )oj2  sin  0  cos  0  70.  Inequation 
des  forces  vives  est  done,  en  remarquant  que,  pour  une  barre  homogene, 

k-  —  ^  j  et  divisant  j)ar  M, 

(1)  7^  8'2  =  ^7cos0  70  —  [~-^-  sin  0  cos 0  70, 

qui  donne  immcdiatement  0' en  fonction  de  0  par  une  quadrature.  En  sup- 
po-iiiit.  j)our  simplifies  que  0'  soit  nul  pour  0  =  0o,  on  aura 

{%)  0'2  =  w2(sin0  —  sinOo)  (77^7,  —  sin0  —  sin0o)>  " 
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d'ou  Ton  tire  t  en  fonction  de  sin  fJ  par  une  integrale  elliptique  de  premiere 
espece  et  sinO  en  fonction  elliptique  de  t.  Dans  la  discussion,  il  faut 
remarquer  que  sin8  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  rendant  le  second 
membre  positif. 

Equilibre  relatif.  —  En  divisant  par  dt  Fequation  de  mouvement  ( i )  et 
effectuant,  on  a 

d-§  n     N.    .   •       _  '  r; 

(3)  =       cosO  —  oj2  sinO  cosO. 

On  obtient  les  positions  d'equilibre  relatif  en  egalant  le  second  membre  a 
zero.  On  a  ainsi  cos  0  =o  qui  donne  la  position  verticale,  puis 

4  /a)2  sin  0  =  3^- 

qui  ne  donne  une  valeur  de  0  que  si  to  est  suffisamment  grand.  Pour  nous 
rendre  compte  de  la  stabilite,  appelons  a  la  valeur  de  0  correspondant  a 
une  de  ces  deux  positions,  et  faisons  8  =  a  -f-  ©,  ou  9  est  tres  petit.  Nous 
aurons  alors,  en  substituant  et  developpant  le  second  membre  suivant  les 
puissances  de  o,  en  negligeant  les  puissances  superieures, 


(4)  _t=_^T7„„a  +  ^coS2a 

3  "■ 

Si  la  quantite  n  —  ~~  sina  -+-  oj2cos?.a  est  positive,  la  position  d'equilibre 

4  ' 

correspond  a  0  =  a  est  stable,   et  la  duree  des  oscillations  infiniment 

2  7Z 

petites  autour  de  cette  position  est-1—;  si  cette  quantite  est  negative, 
Pequilibre  est  instable.  On  verifiera  que,  quand  la  position  d'equilibre  ver- 
ticale  =  —  j  existe  seule,  elle  est  stable;  quand  la  position  d'equilibre 
oblique  existe  aussi,  c'est  elle  qui  est  stable,  et  la  verticale,  instable. 

3  cr 

Le  cas  intermediaire,  ou  ■  y    ■  serait  egal  a  i,  merite  une  attention  parti- 

4 1  (o- 

culiere.  Alors  les  deux  positions  d'equilibre  se  confondent  avec  la  ver- 
ticale; si  Ton  fait  encore  6  =  —  -+-  9,  9  etant  suppose  infiniment  petit,  les 

termes  en  9  disparaissent,  et  Ton  a,  en  ne  gardant  que  les  premiers 

termes, 

fit-  ~       2  r' 

L'equilibre  est  done  stable,  car  9  tend  a  diminuer  en  \aleur  absolue. 
L'angle  9  est  alors  donne  en  fonction  de  t  par  une  fonction  elliptique. 

La  barre  etant  abandonnee  sans  vitesse  dans  une  position  correspondant 
a  9  ==  90  (90  infiniment  petit),  le  temps  qu'elle  met  a  revenir  dans  la  ver- 
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ticale  est  en  raison  inverse  de  I'amplitude  ©0>  comme  on  le  verifiera  sans 
peine. 

'ril.  Corps  solide.  —  Cas  particulier  dans  lequel  les  forces  centri- 
fuges out  une  result  ante  unique,  —  Quand  le  systeme  mobile  est  un 
corps  solide,  les  forces  centrifuges  se  composent,  en  general,  en  une 
force  et  un  couple;  les  forces  centrifuges  composees  egalement.  Resal 
{Annates  des  Mines,  1 853 )  et  Gilbert  (Annates  de  la  Societe  scien- 
tifique  de  Bruxelles,  1878)  ont  donne  divers  theoremes  ponr  la  reduc- 
tion de  ces  forces.  Voici  un  cas  ou  les  forces  centrifuges  ont  une  resultante 
unique. 

Supposons  que  le  mouvement  des  axes  mobiles  Oxyz,  par  rapport  auxquels 
on  cherche  le  mouvement  relatif  d'un  solide,  soit  une  rotation  de  vitesse 
angulaire  constante  to  autour  d'un  axe  fixe  AB,  et  supposons,  en  outre, 
que  la  parallele  G:',  menee  par  le  centre  de  gravite  G  a  l'axe  de  rotation, 


B 

P 

r' 

G' 

A 

Fig.  25o. 

soit  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  G.  Alors  les  forces  centri- 
fuges ont  une  resultante  unique,  egale  a  la  force  centrifuge  qu'aurait  la 
masse  totale  concentree  en  G. 

En  eflfet,  prenons  G  z'  comme  axe  avec  deux  axes  perpendiculaires  Gx', 
<  ■  r  .  et  soient  x'  =  a,  y'  =  b  les  equations  de  l'axe  AB. 

La  force  centrifuge  $  appliquee  a  un  point  m  a  pour  grandeur 

$  =  ni  to2  mp. 

on  mp  e-t  la  distance  du  point  a  l'axe  AB;  ses  projections  sont 
mo)-(x' — a),    moi-(y — b),  o. 
I, a  resultante  generale  de  toutes  ces  forces  a  done  pour  projections 
Emu>2  ('a?' — a),    Smw2(/ — b),  o, 

ou 

—  Mo2  a,    — M  <»'-/;,  o, 
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car  Z/nx  .  *Lmy'  sont  nuls.  Le  moment  resultant  de  toutes  ces  force-  a 
pour  projections 

—  2,  mm- z' {y' — b),    2  m w2 z  (x  — a),    I,moi2(ay' — bx'), 

quantites  qui  sont  toutes  nulles  parce  que  l'axe  Gz'  est  principal  pour  G. 
Les  forces  centrifuges  ont  done  une  resultante  appliquee  en  G  ayant  pour 
project  ions 

—  Mo)2a,    —Mo)-b,  o; 

e'est  une  force  egale  a  Mo)2GG'  dirigee  suivant  G'G  en  appelant  G'  la  pro- 
jection de  G  sur  l'axe  AIJ. 

422.  Bicyclettes.  —  Nous  empruntons  a  Tinteressant  Ouvrage  de 
G.  Bourlet  (Traite  des  bicycles  et  bicyclettes,  Gauthier-Villars)  1'appli- 
cation  suivante  de  la  theorie  de  1'equilibre  relatif.  La  piece  principale 


/ 

/ 


/ 

/ 

Fig.  25 i. 


d'une  bicyclette,  celle  a  laquelle  toutes  les  autres  sont  iixees,  est  le  cadre. 
qui  affecte  generalement  la  forme  d'un  pentagone  rigide  RQEIS  {Jig. 
A  l'arriere  du  cadre  en  R  est  fixe  l'axe  de  la  roue  fixe  F.  En  avant,  le 
cadre  est  muni  d'une  douille  EI  dans  laquelle  passe  le  tube'de  direction. 
Le  tube  de  direction  est  termine  en  bas,  a  la  sortie  de  la  douille,  par  une 
fourche  EB'  dans  laquelle  passe  la  roue  directrice  D  dont  l'axe  est  fixe  a 
cette  fourche  en  B'.  A  la  sortie  superieure  de  la  douille,  le  tube  de  direc- 
tion porte  le  guidon  qui  est  un  tube  G,  sensiblement  horizontal,  ter- 
mine par  deux  poignees  que  le  cycliste  tient  dans  ses  mains.  Le  cycliste  est 
assis  sur  la  selle  S,  fixee  au  cadre  dans  la  partie  moyenne  superieure.  Le 
cadre  de  la  machine  presente  un  plan  de  symetrie  qui  contient  l'axe  de  la 
douille  EI,  le  centre  de  la  selle  S  et  le  centre  R  de  la  roue  fixe  F.  Ge  plan 
est  appele  plan  moyen.  Appelons  plan  d'une  roue  le  plan  perpendiculaire 
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a  l'axe  de  la  roue  en  son  milieu  :  le  plan  de  la  roue  fixe  coincide  toujours 
avec  le  plan  moyen;  le  plan  de  la  roue  directrice  est  variable  par  rapport  au 
plan  moyen,  et,  lorsqu'il  coincide  avec  lui,  les  deux  poignees  sont  a  egale 
distance  du  plan  moyen  qui  est  alors  un  plan  de  symetrie  pour  l'appareil, 
abstraction  faite  de  la  chaine  et  des  engrenages  dont  la  masse  est  negli- 
gible dans  une  premiere  approximation. 

Appelons  A  et  B  les  points  de  contact  des  deux  roues  avec  le  sol;  nous 
supposons  que  l'axe  xy  du  tube  de  direction  passe  par  le  point  de  contact  B 
de  la  roue  directrice;  alors  le  point  B  est  un  point  fixe  du  plan  moyen,  la 
droite  AB  a  une  longueur  constante  independante  de  l'orientation  de  la 
roue  directrice  :  cette  droite  AB  tangente  a  la  roue  fixe,  est  Intersection 
du  plan  moyen  avec  le  sol  suppose  plan.  Nous  admettons  aussi  que  le  cycliste 


Fig.  a5 1  bis. 


ne  fasse  aucun  mouvement  du  torse  et  reste  place  de  facon  que  le  plan 
de  symetrie  de  son  corps  coincide  avec  le  plan  moyen.  Dans  ces  conditons 
le  centre  de  gravite  G  de  la  machine  et  du  cycliste  est  tres  sensible- 
ment  un  point  fixe  du  plan  moyen  {fig-  25i  bis).  Le  pied  G  de  la  perpen- 
diculaire  abaissee  du  centre  de  gravite  sur  la  base  AB  est  done  un  point 
fixe  de  cette  base. 

Gherclions  d'abord  quelles  sont  les  traces  des  roues  sur  le  sol,  en  suppo- 
Siint  que  le  plan  de  la  roue  directrice  fasse  un  angle  constant  avec  le  plan 
moyen.  Supposons  le  sol  plan  et  prenons-le  pour  plan  de  la  figure.  Soieni 
\  et  B  les  points  de  contact  de  la  roue  fixe  et  de  la  roue  directrice,  AR  et 
HI!  les  (I roites  d'intersection  des  plans  des  deux  roue-  avecle  sol;  AR  coin- 
cide en  direction  avec  AB  ( fig.  252  1. 

L'angle  0  de  BR'  avec  \B  est  constant  >i  Tinclinaison  du  plan  moyen 
sur  la  verticale  reste  constante.  Les  droites  AR  et  BR'  sont  tres  sensible- 
ment  tangentes  aux  traces  T  et  T  des  roues  sur  le  sol.  II  esi  facile  de 
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voir  que  ces  traces  sont  alors  deux  cercles  ayant  pour  centre  commun  to 
le  point  de  rencontre  to  des  normales  A  et  B  aux  deux  traces.  En  diet, 
appelons  x,y  les  coordonnees  dc  A,  b  In  longueur  AB,  a  Tangle  de  la  tan- 
gente  AB  a  T  avec  un  axe  fixe  Ox  et,  par  suite,  a  -+-  8  Tangle  de  la  tan- 
gente  BR'  a  T"  avec  le  meme  axe.  On  a,  pour  les  coordonnees  du  point 
B  (*',/) 

+  6cosa,       y '=  y  -+-  b  sin  a. 

Appelons  s  et  .9'  les  arcs  des  deux  courbes  T  et  T',  et  differentions  les 
equations  precedentes  en  tenant  compte  des  relations  connues 

dx  =  ds  cos  a,       fly  =  ds  sin  a 


el 


dx'  =  ds'  cos  ( a  -f-  0 ), 


Fil 


il  vient 


ds' cos(  a  0)  =  ds  cos  a  —  &  sin  a  doc, 
ds'  sin  ( a  h-  0  )  =  ds  sin  cc  -+-  b  cos  a  afa. 


Ces  equations  developpees  et  resolues  donnent,  pour 
ds'  cos  6    et  ofc'sinO, 

les  valeurs  ds  et  6<:/a.  Les  rayons  de  courbure  p  et  0  des  deux  traces  qui 

ont  pour  valeurs  ^  et       sont  done  donnes  par  les  formules 

da      dv.  r 

p'cosO  =  p,       p' sin  0  =  6, 

et  sont  constants.  La  figure  montre  que,  dans  le  triangle  A  to  B,  on  a 

p  =  A  to,       p'  =  B  to. 

Les  traces  sont  done  des  cercles  de  centre  commun  to,  et,  dans  le  mouvement, 
la  droite  AB  tourne  autour  de  la  verticale  to  to'  avec  une  vitesse  angulaire 
qui  est  constante  si  la  vitesse  du  cycle  Test.  Prenons  alors  un  systeme  de 
trois  axes  rectangulaircs  entraines  par  AB  de  la  facon  suivante  :  Torigine 
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C  est  la  projection  du  centre  de  gravite  sur  AB,  L'axe  Cz  la  droit e  AB, 
l'axe  Cy  la  verticale  du  point  C,  l'axe  Cx  la  perpendiculaire  au  plan 
yCz.  Le  plan  xCy  est  done  perpendiculaire  au  plan  moyen  qu'il  coupe 
suivant  une  droite  CM  formanl  avec  la  verticale  I'angle  [3. 


Fig.  253. 


Pour  que  lc  cycle  ne  se  renversc  pas  et  que  (j  resle  constant,  il  faut  ct  il 
suflit  qu'il  soit  en  equilibre  relatif  par  rapport  aux  axes  Cxyz.  Or,  le  mou- 
vement  de  ces  axes  est  une  rotation  de  vitesse  angulaire  constante  to  autour 
de  la  verticale  cow'.  Regardons  comme  nulle  la  masse  des  roues  qui  est  tres 
petite  par  rapport  a  la  masse  totale ;  negligeons  aussi  le  mouvement  d'oscil- 
lation  des  jambes  que  nous  regarderons  comme  immobiles  dans  une  posi- 
tion moyenne.  Pour  exprimer  qu'il  y  a  equililibre  relatif,  il  faut  ecrire  qu'il 
j  a  equilibre  entrc  les  reactions  du  sol.  la  pesanteur  et  les  forces  centri- 
fuges. 

La  pesanteur  a  pour  resultante  le  poids  GP  =  M.°;  les  forces  centri- 
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Fig.  254. 

— >    '     .  ' 
fuges  out  appfoximativement  une  resultante  GF  appliquee  en  (i,  dirigee 

— y, 

suivant  la  perpendiculaire  G'G  a  Paxe  de  rotation  wto'  et  e'galc  a  Mo)2GG' 
MV- 

OU  -jy-  )  X  designant  la  \itessc  du  point  G  et  R  le  rayon  GG'  du  cercle 
qu'il  deer  il  {Jig.  254).  G.  Bourlet  justifie  cette  approximation  d'apres  la 
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remarque  du  n°  -421  :  Taxe  GG  est  sensiblement,  pur  raison  de  symetrie, 
un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravite;  Tangle  [i  que  fait  la 
verticale  du  point  G  avec  l'axe  GG  etant  ordinairemcnt  un  petit  angle,  la 
verticale  du  point  Gdiffera  peu  d'un  axe  principal  d'inertie.  On  peut  done 
dire  que  la  parallele  mene'e  par  G  a  Taxe  de  rotation  too/  est  sensiblement 
un  axe  principal  pour  le  point  G,  ce  qui  permet  d'appliquer  la  remarque 
•  In  u"  421. 

Gela  pose,  pour  eliminer  les  reactions  du  sol,  uous  exprimerons  que  la 

somme  des  moments  des  forces  F  et  P  par  rapport  a  l'axe  A.B  est  nulle. 

h'apres  la  definition  meme  des  moments,  il  suffit  de  ])rojeter  les  forces  P 

et  F  sur  le  plan  xGy  perpendiculaire  a  AB  et  de  prendre  les  moments  de 

res  projections  par  rapport  au  point  G.  Le  poids  P  est  tout  projete  :  la 

force  Fa  pour  projection  une  force  horizontale  Fi  egale  a  F  cos  'l,  en  appe- 
lant 'b  Tangle  FGFi  que  fait  la  droite  FGG'  avec  sa  projection  FtGG"  sur 

!e  plan  vC.r  et  F  la  grandeur  de  F.  La  condition  d'equilibre  est  alors 

F  cos  'i>  cos  P  =  P  sin  (3. 

Le  triangle  GG'G"  se  projette  en  vraic  grandeur  sur  le  plan  horizontal 
en  DioE;   Da)  est  egal  a  R    et  toE  a  AG,  e'est-a-dire  a  une  longueur 

c 

ronstante  connue  c.  On  a  alors,  pour  sin  ty,  la   valeur  —  •>  et  Tequation 

MV2 

d'equilibre  devient,  en  remplacant  F  et  P  par  leurs  valeurs    ^    et  M 


V2     /  c2 

En  general,  on  peut  supposer  R  assez  grand  par  rapport  aux  dimensions 
de  la  machine  pour  que  ^  soit  negligeable.  Alors 

ungp  =  ^.. 

Si  Ton  suppose  que  R  soit  assez  grand  pour  que  ces  approximations 
puissent  etre  admises,  Tequilibre  relatif  ainsi  realise  est  instable,  car,  si 
le  cycle  s'incline  vers  le  sol,  [3  augmente,  le  moment  du  poids  augmente, 

celui  de  F  diminue;  e'est  le  poids  qui  Temporte,  et  p  tend  a  augmenter 
davantage.  Pour  eviter  une  chute,  il  faut  que  le  cycliste  tourne  la  roue 
directrice  du  cote  ou  il  va  tomber,  de  facon  a  faire  croitre  0;  alors  le 

mV2 

point  io  se  deplace,  Aw,  Bio  et  R  diminuent,  la  force  centrifuge  F  =  ^ 

augmente  et  pent  vaincre  TefFet  de  la  pesanteur.  L'inverse  a  lieu  si  (3 
diminue. 
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La  condition  d'equilibre  trouvee  serait  suffisante  si  le  frottementde  glis- 
sement  siir  le  sol  dans  le  sens  lateral  etait  indelini.  Mais,  soit  /  le  coeffi- 

cient  de  ce  frottement  :  dans  Pequilibre  relatif,  la  resultante  de  P  et  Fi 
rencontre  l'axe  AB  en  faisant  un  angle  p  avec  la  verticale.  Pour  qu'il  n'y 
ait  pas  glissement,  il  faut 

Cette  inegalite  montre  qu'avecune  vitesse  donneeonne  peut  pas  decrire 
un  cercle  de  rayon  inferieur  a        Lorsque  le  sol  est  glissant,  il  faudra. 

pour  decrire  un  cercle  de  rayon  donne  R,  ralcntir  suffisamment  pour  que 

Pinegalite  soit  satisfaite  (  Bourlet,  loc.  cit.,  p.  26-27). 

On  pourra  e'galement  consulter,  sur  la  theorie  de  la  bicyclette,  le  Memoire 

eouronne  de  C.  Bourlet  (Bulletin  de  la  Societe  /nathe'rnatique,  1899); 

un  Memoire  de  Carvallo,  insere  au  Journal  de  VEcole  Polytechnique 
V'  et  VIe  Cahiers,  1900),  un  Memoire  de  Boussinesq  {Journal  de 
Wctfhematiqu.es,  de  C.  Jordan,  1899,  et  un  article  de  Routh,  Messenger  of 
Mat  hematics,  1898- 1899). 


III.  —  EQUILIBRE  ET  MOUVEMENTS  RELA.TIFS  A  LA  SURFACE 
DE  LA  TERRE. 

123.  Historique.  —  Newton  parait  etre  le  premier  qui  ait  signale  l'in- 
lluence  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le  mouvement  des  corps  a  sa  surface  : 
il  remarqua  qu'un  corps  abandonnc  du  haut  d'une  tour  doit  conserver,  en 
tombant,  une  vitesse  normale  au  meridien,  egale  a  celle  du  sommet  de  la 
tour  dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre;  cette  vitesse  etant  un 
peu  plus  grande  que  celle  du  pied  de  la  tour,  le  corps  doit  tomber  un  peu 
en  avant  du  pied  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  Terre,  c'est-a-dire  etre 
d(:\i»i  vers  PEst.  Plusieurs  observateurs  chercherent  a  mettre  ce  fait  en 
Evidence,  mais  ce  n'est  qu'en  1 83 1  que  des  ex|)eriences  a  pcut  pres  con- 
cluantes  furent  faites  par  Reich  dans  les  mines  de  Freiberg;  mais,  dans 
ce>  experiences,  il  subsiste  encore  des  points  douteux.  et  il  serait  a  desirer 
qu'elles  fussent  reprises.  II  etait  reserve  a  Foucault  de  fournir  une  demon- 
stration  bien  plus  nette  du  mouvement  diurne;  ce  physicien  reconnut  que 
In  rotation  de  la  Terre  devait  se  manifester  par  la  rotation  du  plan  de 
1'oscillation  d'un  pendule  simple  autour  de  la  verticale  du  lieu  dans  le 
sens  du  mouvement  diurne,  et  il  mit  ce  fait  en  evidence  dans  la  celebre 
experience  du  Pantheon.  L'experience  de  Foucault  presente  sur  celle  de 
la  deviation  du  corps  tombant  d'une  grande  hauteur  cet  avantage,  qu'elle 
accumule  pendant  un  tcm|)s  assez  long  pour  les  rendre  sensibles,  les  effets 
d'abord  tres  petits  que  la  rotation  du  globe  cause  sur  le  mouvement  appa- 
rent des  corps.  L'experience  de  Foucault  a  etc  reprise  plus  recemmrnt  par 
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un  sa\anl  hollandais.  kamerlingh  Onnes,  ii  Groningue,  ;i\ec  un  peridule 
mesurant  sculement  im,2  de  longueur  et  oscillant  dans  le  vide.  Berget 
a  egalemcnt  mis  la  rotation  dc  la  Terre  en  evidence  avec  un  pendule  de  im 
(Comptes  rendus,  t.  CXXX1,  1900),  Lin  appareil  simple  et  pratique  du  ;i 
Cannwel  a  ete  presente  par  D'Arsonval  a  l'Academie  duns  la  seance  du 
17  novembre  1902. 

L'inlluence  perturbatrice  qu'exerce  la  rotation  du  globe  sur  les  corps  en 
mow cment  a  sa  surface  est  d'autant  plus  sensible  que  leur  \itesse  est  plus 
grande.  Mais  sur  ces  corps  en  mouvement  rapide,  sur  la  balle  d'un  fusil, 
par  exemple,  mille  autres  causes  perturbatrices  agissent  generalement,  et 
l'obser'vation  etait  a  peu  pres  impossible.  Ge  fut  encore  le  genie  de  Fou- 
cault  qui  triompha  de  cette  difficulte  :  il  eut  recours  pour  ce\n  ;iux  pro- 
prietes  du  mouvement  d'un  corps  lourd  suspendu  par  son  centre  degra\ite 
et  tournant  rapidement  autour  d'un  axe  de  symetrie,  et  il  montra  que  1'axe 
de  ce  corps  doit  conserver  une  orientation  fixe  et,  par  consequent,  s'il  est 
pointe  vers  une  etoile  suivre  pette  etoile  dans  son  mouvement  diurne.  Get 
appareil  de  Foucault  a  recu  le  nom  de  gyroscope.  D'autres  appareils  de 
meme  genre  ont  ete  construits  par  Sire  et,  par  Gilbert  :  nous  faisons  plus 
loin  la  theorie  d'un  de  ces  appareils,  le  barogyroscope,  comme  application 
des  equations  de  Lagrange. 

Nous  renverrons,  pour  plus  de  details,  a  l'excellente  Notice  de  Gilbert  : 
Les  preuves  mecaniques  de  la  rotation  de  la  Terre  (Gauthier-Villars, 
1 883 ;  Extra.it  du  Bulletin  des  Sciences  mathematiques,  1882). 

Dans  un  autre  ordre  d'idees,  Poinsot  proposa  de  mettre  en  evidence  la 
rotation  de  la  Terre  a  Taide  d'un  systeme  subissant  des  changements 
interieurs  (Co/nptes  rendus,  i85i).  Gette  conception  a  ete  etudiee  par 
Andrade,  qui  a  imagine  un  appareil  amplifiant  les  effets  de  la  deviation 
vers  l'Est  dans  la  chute  d'un  corps  pesant,  de  facon  a  les  rendre  visibles 
dans  une  experience  de  cours  (Comptes  rendus,  10  juin  et  14  oc- 
tobre  1895). 

424.  Equilibre  relatif  a  la  surface  de  la  Terre.  —  Nous  regar- 
derons  la  Terre  comme  un  solide  anim£  d'un  mouvement  de 
rotation  de  vitesse  angulaire  constante  co  autour  de  la  ligne  des 
poles  PP';  nous  laissons  done  de  cote  Finfluence  que  peut  avoir 
sur  le  mouvement  011  l'equilibre  des  points  places  sur  la  Terre  la 
translation  de  la  Terre  autour  du  Soleil.  Si  Ton  prend  pour  unite 
de  temps  la  seconde  de  temps  side>al,  la  vitesse  angulaire  w  a  pour 

valeur  2?qq2  '  elle  est  done  exprimee  par  un  nombre  tres  petit. 

Soient  P  le  pole  nord,  EE'  le  plan  de  l'equateur.  Pour  trailer 
un  probleme  precis,  cherchonsla  position  d'equilibre  relatatif  d'un 
ill  a  plomb  OM  suspendu  en  un  point  O  invariablement  lie"  a  la 
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Terre.  La  position  d'^quilibre  OM  que  prend  le  fil  est,  par  defi- 
nition, la  verticale  du  point  M;  l'angle  1  que  fait  ce  fil  avec  le 
plan  de  l'equateur  est  la  latitude  du  point  M;  nous  designerons 
par  p  la  distance  MQ  du  point  a  1'axe  de  la  Terre  PP';  ces  ele- 
ments sont  tous  fournis  par  l'observation  {fig.  255). 

Les  forces  qui  agissent  sur  le  point  M  sont  l'attraction  de  la 
->  m  -> 

Terre  A  et  la  tension  T  du  fil;  ces  deux  forces  ne  se  font  pas  £qui- 

libre,  car  le  point  M  n'est  pas  anim6  d'un  mouvement  absolu, 
rectiligne  et  uniforme.  La  force  T  a  pour  intensite  cc  que  nous 


appelons  le  poids  mg  da  point  materiel;  elle  est  dirigee  en  sens 
contraire  du  poids;  l'angle  a  que  fait  la  direction  OM  du  fil  a 

plomb  avec  l'attraction  A  est  ce  qu'on  nomme  la  deviation  de  la 
verticale  due  a  la  rotation  de  la  Terre.  Si  la  Terre  ne  tournait 

pas,  les  forces  A  et  T  se  feraient  ^quilibre,  elles  seraient  egales  et 
directement  oppos^es,  et  1'on  aurait  a  ==  o. 

Pour  trouver  les  conditions  d'equilibre  relatif,  nous  pouvons 

-> 

regarder  la  Terre  comme  fixe,  a  condition  d'ajouler  aux  forces  A 

->  #  -> 

et  T  qui  agissent  snr  le  mobile  la  force  centrifuge  <1>;  comme  le 

-> 

mouvement  de  La  Terre  est  une  rotation  an  tour  de  PP'.  celte  force  & 
a  pour  grandeur  mon2p  et  dirigee  suivant  le  prolongement  du 
r;n  on  QM  du  parallele  de  M.  Si  nous  admettons  que  la  verti- 
cale OM  est  dans  le  plan  PMP',  l'angle  de  <i>  avec  OM  est  la 
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latitude  a  du  point  M.  Les  trois  forces  A,  T,      se  faisant  equilibre, 

sonl  dans  un  memc  plan,  lc  plan  de  T  et  $  qui  est  connu  en  chaque 
point  IM  de  la  Terre;  chacune  d'elles  est  e'gale  et  opposed  a  la 

r^sultante  des  deux  autres.  Le  poids  qui  est  e"gal  et  oppose  a  T  est 
done  la  resultante  de  V  attraction  et  de  la  force  centrifuge. 

Dans  le  plan  des  trois  forces  A,  T,  <I>,  la  somme  des  projection^ 
des  forces  sur  deux  directions  est  nulle;  projetons  sur  la  verti- 

cale  MO  et  sur  l'horizonlale ;  A  designant  la  grandeur  de  A  nous 
aurons  les  deux  conditions 

( 1 )  A  cos  a  —  mg  —  m  to2  p  cos  X  —  o. 

(2)  A  sin  a  —  m  to2  p  sin  a  =0, 

qui  donnent  A  cos  a  et  A  sin  a  et  permettent,  par  suite,  de  cal- 
culer  A  et  a  en  chaque  point  de  la  Terre.  Ces  quantites  varient 
avec  la  latitude. 

A  l'^quateur  A  est  nul  et,  par  suite,  a  aussi.  En  appelant  A0,  go, 
p0  les  valeurs  correspondantes  de  A,  g,  p,  on  a,  d'apres  ( 1 ), 

>    /  mw-p0\ 
rngo  =  A0—  mio'-po  ==  Au  I  1  —        I  • 


Galculant  A0  par  cette  relation,  on  trouve  que  le  rapport  qui 

jure  ( 
a  done 


figure  dans  la  parenthese  est  sensiblement  e"gal  a  ^  oii  a  on 


*-~.A,(.-£) 


mg 

Par  consequent,  si  la  Terre  tournait  dix-sept  fois  plus  vite,  un 
corps  place  a  l'equateur  serait  depourvu  de  poids. 

Au  pole,  on  a  p  =  o,  X  =  900,  a  est  encore  nul  d'apres  (2),  et, 
d'apres  (1),  mg  devient  e"gal  a  A;  tout  se  passe  done  comme  si 
la  Terre  ne  tournait  pas  :  ce  qui  est  evident,  car  le  lieu  de  l'obser- 
vation  est  sur  l'axe  de  rotation. 

Dans  ce  qui  procede  n'avons  fait  aucune  hypothese  sur  la 
forme  de  la  Terre;  nous  avons  seulement  suppose  la  verticale  OM 
situ^s  dans  le  plan  PMP'.  Voyons  ce  que  deviennent  les  formules 
si  l'ou  fait  les  hypotheses  suivantes  qui  ne  donnent  qu'une  pre- 
miere approximation.  Supposons  la  Terre  spherique  et  admettons 
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que  ['attraction  A  est  dirigee  vers  le  centre  C  et  a  la  meme  inten- 
sity en  tous  les  point  de  la  Terre,  A  =A0.  On  a  alors,  dans  le 
triangle  CMQ,  en  appelant  p0  le  rayon  de  la  Terre:  p  —  p0  cos(X  —  a), 
et  la  formnle  (2)  donne 

mto2p0      "  N  .  ,        1  x  .  , 

sin  a  =  — : — —  cos(  A  —  a  )  sin  a  =  — —  cos(  K  —  a )  sin  a. 
A0  v  J  289 

L'ungle  a  etant  ties  petit,  developpons  les  deux  membres  de 
cette  formule  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  a,  et  negli- 

geons  les  termes  qui  contiennent  le  carre  de  a  et  le  produit  a  : 
nous  aurons  la  formule  approchee 

1        ■,    .  - 
a  =  — —  cos  A  sin  A. 
289 

Cette  formule  montre  que  la  deviation  de  la  verticale  est 
maximum  a  la  latitude  de  45°- 

En  nous  reportant  a  la  formule  (1)  nous  aurons,  en  tenant 
compte  de  1'expression  p  =  p0cos(>.  —  a),  et  faisant  les  memes 
approximations, 

//i'r  =  A0   cos  a  1—  cos  (a  —-a)  cosX   —  A0  (  1  rr  cos2  a  ). 

28q  V  28Q  / 


Mouvement  relatif  a  la  surface  de  la  Terre.  —  Soit  O  un 

point  lie  a  la  Terre  au  lieu  de  l'observation ;  prenons  pour  axe 

des  z  du  triedre  mobile  la  verticale  du  lieu  conside>e  dirigee  vers 

le  has;  pour  axe  des  y  la  tangente  au  parallele  vers  l'Est,  et  pour 

axe  des  x  la  perpendiculaire  a  ces  deux  droites  tangente  au  meri- 

dien  dirigee  vers  le  Nord. 

Le  mobile  M  est  soumis  a  deux  forces  reelles  :  l'attraction  de  la 
->-•-> 
Terre  A  et  la  rosultante  F(X,  Y,  Z)  des  forces  qu'on  fait  agir  sur 

ce  point.  Pour  avoir  le  mouvement  relatif,  nous  supposerons  la 

.  ■** 
I  «  i  re  immobile  en  appliquant  au  point  M  la  force  centrifuge  <1>  et 

la  force  centrifuge  composee  <I>'.  L'attraction  de  la  Terre  et  la 

force  centrifuge  <t>  ajant  pour  resultante  le  poids  mg  du  corps, 
dirige  suivant  la  verticale  (n"  424),  il  nous  suffira  de  calculer  la 
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force  centrifuge  composee  <P'.  A  cet  effet,  cherchons  les  compo- 
santes  /?,  q,  r  suivant  les  axes  mobiles  de  la  rotation  instantanee  co; 

on  voit  immediatement  que  le  vecteur  Oco,  represenlant  la  rota- 
tion instantanee,  est  parallele  a  la  ligne  des  poles  et  doit  etre 
dirige  vers  le  Nord,  puisque  la  Terre  tourne  de  t'Ouest  a  l'Est.  Ce 

vecteur  Owa  done  pour  projections 


P' 

Fig.  a56. 


Les  projections  de  la  force  centrifuge  composee  sont  alors 
d'apres  les  formules  g^nerales  du  n°  413, 

.  .  dy  I      .  ,  dx  ,  dz\  ,  dy 

—  2  m  to  sin  A  ~ )    2  ml  to  sin  A  — — h  to  cos  A  —  )  j    —  2  m  to  cos  A  : 
dt  \  dt  dt  J  dt 


et  Ton  a,  pour  les  Equations  du  mouvement  relatif, 

•  ,  dy 
sm  A  -5- , 

/  .   .  dx  ,  <£s  \ 

^in/,_+C0SA_j 


m  —7—  =  X  —  2  m  to  sin  A  -7-  > 

^2  ^ 


a?2r  /  .  .  dx         ,  rf^ 

m        =  1  -+-  2  mto  I  sin  a  ^  -+-  cos  A  —  ) 

//«  —7—  =  my?  -+-  /  —  2  mto  cos 


_  =  m^.  +  Z-2mtocosA^. 


11  est  bien  entendu  que  ces  formules  ne  sont  applicables  que 
tant  que  le  mobile  reste  assez  pres  du  point  O,  pour  que  Ton  puisse 
considerer  la  pesanteur  comme  parallele  a  O*  et  egale  a  mg. 
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Si  I'on  fait  sur  ces  Equations  la  combinaison  analylique  qui 
donne  liquation  des  forces  vives,  on  a 

d'-^—  =  X  dx  H-  Y  dy  +  Z  dz  -h  m<?  dz. 


car  les  termes  en  co  disparaissenl, 

Si  done  il  existe  pour  (X,  Y,  Z)  une  fonction  de  forces  U,  on  a 
l'inlegrale  premiere 

mv-  rT  ■>'-„■  sV 
  =  U  -h  mgz  4-  h. 


'riG.  Chute  libre  d'un  point  pesant.  —  Nous  supposerons  que  fa  chute 
s'effectue  dans  le  vide  :  alors  X,  Y,  Z  sont  nuls,  et  les  equations  du  mou- 
venient  sont 

d-x  .   ,  dy 

— r—  =          2  t')  Sill  A  — ~  1 

df-  dt 


,  d'2y  I  .   ,  dx  ^  dz 

I  I  <  -~  =  *2  to    sin  A  —  h  COS  A  — 

J  dP  V  afe 

<f2^  .  dy 

—j—  —  g  —  2  CO  COS  A  —7-  • 

dP- .     °  dt 

Nous  supposerons  que  le  mobile  part  de  l'origine  sans  vitesse  relative 
initiate.  Les  seconds  membres  des  equations  du  mouvement  etant  des  de- 
rivees  exactes,  nous  pouvons  integrer  une  premiere  fois  et  nous  avons,  en 
tenant  compte  des  conditions  initiales, 

j  dx  .  , 


~di  = '    2 °J^'  SH1  A' 


1  dy 

(2)  <        =  2  o)(x  sin  a  4-  z  cos  a), 

r  dz 

[       =  gt — -iwy  cos  A. 

Pour  terminer  l'integration  on  peut,  dans  1'equation  qui  donne  -^f  > 
rem  placer  -~  >       par  leurs  valeurs,  ce  qui  donne 

4  to2  1   =  2  to  COS  A  gt, 

'■  |  ii.it  ion  lineaire  du  second  ordre  que  Ton  peut  integrer  exactement. 

Mais,  comme  to  est  tres  petit,  on  obtient  une  approximation  bien  suffi- 
lante  en  developpant  x,  y,  z  en  series  ordonnees  suivant  les  puissances 
froissantes  tie  to  et  se  bornant  aux  premiers  termes. 
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Essayons  done  de  verifier  les  equations  (2)  par  les  series 

t  x  =  a?o ■+■ -4-  o)- afe-h..., 

(  3  )  J  y  —  J'O  +  WJ,  -+-  U)2j2  -h .  .  .  , 

f        =  Z0  +  (J)S|-hO)2  32  +  ..., 

dans  lesquelles  yo,  to,  &ij  y\,  Zi,  etc.  sont  des  fonctions  de  I,  s'annu- 
lant,  ainsi  que  leurs  derivees  premieres,  pour  t  =  o.  Subsistuant  ces  deve- 
loppements  dans  les  equations  (2)  et  egalant  les  coefficients  des  memes 
puissances  de  «>,  il  vient  d'abord 

dx0  dyn .  dz0 


Xq 


£*1 

1 


Ensuite  on  trouve 


dxx  dy{  dzx 

-dT  =  0'      lit  cos*> 
gt* 

Xi  =  O,  }'i  —         COS  A,  C|  =  0, 

et  ainsi  de  suite.  De  sorte  que,  si  l'on  neglige  les  termes  en  to2  dans  les 
developpements  (3),  on  a,  pour  valeurs  approchees  de  x,  y,  z, 

,  gV- 

X  —  O,  JK  =  O)        COS  A,  s  =  — —  • 


Le  point  reste  done  dans  le  plan  des  yz  ;  mais,  au  lieu  de  tomber  suivant 
la  verticale,  comme  il  arriverait  si  la  Terre  ne  tournait  pas,  il  est  le'gere- 
ment  devie  vers  VEst,  car  y  est  positif.  Dans  le  plan  des  y 'z,  le  point  decrit 
la  parabole  semi-cubique 

3  sjigy  =  4  w  s  "  cos  X. 

Gette  equation  permet  de  calculer  la  deviation  vers  l'Est  pour  une  hau- 
teur de  chute  donnee  z. 

Pour  avoir  la  vitesse  du  mobile,  il  suffit  d'appliquer  le  theoreme  des 
forces  vi\es  qui  donne  immediatement  pour  la  vitesse  la  valeur  \figz. 

Si  l'on  voulait  pousser  l'approximation  jusqu'aux  termes  en  to2,  il 
faudrait  tenir  compte  de  la  variation  de  g,  comme  l'a  montre  de  Sparre 
(Bulletin  de  la  Societe  matTtematique  de  France,  t.  XXXIII);  mais  alors, 
d'apres  Rudzki  (Ibid.,  t.  XXXIV),  il  faudrait  introduire  Tattraction  de  la 
Lune. 
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4-27.  Pendule  de  Foucault.  —  Nous  allons  etudier  le  mouvement  d'un 
pendule  spherique  de  longueur  /,  en  tenant  compte  du  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Terre.  Gonservons  les  memes  axes  que,  dans  la  question  prece- 
dente,  I'origine  etant  Ie  point  de  suspension  du  pendule;  les  forces  qui 
agissent  sur  ie  mobile,  en  dehors  de  ['attraction  de  la  Terre,  se  reduisent 
a  la  tension  du  lil  que  nous  appellerons  /?iN;  les  projections  de  cette  force 

ctant  — wiNyj  — mN|)  — mN^i  les  equations  du  mouvement  relatif 
seront  alors 

d-x  _  T  x  .   .  dy 

]  d-y  _T  y  /  .   .  dx  .  dz 

(1)  <  -7-4-  =     —  IN  ,  +  20)    sin  A  —  h  cosA  — 

)  dt*  I  \         dt  dt 


d-  z  _ .  z  .  dy 

-7—  =  <?■  —  IN  -  —  2(0  cos  A  —7-  • 
dt1       6  I  dt 


Les  equations  differentielles  du  mouvement  sont  d'une  integration  diffi- 
ciles;  on  peut  chereher  a  les  integrer  par  approximations  successives;  on 
opererait  comme  dans  la  question  precedente.  Abandonnons  lecas  general 
et  placons-nous  dans  celui  oil  les  oscillations  ont  une  amplitude  tres  petite; 

X  V 

notre  ap])roximation  consistera  a  regarder  —  j  ~  et  leurs  derivees  d^ne 

part,  to  d'autre  part,  comme  de  petites  quantites  du  premier  ordre,  et  a 
negliger  leurs  carres  et  leurs  produits  vis-a-vis  des  quantites  finies.  A  cet 
ordre  d'approximation,  nous  aurons  constamment  z  ==  I,  car  l'equation  de 
la  sphere  sur  laquelle  se  meut  le  point  pesant  donne 


y 


X  \ 

el,  en  negligeant  —  el  ~    z  =  I. 

La  troisieme  equation  du  mouvement  donne  alors  N=g',  en  portant 
cette  valeur  avec  z  =  I  dans  les  deux  premieres,  celles-ci  se  transforment  en 

d'lx  g  .  .  dy 

W       /•'••  ••'-"•>• 

d-y  ir  .  ,  dx 

—r-  =  —     y  -+-  2  to  sin  a  —  • 
dr-  I J  dt 


<les  deux  equations  delinissent  le  mouvement  du  pendule  qui  se  fait 
sensiblement  dans  Ie  plan  tangent  au  point  le  plus  bas  de  la  sphere,  comme 
il  resulte  de  la  valeur  z  =  I. 

Les  equations  (2)  sont  lineaires  et  a  coeflicients  constants;  on  pourrait 
done  les  inte'grer  rigoureusement  par  des  quadratures,  mais  nous  allons 
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employer  tine  autre  methode.    Formons  la  combinaison  analvtique  des 

forces  vives 

dv-  g  .     .  .  .  '  ',J 

—  =  —  y  (#  dx     y  dy), 

et  integrons,  en  appelant  /■  et  6  les  coordonnees  polaires  de  la  projection 
du  pendule  sur  le  plan  des  xy\  il  vient 

faisons  mainlenafnt  une  combinaison  analogue  a  celle  des  moments  en 
ajoutant  les  (Equations  (2)  respectivement  multipliers  par — v  et  x;  nous 
aurons 

d 


dt 


/    dy        dx\  .   .  /    dx  dy\ 

I  x  -7  y  —r    =  2  o>  sin  /.  [  x  — — (-  r  -=r  J 

\    dt      J  dt  J  \    dt      J  dt  ] 


equation  integrable  qui  donne,  en  posant  w  sin  a  =  w'  et  passant  aux  coor- 
donnees polaires, 

<>>  r"-§  ,:- 

Cos  part Lculier.  —  Traitons  d'abord  un  cas  particulier  :  le  pendule 
e'tant  en  equilibre  dans  la  verticale,  donnons-lui  une  petite  impulsion;  il 
se  met  a  oscilJer.  Alors  a  l'instant  initial  on  a  r  ==  o;  l'equation  (4)  montre 
que  la  constante  G  doit  etre  nulle,  et  cette  equation  se  reduit  a 

dQ     '  , 

—  5=  a)  ,        0  =  0,)  -h  10  t. 
dt 

Done  le  pendule  semblera  osciller  dans  un  plan  qui  tourne  d'un  mouve- 
ment  uniforme  autour  de  la  verticale  Oz  dans  le  sens  positif,  avec  une 

2  77 

vitesse  angulaire  0/;  ce  plan  fera  un  tour  complet  dans  le  temps  —7 
ou  -^y  (temps  sideral)  qui,  pour  Paris,  est  de  32h  environ. 

Cas  general,  —  Revenons  maintenant  au  cas  general  des  petites  oscil- 
lations; l'equation  (4)  s'e'erit 

d% 

dt  ~ 


=  C. 


Si  done  on  designe  par  9  Tangle  0  —  u>'t,  on  a  l'equation 
(5)  ,^=C, 


analogue  a  l'equation  des  aires.  Les  quantites  r  et  9  sont  les  coordonnees 
polaires  relatives  de  la  projection  horizontale  M  par  rapport  a  un  systeme 
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d'axes  Ox^yi  tournant  autour  de  la  verticale  Oz  dans  le  sens  positif 
avec  la  vitesse  constante  w',  car,  xvOx  etant  pris  egal  a  u>'t,  X]OM  est 
0  —  0/ t  011  9  {fig.  257.  Dans  cette  figure  Oz  serait  dirige  au-dessus  de 
la  feuille  et  porte  par  la  verticale  descendante). 
Avec  les  nouvelles  variables  ['equation  (3)  devient 


En  remplacant  r-  —  par  G  et  en  negligeant  les  termes  du  quatrieme 

ordre,  u)'-r-:  devant  ceux  du  deuxieme,  il  reste,  en  designant  par  h!  une 
nouvelle  constante, 


(l)V^(§)2=- 


h'. 


Les  equations  (5)  et  (6)  sont  identiques  aux  equations  des  aires  et  des 

y 

M 

Fig.  25- 


forces  vives  dans  le  mouvement  d'un  point  attire  par  un  centre  fixe  O 
proportionnellement  a  la  distance. 

Le  mouvement  du  point  M  par  rapport  aux  axes  x^Oy\  est  done  iden- 
tique  au  mouvement  absolu  d'un  point  M  attire  par  un  centre  fixe  0 
proportionnellement  a  la  distance.  D'apres  ce  que  l'on  a  vu  dans  le  n°  223, 
le  point  M  decrit  par  rapport  aux  axes  XyOyv  une  ellipse  de  centre  0,  la 

duree  de  la  revolution  du  point  sur  l'ellipse  etant  T\  =  it: 

Comme  les  axes  X\_Oy\  tournent  dans  le  plan  horizontal,  on  voit  que  le 
point  M  parcourt  une  petite  ellipse  horizontale  de  centre  O  qui  tourne  dans 
le  sens  negatif  autour  de  la  verticale  ascendante  de  son  centre  avec  une  vitesse 

$  >  2 

angulaire  to  .  de  fa  con  a  faire  un  tour  entier  dans  le  temps  T  =  — -  =  321' 
pour  Paris. 

Experience  fie  Foucault.  —  Dans  la  celebre  experience  du  Pantheon, 
le  pendule  etail  « icarte  de  sa  position  initiale  et  rattache  a  un  mur  par  nu 
lil.  Lc  pendule  etait  ainsi  immobile  par  rapport  a  la  Terre,  on  briile  le  fil 
et  le  pendule  se  met  en  mouvement.  Dane  ces  conditions  la  vitesse  initiale 
du  pendule  par  rapport  aux  axes  Oxyz  lies  a  la  Terre  est  nulle,  les  valeurs 
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initiales  de  —  et    \  sont  done  nullcs.  La  valeur  initiale  de  r.  que  nous 

at  at 

appellerons  «,  est  done  un  axe  de  l'ellipse,  car  commencant  par  etre 
nul,  la  valeur  initiale  de  r  est  un  maximum  ou  un  minimum.  La  rela- 
tion (4),  dans  laquelle  on  a  fait  r  =  a,       =  o,  donne  alors  C  = —  a-i»'.  La 

do 

valeur  initiale  de  ^  est  negative  et  egale  a  —  to'  :  done,  dans  l'experience  de 

Foucault,  le  pendule  parcourt  l'ellipse  dans  le  sens  negatif  des  rotations 
autour  de  Oz,  en  meme  temps  que  la  petite  ellipse  tourne  dans  le  sens 
]>ositif.  Le  phenomene  est  done  nettement  different  de  celui  qui  se  presente 
dans  le  pendule  conique  quand  on  neglige  l'inlluence  de  la  rotation  de  la 
Terre,  car,  dans  ce  dernier  cas,  en  poussant  l'approximation  plus  loin, 
l'extremite  du  pendule  semble  decrire  une  petite  ellipse  qui  tourne  dans 
Its  sens  dans  lequel  elle  est  parcourue. 

Tlieoreme  de  Ckevilliet.  —  Dans  les  equations  precedentes  G  design e 
la  constante  des  aires  pour  le  mouvement  du  point  decrivant  la  petite 
ellipse  par  rapport  aux  axes  X\Oy\.  Soient  a  et  b  les  deux  axes  de  cette 
ellipse,  Ti  la  duree  de  la  revolution  du  point  sur  Pell  ipse ;  — C  a  pour 

valeur  2^a^  •  d'autre  part  on  a  trouve  G  =  —  a- to'.  Egalant  ces  deux  expres- 
1 1 

sions,  on  a 

b  _  T,(./  _  Tj 
a  ~~    2%    ~~  T  ' 

T  designant  comme  plus  haut  la  duree  d^ne  revolution  de  l'ellipse  autour 
de  son  centre. 

Ainsi  les  deux  axes  de  /'ellipse  mobile  sont  entre  eux  comme  les 
durees  de  V oscillation  complete  et  de  la  revolution  de  Vellipse.  Dans 

l'experience  du  Pantheon  /  =  67"1,  a  —  >m,  Ti  ==  iGs,  T  =  3-2h,  —  =  — — ; 

a      7200 7 

l'ellipse  est  done  extremement  aplatie. 

Pour  une  etude  plus  approfondie  du  pendule  de  Foucault,  nous  renver- 
rons  aux  Memoires  de  de  Sparre  (Savants  etrangers,  1891,  et  Annates 
de  la  Societe  scientifique  de  Bruxelles,  i4e  annee;  1890-1891)  et  a  un 
Memoire  de  M.  Emile  Cotton  (Annates  de  la  Faculte  des  Sciences  de 
Grenoble,  t.  XXI,  n°  1,  1909.) 

428.  Gyroscope.  —  Le  gyroscope  de  Foucault  est  un  corps  pesant  de 
revolution  suspendu  par  son  centre  de  gravite  autour  duquel  il  peut 
tourner  dans  tous  les  sens. 

L'etude  du  mouvement  du  gyroscope  de  Foucault  a  fait  1'objet  de  nom- 
breux  et  savants  Memoires,  dont  Gilbert  a  donne  I'analvse  complete 
dans  une  interessante  Notice  intitulee  :  Etude  historique  et  critique  du 
probleme  de  ta  rotation  d'un    corps  solide  (Annates  de  la  Societe 
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scientifique  de  Bruxelles,  2eannee;  1878).  Ainsi  que  le  fait'  remarquer 
M.  Gilbert,  les  auteurs  de  ces  Memoires  se  sont  places  a  deux  points  de 
\ue  different ts  pour  traiter  le  probleme  :  les  uns,  parmi  lesquels  Bour  (l) 
et  Lottner,  ont  suppose  que  I'attraction  de  la  Terre  etait  constante  dans 
l'etendue  occupe'e  par  le  corps;  les  autres,  parmi  lesquels  Quet  (-),  Resal 
et,  plus  tard,  Gilbert,  ont  suppose  que  e'etait  la  pesanteur  apparente, 
e'est-a-dire  la  resultante  de  ['attraction  de  la  Terre  et  de  la  force  centri- 
fuge, qui  etait  constante.  Lorsque  Ton  ne  se  preoccupe  que  de  prouver  la 
rotation  de  la  Terre  par  la  concordance  des  resultats  de  la  theorie  avec 
eeux  de  l'experience,  Tune  et  l'aulre  hypotheses  sont  egalement  accep- 
tables,  car  les  equations  auxquelles  elles  conduisent.  ne  different  que  par 
des  termes  dependant  du  carte  de  la  rotation  diurne,  termes  assurement 
negligeables :  mais  la  premiere  hypothese  oflfre  du  moins  I'avantage  de  con- 
duire  a  une  solution  plus  simple,  puisque  Bour  l'obtient  par  des  fonctions 
circulaires,  tandis  que  Pautre  hypothese,  plus  generalement  adoptee,  con- 
duit aux  fonctions  elliptiques. 

L'hvpothese  que  Fattraction  de  la  Terre  est  constante  oflre  un  second 
avantage,  non  moins  appreciable  pour  un  probleme  de  cette  nature,  celui 
de  conduire  a  la  solution  rigoureuse  par  un  raisonnement  elementaire  de 
quelques  lignes  que  nous  empruntons,  ainsi  que  les  indications  qui 
precedent,  a  une  Note  de  Guyou  {Comptes  rendus,  16  avril  1888). 

Considerons  un  solide  homogene  pesant  de  revolution  suspendu  par  son 

centre  de  gravite  G.  Les  forces  agissant  sur  le  corps  sont  I'attraction  de  la 

->  ... 
Terre  et  la  reaction  O  du  point  de  suspension  G  :  les  dimensions  de  l'ap- 

pareil  sont  assez  petites  pour  que  les  attractions  de  la  Terre  sur  les  mole- 
cules du  corps  soient  paralleles  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces 

molecules:  ces  attractions  ont  des  lors  une  resultante  A  appliquee  au 
centre  de  gravite  G.  Ce  point  G  n'est  pas  absolument  fixe,  car  il  est  en- 

> 

traine  dans  le  mouvenient  de  la  Terre.  Appelons  J  l'acceleration  que 
possede  a  chaque  instant  ce  point  G.  Nous  allons  etudier  le  mouvement 
du  corps  par  rapport  a  des  axes  Gx'v'z',  de  directions  absolument  fixes 
ayant  le  point  (i  |>our  origine.  Nous  pourrons  regarder  ces  axes  corame 
lixes.  a  conditions  d'ajouter  aux  forces  qui  agissent  reellement  sur  les  diffe- 
rents  points  du  systcme  les  seules  forces  centrifuges.  Ces  dernieres  etant 

—  mS  sont.  paralleles  et  proportionnelles  aux  masses  :  elles  ont  done  aussi 

une  resultante  <I)  appliquee  au  centre  de  gra\ite  G.  Le  mouvement  du 
corps  par  rapport  au\  axes  Gx'y'z'  est  done  identiqueau  mouvement  d'un 
>olid<'  de  revolution  suspendu  par  un  point  absolument  fixe  G  de  son  axe 
el  sol  I  i  cite  par  des  forces  admeltant  une  resultante  unique  passant  par  le 


( 1 )  Journal  de  Liouville,  i8G3. 
f?)  /bid.,  1 851. 
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point  fixe.  Or  ce  mouvement,  a  ete  etudie  en  detail.  L'axe  Gi  du  plan  du 
maximum  des  aires  est  invariable,  c'est-a-dire  pointe  vers  la  meme  etoile, 
et  l'axe  de  revolution  de  Pinstrument  decrit  d'un  mouvement  uniforme  un 
cone  circulaire  autour  de  cette  direction.  Enfin  le  mouvement  par  rapport 
a  la  Terre  est  le  resultat  de  la  superposition  du  mouvement  diurne  a  ce 
mouvement  simple. 

Par  exemple,  si  les  conditions  initiales  sont  telles  que  1'instrument  com- 
mence par  tourner  autour  de  son  axe  de  revolution  (axe  principal  d'inertie 
relatif  au  point  G),  ce  mouvement  de  rotation  persistera  indefiniment, 
Paxe  conservant  une  direction  absolument  fixe  dans  l'espace.  Done,  dans 
ce  cas,  l'axe  de  ('instrument  restera  pointe  vers  la  meme  etoile  et,  pour 


Fig.  258. 


Pobservateur  place  sur  la  Terre,  il  suivra  l'etoile  dans  son  mouvement 
diurne.  Ge  mode  de  raisonnement  conduit  aux  memes  resultats  que  Pana- 
lyse  de  Bour  (Journal  de  Liouville,  1 863 ). 

Si,  au  lieu  de  considerer  un  solide  de  revolution,  on  considerait  un 
solide  quelconque  suspendu  par  son  centre  de  gravite,  le  mouvement  du 
corps  par  rapport  aux  axes  Gx'y ' z  de  directions  fixes  serait  un  mouve- 
ment a  la  Poinsot,  et  le  mouvement  du  corps  par  rapport  a  la  Terre  s'ob- 
tiendrait  en  combinant  ce  mouvement  a  la  Poinsot  avec  le  mouvement 
diurne.  C'est  le  resultat  qu'aurait  obtenu  Bour  s'il  avait  pousse  jusqu'au 
bout  Panalyse  qu'il  n'a  fait  qu'ndiquer  pour  ce  cas  general. 

(Guyou,  loc.  cit.) 

Le  procede  employe  par  Foucault  pour  suspendre  un  tore  par  son  centre 
de  gravite  est  le  suivant.  Un  premier  anneau  tourne  autour  d'un  axe  fixe 
vertical  GG  :  un  deuxieme  anneau  tourne  autour  d'un  axe  BB'  (Jig.  258) 
qui  coincide  avec  le  diametre  du  premier  anneau  perpendiculaire  a  CC; 
enfin,  le  tore  tourne  autour  d'un  axe  AGA'  coincidant  avec  le  diametre  du 
second  anneau  perpendiculaire  a  BB'. 
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EXERCICES. 

1.  Trouver  le  mouvement  relatif  d'un  point  pesant  sur  un  plan  horizontal,  en 
tenant  compte  du  mouvement  de  la  Terre. 

/teponsc.  —  En  prenant  les  axes  du  n°  425,  on  voit  que  le  point  reste  dans  le 
plan  des  xj\  z  =  o;  la  seule  force  appliquee,  autre  que  l'attraction,  est  la  reac- 
tion normale  N  du  plan.  Les  equations  du  mouvement  sont  alors 

d*  x  .  .  dy         d2y  .    .    dx  _  _  „  dy 

— —  =  —  a  o)Sin  a  —  1  —~  =  2(0  sin  A  — j—  >  o  =  it  to  —  N  —  2  m  w  cos  A  — f-  • 
dt-  dt  dt1  dt  0  dt 

La  derniere  equation  donne  la  reaction  qui  d  iff  ere  un  peu  du  poids  du  corps, 

a  cause  du  terme  en  w.  Les  deux  premieres  definissent  le  mouvement  dans  le 

plan  des  xy.  En  appliquant  le  theoreme  des  forces  vives,  on  trouve  que  la  vitesse 

relative  v  du  mobile  est  constante  et  egale  a  va.  Designant  par  a  Tangle  de  la 

~  ,       dx  dy  _ 

vitesse  avec  Ox,  on  a  done       =  t>0cosa,        —  t>0sina.  Ces  expressions,  portees 

,      .       .        ,  v  .  da.  .     '  ds 

dans  les  equations  du  mouvement,  donnent        =2wsinA;  comme  ^  =  t>ff, 

s  designant  Tare  de  la  trajectoire,  on  a 

—  0  =  —  =  po 

da       2w  sin  a 

Le  rayon  de  courbure  p  est  done  constant  et  la  trajectoire  est  un  are  de  cercle 
de  ties  grand  rayon. 

2.  Traiter  directement  par  la  Thcorie  du  mouvement  relatif  les  problemes 
traites  dans  le  premier  Volume  par  la  methode  de  Lagrange  :  page  49^  n°  260; 
page  001  problemes  22  et  23  :  page  5o~,  probleme  2. 

3.  Mouvement  relatif  d'un  point  pesant  glissant  sur  une  droite  tournant  uni- 
formement  autour  d'un  axe  vertical  fixe  Oz  qu'elle  ne  rencontre  pas. 

Soient  OC  ia  perpendiculaire  commune  a  l'axe  Oz  et  a  la  droite,  CM  =  r  la 
distance  du  mobile  an  point  C,  et  a  Tangle  de  la  droite  avec  l'axe.  L'equation  du 
mouvement  est 

d2r 

— —  —  (o-  r  sin  -  a  =  —  »•  cos  a, 

dt3  0 

equation  Lineaire  a  coefficients  constants  avec  second  membre  constant. 

Le  point  se  meut  comme  si  la  droite  etait  fixe  et  si  le  point  etait  repousse  par 
la  position  d'equilibre  relatif,  proporlionnellement  a  la  distance. 

i.  Si,  •  1  a  1 1  s  toute  Tctendue  de  Ia  trajectoire  d'un  poids  pesant  dans  le  vide  a  la 
-ui  lace  de  la  Terre,  on  regarde  l'attraction  comme  constante  en  grandeur  et 
direction,  le  point  semble  decrire,  par  rapport  a  la  Terre,  une  parabole  qui  tourne 
uniforrnement  autour  d'un  certain  axe.  [Boim  (les  formules  que  donne  Resal 
dans  les  Nouvvlles  annates,  1872,  conduisent  precisement  a  ce  resultat).] 

5.  Mouvement  de  chute  d'un  point  pesant  dans  le  vide,  quand  on  regarde  la 
I  '  rre  <  omrne  un  ellipsoVde  do  revolution  homogene  et  aplati. 

( De  Saint-Gkrmain.  Nouvelles  Annates,  >  serie,  t.  II,  i883.) 
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6.  Un  tore  pesant  et  homogene  V  est  mobile  autour  d'un  diametre  equatorial 
;  O  £'  horizontal;  ce  diametre  est  anime  d'une  rotation  uniforme  to  autour  de  la 
verticale  du  ecntre  O.  En  un  point  M  du  diametre  equatorial  perpendiculaire 
a  £0;'  est  place  un  poids  additionnel  m.  Mouvernent  du  tore  autour  du  dia- 
metre \0%  (»).  {Agregation,  i87^.) 

Soient  OM=d;  A  et  C  les  moments  d'inertie  du  tore  par  rapport  a  un 
diametre  equatorial  et  par  rapport  a  l'axe  de  revolution. 

Le  mouvernent  sera  defini  par  Tangle  8  du  rayon  OM  avec  la  verticale  descen- 
dante. 

L'equation  du  mouvernent  est 

(  A  -+-  m  d'1)  6" —  w-(  C  —  A  4-  ni  d2)  sin  0  cos  6  =  —  rng  d  sin  0. 

7.  On  donne  une  surface  S  dont  l'equation,  par  rapport  a  trois  axes  rectangu- 
laire  Ox,  Oy,  O z,  est 

z  =  e*+y,  ; 

c  designant  la  base  des  logaritlimes  neperiens.  Un  point  materiel  M  dont  on 
prend  la  masse  pour  unite  est  assujetti  a  sc  mouvoir  sur  la  surface  S;  il  est,  en 
outre,  soumis  a  Taction  de  forces  exterieures  donnces.  La  surface  S  tourne  arec 
une  vitesse  angulaire  constante  w  autour  de  la  droite  OA  dont  les  equations,  par 
rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  sont 

x  =  y  =z. 

i°  Former  les  equations  differentielles  qui  d^finissent  le  mouvernent  relatif  du 
point  M  sur  la  surface  mobile  S; 

2°  Calculer  la  reaction  N  de  cette  surface; 

3e  Etudier  ce  mouvernent  relatif  en  supposant  le  point  M  attire  vers  le  point  O 

> 

par  une  force  F  proportionnelle  a  la  distance  MO,  et  vers  le  plan  P,  mene  par 

le  point  0  perpendiculairement  a  la  droite  OA,  par  une  force  F,  proportionnelle 
a  la  distance  Mm  du  point  M  a  ce  plan  P. 

Les  intensites  des  forces  F  et  Fu  a  Tunite  de  distance,  ont  respectivement  pour 
valeur  to2  et  3to2. 

A  Torigine  du  temps  le  mobile  M  se  trouve  au  point  ayant  pour  coordonnees 

x=y  =  o,      z  —  i  , 

de  plus  on  a.  au  meme  instant, 

dx  _      2  to         dy      2  w 
~dt  ~~  dt~fi' 

( Agregation, ) 

8.  Une  circonference  de  rayon  R  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  oj 
autour  d'un  de  ses  diametres  Ox  suppose  vertical. 

Mouvernent  d'une  barre  homogene  pesante  AB,  dont  les  extremites  glissent  sans 
frottement  sur  la  circonference. 


(l)  Gilbert,  Memoire  sur  V application  de  la  rnetfiode  de  Lagrange  d  divers 
problemes  de  mouvernent  relatif,  p.  276. 
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G  etant  le  milieu  de  la  barre,  soit  OC  —  a,  G  Tangle  de  OC  avec  la  verticale 
descendante  Ox,  M/r2  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  a  C,  le  theo- 
reme  des  forces  vives  applique  au  mouvement  relatif  donne 

M  ( £2-f-  a-)  {^^)  =  2  M ga  cosO  ■+-  a)2Em/-2-b  h, 

oil  /•  designe  la  distance  du  point  m  de  la  barre  a  Ox.  On  trouve  facilement 
Sm/,2=  Ma2sin26  -+-  MA"2cos20. 


En  substituant,  on  a  I'equalion  du  mouvement;  cos 6  est  donne  en  t  par  une 
function  elliptique. 

Si  az=k2,  le  mouvement  est  pendulaire. 

d~  6 

Les  positions  d'equilibre  relatif  s'obtiennent  en  egalant  a  zero 

( Licence. ) 


9.  Stabilite  de  l'equilibre  relatif  d'un  point.  —  II  est  important  de  remar- 
quer  que,  si  la  force  centrifuge  composee  n'intervient  pas  dans  la  recherche  de 
l'equilibre  relatif,  elle  apparait  des  que  le  point  se  meut  et  doit  entrer  en  ligne 
de  compte  pour  la  recherche  de  la  stabilite. 

Voici  cependant  un  cas  particulier  qui  se  presente  frequemment  et  dans  lequel 

> 

on  peut  affirmer  que  l'equilibre  est  stable.  Supposons  que  la  force  donnee  F 

appliquee  au  point  m  et  la  force  centrifuge  —  mJ  derivent  toutes  deux  d'une 
fonction  de  forces,  de  sorte  qu'on  ait 

X-T/n(Jc)x= 


1  etant  fonction  de  x,  y,  z.  Dans  ces  conditions,  on  obtiendra  les  positions 
d'equilibre  relatif  du  point  m,  soit  libre,  soit  mobile,  sur  une  courbe  ou  une 
surface  invariablement  liee  aux  axes  Oxyz,  en  cherchant  parmi  les  positions 
possibles  du  point  celles  qui  rendent  la  fonction  U  maximum  ou  minimum.  Si, 
dans  une  certaine  position,  U  est  maximum,  c'est  une  position  d'equilibre  stable. 
En  effet,  si  le  point,  etant  ecarte  de  sa  position  d'equilibre  et  lance  avec  une 
petite  vitesse  relative,  se  met  en  mouvement,  la  force  centrifuge  composee  vient 
s'ajouter  aux  autres  forces;  mais,  comme  son  travail  est  nul,  on  a  I'integrale  des 
forces  vives 

mv'       TT  U 

2 

ii  laquelle  on  pourra  appliquer  (ous  les  raisonnements  faits  pour  la  stabilite  de 
l'equilibre  dans  le  mouvement  absolu  (nos  208,  245,  267),  raisonnements  qui 
reposent  uniquement  sur  1'existence  de  I'integrale  des  forces  vives.  Ainsi,  dans 
l'exemple  du  n°  415  (equilibre  relatif  d'un  point  pesant  sur  une  courbe  plane 
tournant  autour  d'une  verticale  de  son  plan),  on  a 

U  =  —  mg  2  +  -  m  in-  a". 
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On  peut  alors  verifier  par  cette  methode  que,  pour  le  cercle  tournant,  la  posi- 
tion cos  a  =  -v—  est  stable  quand  elle  existe. 
(•)-  R 

Les  merries  remarques  s'appliquent  a  L'equilibre  relatif  (Jcs  systemes. 


CHAPITRE  XXIII. 

PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT. 


i.  —  Equation  genErale  de  la  dynamique. 

129.  Enonce  du  principe.  —  Nous  avons  deja  enonce  le  prin- 
cipe de  d'Alembert  pour  un  point  materiel  (288).  Si  Ton  consi- 
lere  d'une  part  les  vecteur  representant  les  forces  appliquees  a 


un  point  de  masse  m  et,  d'autre  part  un  vecteur  I  applique*  au 
point,  egal  et  oppose  au  produit  de  l'accele>ation  par  la  masse,  on 
pent  interpreter  les  Equations  du  mouvement  de  la  facon  suivante  : 

il  v  a  e'quilibre  a  chaque  instant  entre  les  forces  et  le  vecteur  I  qu'on 

appelle  force  d'inertie.  Les  projections  de  ce  vecteur  I  sur  les 
axes  de  coordonn^es  sont 


d%  x  d-y  d- 


—  m— — j    — m — f—  5    — m  — —  j 

dV-  dV-  dV~ 

x,  y,  z  designant  les  coordonnees  du  point  m. 

Soit  alors  un  systeme  de  n  point  de  masses  mi,  j»a,  .  .  . ,  mn  en 
mouvement;  on  peut  dire  qu'il  y  a,  a  chaque  instant,  equilibre 
entre  toutes  les  forces  agissantsur  ces  points  et  les  forces  d'inertie 

de  ces  points  [4,  I2,  .  .  . ,  Itt. 

A  l'aide  de  ce  principe,  on  peut  ramener  la  mise  en  equation 
d'un  probleme  de  Dynamique  a  la  mise  en  Equation  d'un  probleme 
auxiliaire  de  Statique. 

Premiere  application  :  llteovemes  des  quantitis  de  mouve- 
ment projetees  et  des  moments  cinetiques.  —  Nous  avons  vu 
(n"  94)  que,  pour  qu'un  systeme  quelconque  soit  en  equilibre,  il 
faut  que  la  somme  des  projections  des  forces  exterieures  sur 
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chacun  des  irois  axes  de  coordonuees  soit  nulle  el  que  la  somme 
des  moments  de  ces  forces  par  rapport  a  chacun  des  trois  axes  soit 
nulle.  <  )n  en  conclut  imm($dialement,  par  l'application  du  principe 
de  d'Alembert,  que,  dans  un  sjsteme  en  mouvement,  la  somme 
des  projections  des  forces  d'inertie  et  des  forces  exlerieures  sur 
chacun  des  trois  axes  est  nulle, 

et  que  la  somme  des  moments  des  forces  d'inertie  el  des  forces 
exlerieures  par  rapport  a  chacun  des  axes  est  nulle  : 

2>(- ^    ylf)  +22  -v.-  ,  X,)  =  o,  ... 

Les  six  Equations  ainsi  obtenues  expriment  les  theoremes  des 
quantites  de  mouvement  projet^es  et  des  moments  des  quantites 
de  mouvement  (n°  320  et  328). 

430.  Etude  particuliere  d'un  systeme  a  liaisons.  —  Soit  un 
sysleme  de  points  materiels  sollicites  par  des  forces  donnees  et 
assujettis  a  des  liaisons  donnees  pouvant  varier  avec  le  temps  sui- 
vanl  une  loi  donnee.  Ghaque  point  du  sysleme  peut  etre  considere 
conime  libre  sous  Taction  des  forces  donnees  et  des  forces  de 
liaison  qui  agissent  sur  lui.  D'apres  le  principe  de  d'Alembert. 
il  y  a  equilibre,  a  chaque  instant,  entre  les  forces  donnees,  les 
forces  de  liaison  et  les  forces  d'inertie.  On  cnonce  quelquefois 
co  fait  sous  la  forme  suivante  : 

A  chaque  instant,  il  y  a  equilibre,  en  yertu  pes  liaisons 
exist  ant  a  cet  instant,  entre  les  forces  donnees  et  les  forces 
d'inertie. 

Exemple  :  Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d) un  a. re 
fixe.  —  Rappelons  que  pour  qu'un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  axe  fixe  Oz  soit  en  equilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  moments  des  forces  par  rapport  a  I'" axe  soit  nulle.  D'apres  cela, 
pour  ecrire  l'equalion  du  mouvement  d'un  corps  mobile  autour 
de  Oz,  il  faut  ecrire  que  les  forces  donnees  et  les  forces  d'inertie 
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se  font  equilibre  en  vertu  de  la  liaison,  c'est-a-dire  que  la  somme 
des  moments  de  ces  forces  par  rapport  aO;  est  nulle  : 

d2y        d2x\     ^ri     v  , 

Cost  l'cquation  du  n°  359,  com  me  on  le  verifiera  facilement. 

13 1 .  Equation  generate  de  la  Dynamique  pour  un  systeme  a 
liaisons  sans  frottement.  —  Soit  un  systeme  de  n  points  de 
masses  tn  i ,  m  •_> ,  . . . ,  in  /(  de  coordonnees  #4,  y±.  zA,  #25  Ji*.  zi-,  ••• 
assujellis  a  des  liaisons  donnees  realises  sans  frottement;  ces  liai- 
sons peuvent  d'ailleurs  d^pendre  du   temps.   Les   points  sont 

sollicites  par  des  forces  donnees  :  appelons  (Xv,  Yv,  Zv)  les  pro- 
e- 
jections de  la  rcsultaute  Fv  des  forces  donnees  appliquees  an 

point  de  masse  mv. 

D'apres  le  principc  de  d'Alembert,  il  y  a  equilibre  a  chaquc 

-> 

instant  entre  les  forces  d'inertie,  les  forces  donnees  Fv  et  les  forces 
provenant  des  liaisons.  Si  done  on  imprime  au  systeme  un  depla- 
cement  virtuel  guelconque,  la  somme  des  travaux  des  forces 
d'inertie,  des  forces  donnees  et  des  forces  de  liaison  est  nulle. 
Mais,  si  le  deplacement  virtuel  est  compatible  avec  les  liaisons 
qui  ont  lieu  a  V instant  t,  la  somme  des  travaux  des  forces  de 
liaison  est  nulle  d'elle-meme  (n°  162);  done  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces  d'inertie  et  des  forces  donnees  est  nulle. 

Appelons  &rv,  oy,n  dz,n  les  composantes  d'un  deplacement  virtuel 
du  point  de  masse  mv.  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  a 

V instant  t  :  les  projections  de  la  force  d'inerlie  L,  du  point  de 
masse  //?.,  etant 

d1  x-,  d-  y\,  d- 

dr-  dp  dt2 

on  ;i  ['equation 


(0 


(Zv-  >»->^t)  8^v]  =  o, 


qui  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  displacements  virtuels  compa- 

appbll.  —  TratU  dr.  Micanique.  n.  20 
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tibles  avec  les  liaisons  existanl  a  l'iiistant  t.  Gette  Equation 
constilue  X equation  g6ne"rale  de  la  Dynamique  des  systemes  a 
liaison  sans  frollement. 
On  peut  l'dcrire 

2[Fv-'"v-^rvj5Mv=oJ 

V 

3MV  etant  le  deplacement  virtuel  du  point  Mv  de  masse  rav 
Elle  differe  de  l'equation  generate  de  la  Statique  (n°  170) 

^  (  X v  oxy  -h  Yv  5jkv  -+-  Zv  &zv )  =  o, 

uniquement  par  la  presence  des  forces  d'inertie. 

Nous  commencerons  par  faire  deux  applications  de  cette  methode  a  des 
problemes  simples. 

432.  Probleme  I.  —  Soient  deux  droites  OA,  OB  situees  dans  un 
plan  vertical  et  faisant  avec  Vhorizontale  les  angles  a,  [3;  sur  ces 
droites  glissent  sans  frottement  des  points  materiels  pesants  m\,  m2, 
niz,  nii  rattaches  entre  eux  par  un  fil  flexible  inextensible  et  sans 
masse,  allant  passer  en  O  sur  une  poulie  infiniment  petite.  On  de- 
mande  de  trouver  le  mouvement  du  systeme. 

La  force  d'inertie  du  point  mt  est  un  vecteur  dirige,  suivant  OA;  ce 
vecteur,  compte  positivement  de  O  vers  A,  a  pour  mesure 

d-x 

-""rf?' 

en  designant  par  x  la  distance  Omi.  Comme  tous  les  points  subissent  dans 
le  mouvement  des  deplacements  egaux,  les  forces  d'inertie  de  m2,  m.h  m^ 
seront  de  meme  des  vecteurs  diriges,  le  premier  suivant  OA,  les  deux 
autres  suivant  BO.  Ces  vecteurs  ont  pour  mesures 


d-  x  d~  x  d- 


x 


dV-  at*  dt- 

en  prenant  comme  sens  positif  sur  OB  le  sens  B  vers  0.  Le  sens  positif 
sur  les  deux  cotes  est  done  BOA. 

II  nous  faut  ecrire  que  le  systeme  est  en  equilibre  sous  Taction  de  ces 
forces  d'inertie  et  des  poids  mxg,  m2g,  m%g,  m 4 g  de  mi,  m2,  m>,  mt. 
Le  seul  deplacement  virtuel  possible  est  le  deplacement  reel,  e'est-a-dire 
un  glissement  ?>x  du  systeme.  Le  travail  virtuel  des  forces  d'inertie  pour 
ce  deplacement  est  manifestement 

d-x  d-x.  d-x  ^  d-x  fc 

—  in  i  — — -  ox  —  m<i  — —  ox  —  m3  ——-  ox  —  mv  — —  ox. 
dr-  dt*  dt-  dV- 
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Quant  au  travail  des  poids,  il  esi 

m\  g  ox  sin  v.  -+-  in *g  Sx  sin  a  —  niig  ox  sin  3  —  mf,  g  ox  sin  3  ; 

nous  avons  l'equation  du  mouvement  en  ecrivant  que  la  somrae  de  ces  tra- 
vaux  est  nulle,  ce  qui  donne 

( mi  -+-  m2  -+-  ni«  -+-     )  ~j~r  —  ( ffti  H-  m% )  o"  sm  a  —  ( m-'>  ■+*  "** )  ©  siii 


c/'-  X 


est  done  constant,  et  le  mouvement  est  uniformement  accelere,  a  moins 


dP 

que  la  quantite 


(  m  i  -h  mo )  £■  si  ii  y.  —  (  m3  -4-  m4  )  ^  sin  (3 


Tn2, 


771/^ 

■ 

Fig.  269. 


soit  nulle,  ce  qui  est  la  condition  d^quilibre;  dans  ce  cas,  le  mouvement 
serait  uniforme.  Quand  un  des  points  a  passe  par  0,  Pe'quation  doit  etre 
modifiee. 


Probleme  II.  —  Mouvement  d'une  chaine  homogene  pesante  sur  une 
courbe  fixe.  —  Nous  avons  vu  en  Statique  (n°  109,"  Exemple  7)  que  la 
condition  d'equilibre  de  la  chaine  est  que  la  somme  des  composantes  tan- 
gentielles  des  forces  soit  nulle.  II  en  re'sulte  que  nous  aurons  le  mouve- 
ment cherche  en  exprimant  qu'a  chaque  instant  la  somme  des  composantes 
tangentielles  des  forces  d'inertie  et  des  poids  est  nulle. 

Soient  Oz  la  verticale  ascendante  et  z  =  *i»  (s)  la  relation  entre  l'ordonnee 
et  Tare.  Le  cosinus  de  Tangle  de  la  direction  positive  de  la  tangente  avec 
la  verticale  est  <J/(s)j  la  composante  tangentielle  du  poids  de  l'element  8X 
est  done,  en  conservant  les  notations  que  nous  avons  deja  employees  pour 
ce  meme  probleme  (n°  344), 


(mg)t  =  —  pgB)M  ( 
la  somme  de  ces  composantes  est  done 


X); 
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d2s 

La  composante  tangentielle  de  racceleration  etant  !■  composante 

d2s 

tangentielle  <I>;  de  la  force  d'inertie  de  ce  meme  element  o).  est  —  m  ou 

d-  a 
—  m  —, —  • 
dV- 


La  somrae  de  ces  composantes  est  done  —  "^T^j 


Ecrivant  que  la  somrae  de  toutes  les  composantes  {mg)t  et  <\>t  est  nulle, 
on  retrouve  l'equation  deja  etablie 


433.  Keduction  des  equations  du  mouvement  au  nombre 
minimum.  —  Dans  chaque  systeme  particulier,  pour  obtenir  le 
emplacement  virtuel  le  plus  general  compatible  avec  les  liaisons 
qui  existent  a  1'instant  t,  il  faut  et  il  sufTit  que  Ton  fasse  subir 
a  k  parametres  qi,  q>,  .  ..,  q/{  des  variations  arbitraires  o^4, 
oq2,  •  •  -i  $qk-  On  dit  alors,  couirne  nous  l'avons  deja  fait  en  Sta- 
tique  (n°  171),  que  le  systeme  considere  possede  k  degres  de 
liberie.  Nous  pouvons  obtenir,  dans  cetle  liypothese,  les  equa- 
tions du  mouvement  en  suivant  la  marche  suivie  en  Statique 
(n°  171).  Comme  le  displacement  virtuel  le  plus  general  du  sys- 
teme a  1'instant  t  est  defini  par  les  variations  arbilraires  dq{, 
dq2,  .  .  . ,  oqk,  les  variations  dx^ ,  6y4,  d>i,  &c2,  oy2,  &s2,  •  •  •  des 
coordonnees  des  divers  points  du  systeme  sont  dfkerminees  des 
qu'on  a  choisi  dq{,  dq2l  .  .  dq/{.  On  aura  done,  pour  ces  varia- 
tions, des  expressions  de  la  forme 

QXi  =  an  «i2  oqo  -+-...-+-  a\k  toqk, 

fyi  =  bu  8^1-f-  b12  8y2 -+-  •  •  •  ■+■  ba  ?,qk. 
8^1  =  Cn  lqy  -+-  Ci2  oq2-h.  .  .-h  C±k  %qk, 

 >  » 

ox-,  =  avi  8q  i  -h  av2  8^0  -f- .  . .  -h  a^k  8*7,1, 
0)'v  =  6vl  -4-  6v2  o^2  —  ...  -+-  &v/fc  o^a  , 
ozv  =  cvl  o^t  h-  ev2  8^2  -+- ...  -+-  cv*  8^/t, 

 ? 

ou  I' on  fait 


V  =  I  .  23  ...,//. 
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Si  Ion  porle  ces  valeurs  dans  l'equalion  generale  (i)  de  la 
1  )  \  namique 

2[(X-'~  (V,-»N^)  Sr, 

+  (z,-mv^)«2v]  =  o, 

on  oblient  une  Equation  de  la  forme 

(3)         (Qi-  Pi)^,-h(Q2-  P2  )  iq*         -t-(Q*  —  Pyt)8^=  o, 
ou  les  quantites  Q£  et  l\  ont  pour  expressions 

V=wz 

Q  i  =  V  ( Xv  Ovi  -h  Yv  bvi  -+-  Zv  cVj)3 

V=  1 
V— /f 

V=  1 

avec 

=  i,  2,  . . k. 

L'equalion  (3),  devant  etre  verifiee  quels  que  soient  les  depla- 
cements  virluels  compatibles  avec  les  liaisons  au  temps  £,  devra 
etre  verifiee  quelles  que  soient  les  variations  c^,  dq2:  .  .  . ,  dg^. 
On  doit  done  avoir 

(5)         Qi— Pi=o,       Q«— P,=-o,  Qk-Pk=o. 

On  a  ainsi  les  equations  du  mouvement  du  systeme  :  le  nombre 
de  ces  equations  est  precisement  egal  au  nombre  k  des  degres  de 
liberie  du  svsleme.  G'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  successive- 
ment.  dans  le  n°  288,  les  equations  du  mouvement  d'un  point 
libre,  d'un  point  assujetti  a  glisser  sur  une  surface  fixe  ou  mobile 
donnee,  d'un  point  assujetti  a  glisser  sur  une  courbe  fixe  on 
mobile  donnee. 

Nous  reviendrons  sur  ces  equations  gencrales  dans  le  chapitre 
suivant. 

Systemes  holonomes  et  non  holonomes.  —  Au  point  de  vue 
de  ['expression  analytique  des  liaisons,  les  systemes  se  divisent  en 
deux  categories  :  les  systemes  Iiofonomes,  dont  toules  les  liaisons 
peuvent  etre  exprimees  par  des  equations  en  termes  finis,  et  les 
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systemes  non  holonomes  comme  le  cerceau,  la  bicyclette,  dans 
lesquels  certaines  liaisons  (roulement  des  roues  sur  unc  surface 
fixe)  s'expriment  par  des  relations  difFerentielles. 

Nous  avons  etudie  en  detail  le  cas  du  cerceau  (Statique, 
n,,s  171  et  172,  et  Dynamique,  n°  41 1 ). 

Les  equations  que  nous  venons  d^tablir  s'appliquent  a  tons  los 
cas. 

434.  Systemes  holonomes;  coordonnees  d'un  systeme  holonome. 

-  Un  systeme  est  dit  holonome,  d'apres  le  physicien  allemand 
Hertz  (n°  172),  quand  les  liaisons  qui  lui  sont  imposees  peuvent 
s'exprimer  par  des  relations,  en  termes  finis,  entre  les  coordon- 
nees des  points  du  systeme  et  le  temps.  Soient#i,  Zi ;  y*, 
z2]  .  .  -  ,  xn,  yny  z„  les  coordonnees  des  points  du  systeme;  pour 
que  le  systeme  soit  holonome,  il  faut  et  il  suffit  que  les  liaisons 
puissent  toutes  s'exprimer  par  un  systeme  dVquations  distinctes 
de  la  forme 

/l  (#1,  JKlj  S.ij  #2j  y%>  Z2,   .  •  •  ,  OC,i,  J'n,  Zn,  t)  =  O, 

yu  zh  ^2,  yt,  zt,  .  • xn,  yni  zn,  t)  =  o, 

//tOb  yu  ZU  ^2,  y«,  •  ■       &n,  Yn,  Zn,  t)  =  O. 

Ges  equations  s'appellent  les  equations  de  liaison  du  systeme 
holonome.  Si  aucune  de  ces  equations  ne  contient  le  temps  t,  les 
liaisons  sonl  dites  independantes  du  temps;  si  certaines  equa- 
tion de  liaison  contiennent  t,  les  liaisons  dependent  du  temps. 

On  a  un  exemple  de  liaisons  dependant  du  temps  en  imaginant 
que  certains  points  du  systeme  sont  assujettis  a  glisser  sur  des 
courbes  ou  sur  des  surfaces  animees  de  mouvements  donnas  a 
l'avance,  c'est-a-dire  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  dont  les 
Equations  contiennent  le  temps. 

Le  nombre  h  des  equations  de  liaison  est  necessairement 
inferieur  au  noinbre  3n  des  coordonnees;  en  eflet,  si  h  etait  egal 
a  3/i,  le  mouvement  du  systeme  serait  impose  par  les  equations  de 
liaison,  car  ces  equations  d^finiraient  les  3n  coordonnees  en 
fonction  du  temps.  On  pourra  done  poser 

A  =  3/i  —  fc, 


CHAPITRE  XXIII.   —  PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT.  3 1  I 

k  designanl  un  entier  positif.  Nous  allons  voir  que  le  systeme 
possede  k  degres  de  liberie. 

Coordonnees  du  systeme.  —  A  chaque  instant  £,  pour  con- 
uaitre  la  position  du  systeme,  il  suffit  de  connaitre  les  valeurs 
Qumeriques  de  A'  des  3n  coordonnees,  convenablement  choisies  : 
en  ellet,  les  valeurs  des  Ii  ==  3/z  —  k  autres  coordonnees  sont  alors 
donnees  par  les  h  equations  de  liaison  (6). 

Plus  generalement,  pour  connaitre  la  position  du  systeme  a  un 
instant  il  sufFit  de  connaitre  les  valeurs  numeriques  de  k  para- 
metres  qit  q2,  <]k,  liees  aux  coordonnees  par  k  relations 
donnees 

Ifh+-\  (#1,  Vi,  Slj  Y*,  ^2;    •  •  •  •  yn,  Zn,  t)  ==  qu 

/^-s("a?i,  fu  zu  xi,  y*,  a's,        Xn,  Jn,  zn,  t)  =  qt, 
v  fh+i^xx,  Vi,  zt,  a?23  J2,  z,,  ....  xn)  ym  zm  t)  =  qk. 

En  eflfet,  si  t  est  donne,  et  si  Ton  donne  a  qi}  q-2:  •  .  . ,  qu  des 
valeurs  num^riques,  les  equations  (6)  et  (7)  formeront  un  systeme 
de  h  -+-  k  =  3n  equations  determinant  les  3n  coordonnees 

Si  Ton  resout  effectivement  le  systeme,  on  obtient,  pour  les 
3n  coordonnees,  des  expressions  de  la  forme 

I  #v—  OvC^i,  ?s,  •  •  Oj 

(8)  I  jy—  fyiiu  g*>  ■  •'■■>  $m  *)> 

ou  v  —  i,  2,  ... ,  /z.  Ces  formules  montrent  bien  qu'a  chaque 
ins  tan  I  t  les  valeurs  numeriques  des  parametres  qt,  q-2,  q^ 
determinent;  la  position  du  systeme.  Les  parametres  q^,  q>,  .  .  ., 
(/{  peuvent  etre  appeies  les  coordonnees  du  systeme  holonome. 

Exemples.  —  La  position  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe  est  determine e  des  que  l'on  connait  les  valeurs  numeriques  des 
trois  angles  d'Euler  9,  tp,  d»;  ces  angles  constituent  les  coordon- 
nees du  corps  (/<•  =  3). 

La  position  d'une  toupie  sur  un  plan  horizontal  fixe  (n°  A01) 
esl  determine  quand  on  connait  les  coordonnees  horizontales  £,  n 
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dg  cenlre  de  graVite*  et  les  Lrois  angles  d'Euler  0,  op,  dormant 
l'orientation  de  la  toupie  autour  de  son  centre  de  gravity.  Les 
cinq  quanliles     y),  0,  op,  ^  sont  ies  coordonnees  de  La  toupie  : 

(*=  5). 

Degris  de  liberie  du  systeme.  —  Pour  obtenir  le  deplace- 
ment  le  plus  general  du  systeme,  compatible  avec  les  liaisons 
a  l'inslant  t,  il  suffit  de  donner  a  t  la  valeur  numdrique  corrcs- 
pondante  et  de  faire  varier  les  coordonnees  ql}  q.2,  .  .  . .  qk  de 
quantites  infiniment  petites,  arbilraires,  hq^ ,  dq.2,  .  ..,  dq/,.  Les 
formules  (8)  donnent  alors  les  variations  correspondanles  des 
coordonnees,  e'est-a-dire  les  deplacements  virluels  compatibles 
avec  les  liaisons 


oxv  = 

dxv  „ 

0xv  9 

—  oqi 
<Jqi 

ou  v  =  1 ,  2,  .  .  . ,  n.  Gomme  dqt1  dq2,  .  .  . ,  dq/{  sont  arbitraires.  le 
systeme  possede  k  degres  de  liberte.  Ges  formules  (9)  sont  des 
cas  particuliers  des  formules  generates  (2)  donnant  le  deplacc- 
ment  virluel  lc  plus  general  compatible  avec  les  liaisons.  Elles 
sont  particulieres  parce  que,  dans  le  cas  actuel,  les  seconds 
membrcs  des  expressions  de  d.z\n  oy\n  oz,,  sont  des  diffcrentielles 
totales  exactes  de  fonctions  de  ^71,  q2,  \  .  . ,  '//,.  ce  qui  n'a  pas  lieu 
dans  le  cas  general. 

En  po riant  ces  expressions  de  o./v,  drv,  dz.,  dans  l'equation 
generale  de  la  Dynamique  (1)  et  egalant  a  zero  les  coefficients  de 
3^i,  <5<jr2,  dq/{,  on  obtient  les  k  equations  du /nouvement 

comme  nous  I'avons  expliquc  au  n°  433. 

Nous  montrerons,  dans  le  chapitrc  suivant,  comment  on  peut 
mettre  ces  equations  sous  vine  forme  plus  commode  pour  les  appli- 
cations. 

4-35.  Methode  des  multiplicateurs  de  Lagrange  pour  un  sys- 
tem© holonome.  —  Soil  un  systeme  holonome  assujetti  a  des 
liaisons  exprimces  par  des  relations  (6)  du  numero  precedent. 
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Pour  earacteriser  un  emplacement  virtuel  compalible  avec  les 
liaisons  qui  ont  lieu  a  linstant  t,  il  faut  donner  a  t  une  valeur 
numerique  et  faire  subir  aux  coordonnees  des  variations  dxll  $y\* 
dZi,  .  .  .,  o\rw,  oyn,  dzn,  telles  que  les  fonctions  /t,  ...,//, 
resteni  nulles,  e'est-a-dire  telle  que  les  differentielles  totales 
de  /i,/o)  •  •  -i  fk  soient  nulles.  On  a,  de  cette  facon,  les  equa- 
tions  de  condition  : 


(10) 


<*J\~.         <>f\«         <>A*  #f\  * 


«a?i  dzn 
II  est  a  remarquer  que  le  deplacement  reel  du  systeme  nc  fait 


Fig.  260. 


pas  partie  des  dep  lace  meats  virtuels  que  nous  considerons  ici 
lorsque  les  liaisons  dependent  du  temps.  Par  exemple,  dans  le 
mouvemenl  d'un  point  assujetti  a  se  deplacer  sur  une  courbe  C 
animee  d'un  mouvement  donne,  le  seul  deplacement  virtuel  de  M, 
compatible  avec  les  liaisons  a  l'instant  est  le  deplacement  MM' 
« •  HV'c tu e  sur  la  courbe  G  dans  la  position  qu'elle  occupe  a  l'instant  t ; 
mais,  a  I'inslant  t-\-dt,  la  courbe  C  est  venue  en  C,  et  le  point 
mobile  en  uu  point  M4  de  cette  courbe  :  le  deplacement  reel  MMi 
ne  coincide  done  pas.  en  general,  avec  le  deplacement  virtuel. 

general,  le  deplacement  reel  du  sjsteme  dxi,  dyi}  dz-i,  .  . 
dxn<j  dyn,  dzn  satisfait  aux  relations 

■>Adx^<>lLjy^''lLdz^...^lL  dz„  h-  k  dt  =  o 
ax\  f)y\  oz\  azn  at 

(i  =  i,  2,  . . .,  h). 

II  n  est  done  pas  compris  parmi  le:>  deplacement s  virtuels 
considered  qui  doivent  verifier  les  conditions  (10),  a  mo  ins  que 
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tonics  les  expressions  ^  soienl  nulles,  c'est-a-dire  que  les  liaisons 

soienl  independantes  du  temps. 

Les  equations  (io)  montrent,  comme  nous  l'avons  deja  dit, 
que,  parmi  les  3/i  variations  dsc.,,  fyv,  dz.,,  il  j  en  a  k  d'arbitraires ; 
les  It  aulres  s'exprimeront  lineairement  en  fonction  des  k  pre- 
mieres au  mojen  de  ces  equations;  nous  pourrions  porter  les 
valeurs  ainsi  obtenues  dans  l'equation  generale  de  la  Dyna- 
mique  (i),  qui  devrait  alors  etre  satisfaite  quelles  que  soient 
les  variations  arbitraires.  II  serait  plus  simple  d'employer  la 
methode  des  mulliplicateurs  de  Lagrange,  et  nous  aurons,  par 
un  calcul  semblable  a  celui  qui  a  de\ja  £te  fait  dans  le  cas  de 
l'equilibre  (n°  177), 

I  m  d°-x,,  _  x      ?  (  dfx_  ^_       [  y    dfh  ^ 
v  dt'2     -  *  v      ' 1  dxv     "  '        1  dxv  ' 


d2yv  dfx  dffl 

(ii)  j  mv-^-=Yv+)>1f-+...  +  A/if-, 

dt1  dyv  dy*, 

d-Zs,  dfx  .  dfh 

r^sultats  obtenus  en  remplacant,  dans  les  equations  d'equilibre, 

Xv,  YVJ  Zv  par 

v  d2xv  d2yv  d2z,, 

Nous  avons  ainsi  trois  equations  pour  chaque  point  du  systeme, 
soit  Zn  relations  qui,  jointes  aux  h  equations  de  liaisons,  per- 
mettront  de  determiner  les  3n  coordonnees  et  les  li  parametres  /. 
en  fonction  du  temps.  L'interpr^tation  mecanique  des  A  est  la 
meme  que  dans  le  cas  de  l'equilibre  :  la  force  de  liaison  prove- 
nant  de  la  liaison  fx  =  o  sur  le  point  de  masse  mv  a  pour  projections 

)V1^L,    XidA,  XiM.' 
dxv  dy\,  dzv 

Cette  melhode  n'est  pratique  que  si  le  nombre  des  points  du 
systeme  est  peu  considerable;  s'il  en  est  autrement.  on  cherchera 
a  ramener  la  resolution  du  probleme  a  l'int^gration  du  plus  petit 
nombre  possible  d'equations,  en  exprimant  les  3n  coordonnees 
en  fonction  de  t  et  de  k  parametres  r/j,  •  •  •  >  ^/,?  comme  nous 
venons  de  le  faire. 
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Nous  nous  bornerons  actuellement  a  faire  quelqus  applications 
dircctes  du  principe  de  d'Alembert. 

II.  —  THEOREMES  DEDUITS  DU  PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT. 

136.  Cas  particulier  du  theoreme  des  projections  des  quantites 
de  mouvement.  —  Nous  pouvons  ^crire  liquation  generale  de  la 
Djnamique  donnee  par  le  principe  de  d'Alembert  sous  la  forme 

(,J)  2j[mA lir^*  -3F8^+  -&■***)_ 

=  ^  ( X V  r^rv  -+-  Yv  §rv  -h  Zv  8^v )j 

la  somme  du  premier  membre  etant  6lendue  a  tous  les  points  du 
sjsteme  et  celle  du  second  seulement  aux  points  auxquels  sont 
appliquees  les  forces  donnees. 

En  faisanl  certaines  hypotheses  sur  les  liaisons,  nous  pourrons 
(aire  d'utiles  remarques. 

Supposons  d'abord  que  les  liaisons  soient  telles  que  le  systeme 
puisse  prendre  un  mouvement  de  translation  parallelement  a  Ox\ 
dans  ce  d^plaeement,  on  aura 

oxK  =  oxo  =  . .  .  =  oxn, 

OJ,  —  0Z{  =  OJK2  =  OSo  =  •  •  •  =  07'/)  =  ozn  —  o, 

el  liquation  (12)  deviendra 

Equation  qui  exprime  le  theoreme  suivant  : 

Si  les  liaisons  permettent  a  cliaque  instant  un  deplacement 
dJ  ensemble  parr  allele  a  an  axe  fixe,  la  derivee  par  rapport  au 
temps  de  la  somme  des  projections  des  quantites  de  mouve- 
ment sur  ret  axe  est  egale  a  la  somme  des  projections  des  forces 
donnees  sur  le  meme  axe. 


Ce  theoreme  est  un  cas  particulier  du  ihcoreme  des  quantites 
<lc  mouvement  pro ie tees.  La  derivee  par  rapport  au  temps  de  la 
somme  des  projections  des  quantites  de  mouvement  sur  un  axe 
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est  toujours  cgale  a  la  somme  des  projections  des  forces  exte- 
rieures  sur  lc  memo  axe.  Seulement,  en  general,  les  projections 
de  ces  forces  exterieures  comprennent  a  la  fois  des  forces  donnees 
et  des  forces  de  liaison.  Le  th6oreme  actuel  s'applique  a  une  cate- 
goric de  problemes,  dans  lesquels  les  projections  des  forces  exte- 
rieures sur  I'axe  considere  ne  comprennent  pas  de  forces  de 
liaison. 

Par  exemple,  si  Ton  oherche  le  mouvement  d'une  bane  pesante  dont 
les  extremites  glissent  sur  deux  surfaces  fixes  S  et  S',  le  theoreme  general 
s'applique  a  la  projection  du  mouvement*  sur  un  axe  quelconque  Ox; 
mais,  dans  les  projections  des  forces  exterieures,  il  faut  compter  les  pro- 
jections des  reactions  des  deux  surfaces  S  et  S';  le  theoreme  actuel  ne 
s'applique  pas  si  S  et  S'  sont  prises  au  hasard. 

II  ne  s'appliquerait  que  si  les  surfaces  S  et  S'  etaient  des  cylindres 
paralleJes  a  Ox,  car  alors  les  liaisons  permettraient  un  deplacement  d'en- 
semble  de  la  barre  paralleleinent  a  Ox;  dans  ce  cas,  les  projections  des 
reactions  normales  sur  Ox  sont  nulles. 

On  reconnait,  en  general,  que  le  systeme  admet  une  transla- 
tion parallele  a  Ox,  lorsque  les  equations  de  liaisons  ne  con- 
liennent  les  abscisses  que  par  leurs  differences. 

437.  Cas  particulier  du  theoreme  des  moments.  —  Admettons 
maintenant  que  les  liaisons  permettent  une  rotation  d'ensemble 
du  systeme  autour  de  l'axe  des  z ;  si  Ton  designe  par  oO  cette  rota- 
tion elementaire,  on  sail  qu'on  a 

ox,,  =  — jKvo6,       8yv=;zvo0,       o:-v  =  o ; 
l'equation  generale  (12)  devient  alors 

V  m  (x  til  _  y  — -  -  V  m  (x  ^  -  r 

c'est-a-dire  : 

Si  les  liaisons  permettent  d  chaque  instant  un  mouvement 
de  rotation  du  systeme  autour  d ^ un  axe  fixe,  la  derivee  de  la 
somme  des  moments  par  rapport  a  cet  axe  est  egale  a  la 
somme  des  moments  des  forces  donnees  par  rapport  au  meme 

axe. 
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Nous  remarquerons  encore  ici  que  ce  theoreme  est  un  cas  par- 
liculier  du  theoreme  des  moments  des  quantites  de  mouvemenl, 
en  ce  que  ce  sont  les  forces  donnees  seules  qui  figurent  dans 
Tenoned,  au  lieu  des  forces  ext^rieures. 

438.  Cas  particulier  du  theoreme  des  forces  vives.  —  Suppo- 
sons  enfin  que  les  liaisons  soient  independantes  du  temps. 

Alors,  parmi  les  deplacements  compatibles  avec  les  liaisons,  se 
trouve  le  (Replacement  reel  dxv,  dy^i  dz,n  et  Ton  peut,  dans 
l'equation  (12),  remplacer,  en  particulier,  o.rv,  6y.n  8sv,  par  dxvy 
dy\n  dzv. 

On  a  ainsi 

d 2  ~r =  2 ( Xv  dXv + Yv  dyv + Zv  dZv)- 

Done  : 

Si  les  liaisons  sont  independantes  du  temps,  la  differen- 
tielle  de  la  demi- force  vive  du  systeme  est  egale  a  la  somme 
des  travaux  elementaires  des  forces  donnees. 

C'est  un  cas  particulier  du  theoreme  des  forces  vives  (n°  336). 

Nous  pouvons  verifier  ce  theoreme  en  partant  des  equations  du  mouve- 
ment  obtenues  par  la  methode  des  multiplicateurs  de  Lagrange  [equa- 
tions (11),  n"  435]. 

Faisons,  sur  ces  equations,  la  combinaison  des  forces  vives;  nous  aurons 
eu  ordonnant  par  rapport  aux  X, 

+  ''-'1  (t^+  It-'''-  'ji-.,dz-) 

et  les  coefficients  des  a  sont  nuls  quand  les  equations  J\  —  o,  f  =  o,  .  .  ., 
//,=  o  ne  contienne  pas  t.  Si  f\  contenait  t,  le  coefficient  de  Xj  ne  serait 

pas  Qui,  inais  egal  a  —  -~  dt. 
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III.  —  APPLICATION  DU  PRINCIPE  DE  D  ALEMBRERT 
AU  CAS  DU  FROTTEMENT  DE  GLISSEMENT. 

439.  Methode  et  exemple.       Imaginons  un  systeme  assujetti  a  deux 

sortes  de  liaisons  : 

i°  l)es  liaisons  L  sans  froltement  dependant  ou  non  du  temps; 

2°  Des  liaisons  V  consistant  en  ce  que  certains  points  m,.  m2,  ...  mp 
sont  assujettis  a  glisser  avec  froltement  sur  des  surfaces  fixes  donnees 
Si,  Ssj  •  •  •  j  S^,. 

La  reaction  totale  Ki  de  la  surface  St  sur  le  point  ni\  est  la  resultante 
d'une  force  normale  de  grandeur  N(  et  d'une  force  tangentielle  (frot- 
tement)  egale  a /iNi  et  dirigee  en  sens  contraire  de  la  vitesse  du  point. 
J\    etant    le   coefficient    de    frottement    sur    S4.   On   a   de   nieme  les 

->-  > 

reactions  totales  R2,  .  •  ,  H/y  des  autres  surfaces  S2,  .  .  S;,  sur  les  autres 
points  m2,  . .  . ,  mp. 

D'apres  le  principe  de  d'Alembert,  il  y  a  equilibre  a  chaque  instant 
entre  les  forces  d'inertie,  les  forces  donnees,  les  forces  de  liaison  prove- 

nant  des  liaisons  L  sans  frottement  et  les  forces  de  liaison  Hi,  Rp 
provenant  des  liaisons  L'. 

Si  done  on  imprime  au  systeme  un  deplacement  virtuel  quelconque,  la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  y  compris  les  forces  de  liaison, 
est  nulle.  Mais  si  Ton  imprime,  en  particulier,  un  deplacement  virtuel  qui 
soit  compatible  avec  les  liaisons  L  sans  frottement,  et  dans  lequel  chaque 
point  mi,  m>,  .  .  .,  mp  soit  assujetti  a  se  de'placer  nor male me nt  a  la  re'ac- 
>•    >•  > 

tion  totale  Ri5  H>,  H/;  correspondante,  la  somme  des  travaux  des 

>     >  >■  t 

forces  de  liaison  L  et  des  forces  Ri,  R2,  R^  est  nulle  d'elle-merne ;  la 

somme  des  travaux  des  forces  donnees  et  des  forces  d'inertie  est  done 

nulle  aussi.  On  obtiendra  done  les  equations  du  mouvement  en  ecrivant 

que,  pour  tous  les  deplacements  virtuels  qui  sont  compatibles  avec  les 

liaisons  L  et  dans  lesquels  chaque  point  mi,  nu  mp  se  deplace  nor- 

malement  a  la  reaction  totale  Rv  correspondante,  la  somme  des  travaux 

des  forces  donnees  et  des  forces  d'inertie  est  nulle.  (Appell,  Comptes 

rendus,  t.  GXIV,  1892,  p.  33i.) 

Exemple.  —  Reprenons  a  ce  point  de  vue  le  probleme  III  du  n°  371 
(Jig.  214).  Dans  ce  probleme,  les  points  A  et  B  glissent  avec  frottement  sur 

Ox  et  Or.  La  reaction  totale  R  de  TaxeO^  en  A  est  bissectrice  de 

Tangle  NAN;  la  reaction  totale  R'  de  Taxe  Or  en  B  est  bissectrice  de 
l'angle  N'BN'. 

Pour  obtenir  un  deplacement  virtuel  de  l'echelle  dans  lequel  les  travaux 
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de  R  et  H'  sont  nuls,  on  lui  imprimera  un  deplacement  virtuel  dans  lequel 

A  et  B  se  de'placent  normalement  aux  reactions  H  et  IV.  D'apres  la  pro- 
priete  du  centre  instantane  de  rotation,  cela  revient  a  faire  tourner 
l'echelle  d'un  angle  infiniment  petit  outour  du  point  d'intersection  I  des 

reactions  R  et  R'.  Les  droites  suivant  lesquelles  sont  dirigces  les  reac- 
tions R  et  R  ayant  pour  equations 

x  —  2 1  sin  a     y  =  o,       x  —  y  -+-  2 1  cos  a  =  o, 
le  point  I  a  pour  coordonne'es 

(1)  a?t=Z(sina —  cos  a),  =  /(  sin  a  -+-  cosa). 

11  faudra  alors  exprimer  que,  dans  le  deplacement  virtuel  obtenu  en  fai- 
sant  tourner,  d'un  angle  infiniment  petit,  la  droite  AB  autour  de  I,  la 
somme  des  travaux  du  poids  et  des  forces  d'inertie  est  nulle;  ou  encore 
que  la  somme  des  moments  du  poids  et  des  forces  d'inertie  par  rapport  au 
point  I  est  nulle.  Ce  qui  donne,  en  appelant  m  la  masse  totale  de  Techelle 
et  ;jl  la  masse  du  point  de  l'echelle  de  coordonnees  x  et  y, 


l—Xi)mg  ^y^^x  —  x,)^  —(y—yL)£ji J  =0, 


In  somme        etant  etendue  a  tous  les  points.  Si  Ton  remarque  que  les 

.  ,    "V^    d2x  d~y        V1    /    d2  Y  d2x\ 

quantum  2,^'  2i  >*  ~dF  el  Z'V ~^  ~3' ~dF  )  S°nt  ''eS1>eCt" 


!     i      s       & £         d  1  /  /  o      „n  d  a  ■  1,  1 

vcment  eirales  a  m  -7—")  m— - —  et  —  m(k2-h  I2)—, —  5  et  si  Ion  remplace 

at2        at2  v  dt2 

Xi,  r,  par  leurs  valeurs,  on  trouve,  apres  reduction,  l'equation  (5)  du 
11"  371  (Ex.  III). 


EXERCICES. 

I.  I  n  corps  sulide  tourne  autour  d'un  axe  Os  avec  une  vitessc  angulaire 
variable  w.  Calculer  a  un  instant  t  la  resultante  generale  et  le  moment  resultant 
<les  forces  d'inertie  par  rapport  au  point  0. 

Keponse.  —  D'apres  les  calculs  du  n°  360,  on  a,  pour  les  projections  de  la 
n'-sultante  generate  des  forces  d'inertie, 

V     d- x  ,  \^ 

>  m  —jp;  —  u!  >  ma;  ■+■  w  7  my 


dl-        jLd  — 

Y,  =  w5^  my  —  u)'  V  m  a7)       7M  -  0 
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el,  pour  les  projections  du  moment  resultant, 

Mt  =  w*  V  mxz  -+-  '»> rnyz,       N,  =  —  MX:2<»', 
to'  designant  la  derivee  de  a>  par  rapport  a  /. 

2.  Conditions  pour  que  les  forces  d'inertie  d'un  corps  solidc  tournant  autour  ' 
d'un  axe  fixe  aicnt  une  resultante  unique. 

Reponse  —  II  faut  que  le  centre  de  gravite  ne  soit  pas  sur  I'axe  pour  ([tie 
XJ  -h      soit  different  de  zero,  et  que 

LjX.-hM^+N.Z^  o, 

c'est-a-dire 

( w4  -h  w'2 )  ^       rn  ^-'^^  rnyz  — my  N  //*  ,z-z  j  =  o. 

Le  premier  facteur  n'etant  pas  nul,  le  second  doit  l'etre.  Ce  second  facteur, 
egale  a  zero,  exprime  que  l'axe  de  rotation  est  principal  povr  un  de  ses  points. 

3.  Conditions  pour  que  les  forces  d'inertie  des  points  d'un  solide  tournant 
autour  d'un  axe  fixe  se  reduisent  d  un  couple. 

Reponse.  —  II  faut  et  il  suffit  que  X,  —  o,  Y,  ==6;  d'oii  ^^mx  =  o,  ^  my  =  o. 
Le  centre  de  gravite  doit  etre  sur  l'axe. 


4.  Deduire  du  principe  de  d'Alembert  les  equations  du  inouvement  d'un  fil. 

Soient  ds  l'element  d'arc  d'un  fil,  u.  sa  densite  lineaire,  x,  y,  z  ses  coor- 
donnees.  L'arc  s  etant  compte  a  partir  de  l'extremile  du  fil,  par  exemple,  les 
coordonnees  de  l'element  ds  dans  le  inouvement  sont  des  fonctions  des  variables 
independantes  s  et  t. 

Les  equations  d'equilibre  sont 

X,  V,  Z  designant  les  projections  de  la  force  exterieure  rapportee  a  l'unite  de 
longueur.  La  force  d'inertie  de  l'element  ds  de  masse  a  ds  a  pour  projections 

,  d2x 


la  force  d'inertie  rapportee  a  l'unite  de  longueur  est  done 
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Ecrivant  qu'il  y  a  equilibre  entre  les  forces  rcellernent  appliquees  X,  Y,  Z  et  les 
forces  d'inertie,  on  a 


Os  \    ds  j  '  1  dt- 

'  Z  —  u.  —  =  o. 


ds\    ds  J 

oil  nous  mettons  des  d  de  ronde  pour  designer  les  derivees  partielles.  Ces  trois 

equations  jointes  a  ^  ^j^  -+-  (^s)  =  1  ^efinissent  a?'  i>''  5'  T  comme 

fonctions  de  s  et  t.  La  quantite  u.  est  une  fonction  donnee  de  s. 

On  peut  aussi  ecrire.  M  etant  le  point  de  coordonnees  x,  y,  z  et  F  la 
force  X,  Y,  Z, 

d  (-du\      »;  ^2M 


\pi-BM..  —  TraiU  tie  Micanique.  n. 
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CHAP1TRE  XXIV. 

EQUATIONS  GENERALES  DE  LA  DYNAMIQUE 
ANALITIQUE. 


440.  Objet  du  chapitre.  —  Pour  trouver  le  mouvemenl  d'un 
sjsteme  sans  frotlement,  a  k  degres  de  liberie,  sournis  a  des  forces 
donnees,  il  faut  inte'grer  un  sjsteme  de  k  equations  differentielles 
dont  nous  avons  indique  la  forme  g^nerale  au  chapitre  prece- 
dent (nos  433  et  434). 

Nous  donnerons  dans  le  present  chapitre  des  methodes  plus 
breves  pour  ecrire  les  equations  du  mouvement.  Ces  methodes 
sont  difTerentes,  suivant  que  le  sjsteme  est  holonome  ou  non. 

Nous  etudierons  d'abord  les  sjstemes  holonomes,  comme  etant 
les  plus  simples.  Pour  le  mouvement  de  ces  sjstemes,  nous  indi- 
querons  une  forme  d'equalions  donnee  par  Lagrange.  Soient  q^ 
q2,  ■  •  . ,  qk  les  coordonnees  du  sjsteme  holonome;  gr'4,  q[2,  .  .  . ,  q'k 
leurs  d6riv6es  par  rapport  au  temps  dans  le  mouvement  du  sjs- 
teme. Nous  montrerons,  d'apres  Lagrange,  que  l'on  pcut  ecrire  les 
equations  du  mouvement  des  que  l'on  connait  l'expression  de 
Venergie  cinetique  ou  energie  de  Vitesse 

T  =  -  S  m  p2 

2 

en  fonclion  de  qi}  q2l  •  ■  . ,  q/{,  q\,  q'*,  .  .  . ,  q'k,  et  t. 

Nous  verrons  ensuite  que,  pour  un  sjsteme  non  holonone,  la 
connaissance  de  l'^nergie  cinetique  ne  suffit  plus  a  determiner  les 
equations  du  mouvement.  Soient  qu  q2,  qk  les  parametres 

dont  les  variations  arbitraires  oq{,  dq2,  oqk  definissent  le 

defacement  virtuel  le  plus  general  du  sjsteme,  q'n  q'.2,  .  .  .,  q'k, 
q'[,  q\,  .  .  .  ,  q"k  leurs  derivees  premieres  et  deuxiemes  par  rapport 
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au  lemps  dans  le  mouvement  du  systeme,  J  l'acc6leration  d'un 
point  de  masse  m;  nous  montrerons  qu'on  peut  ecrire  les  equa- 
tions du  mouvement  des  que  l'on  connait  ^expression  de  la  fonction 

i  > 

2 

en  fonction  de  q{,  q2,  ■  ■  ■  ,  qk,  q\,  q'2,  .  .  .,  q'k,  q",  ql,  .  .  . ,  q"k  et 
de  t.  Cetle  fonction  S,  formee  avec  les  accelerations  comme  T  Test 
avec  les  vitesses,  peut  etre  appelee  Yenergie  d 'acceleration  du 
systeme. 

I.  —  SYSTflMES  HOLONOMES  :  EQUATIONS  DE  LAGRANGE. 

441 .  Reduction  des  equations  du  mouvement  au  nombre  mini- 
mum dans  un  systeme  sans  frottement.  —  Imaginons  comme 
prec^demment  un  systeme  de  n  points  assujettis  a  des  liaisons 
telles  que  la  position  du  systeme,  au  point  de  vue  geometrique, 
depende  de  k  parametres  geom^triquement  independants  qtj 
q->,  .  .  . ,  q/-.  On  pourra  alors  exprimer  les  coordonnees  de  chaque 
point  du  systeme  en  fonction  de  ces  parametres;  dans  le  cas  ge- 
neral oii  les  fonctions  contiennent  le  temps,  les  expressions  des 
coordonnees  des  differents  points  en  fonction  de  q.\,  q2,  •••  qk 
contiendront  t  : 

(  ^v=  ?v('9i,  q*,      qk,  t), 
(0  \  7y=  tyviqu  q^  ■  •  *), 

I  zv=mv(qi}  q*_,  .  .  ..  qk,  t). 

Quand  les  liaisons  sont  exprim^es  par  des  equations  telles  que 
les  equations  (6)  du  n°  434,  ces  expressions  des  coordonnees  sont, 
par  hypothese,  de  telle  nature  qu'en  les  portant  dans  les  equations 
de  liaisons,  ces  equations  soient  identiquement  salisfaites  quels 
que  soienl  qu  q.,,  .  .  . ,  qk,  t. 

On  obtiendra  alors  le  deplacement  virtuel  le  plus  general  du 
systeme,  compatible  avec  les  liaisons  a  Tinstant  £,  en  donnant  a  qtl 

1 1 •>  qk  des  accroissements  infiniment  petits  arbitraires  Bql, 

oy2 1  •  •  • ,  vqk,  ce  qui  donne 

oa?v  =  - —  oq{  -h  —  o  q«  -4-  ...  -4-  —  or/A-, 

dq\        dq-L  Jqk 
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et  deux  formules  analogues  pour  <3yv  et  dz,,.  Portanl  ces  valeurs 
dans  ^equation  generale  de  la  Dynamique  (n°  4-31 ),  on  obtient 
une  Equation  de  la  forme 

(2)  (P,-Qi)8?,-h(P2— Q2)8?S—  ...  -4- (Pit—  Qft)'9*S3**i 
en  posant,  pour  abr^ger, 

a—  2a  mv\  de-    dq^  +    eft2    ^  ■'     rf*2  ' 
v 

V    V$ra         V£>?a  <)qa) 

V 

Liquation  (2)  devantavoir  lieu,  quels  que  soient  oqK ,  8q2l  •  •  •  > 
o^/f,  puisqu'elle  a  lieu  pour  tous  les  deplacernents  virtuels  com- 
patibles avec  les  liaisons,  se  decompose  en  k  Equations 

(3)  Pi-Q^o,       P2-Q2=o,        ...        P*-  Q*=  o. 

Les  expressions  des  quantit^s  Pa  se  transforrnent,  comme  nous 
l'avons  fait  dans  le  cas  d'un  point  materiel  (n°  282). 

Nous  pouvons  ecrire,  en  supprimant  les  indices  v  pour  simpli- 
lier  l'^criture, 

p  _  d  ^     /  dx  dx       dy  dy  ^  dz    dz  \ 
dt      l\dtdqa       dt~dq^   '    dt  dqa  J 

^  dx  ^  dy  ^  dz  \ 

dx     dqa       dy     dqa       dz     dqa  J 
~dt     dt      h  ~di    dt      h  di    dt    J ' 

Si  nous  d^signons  par  x\  y'y  z'  les  derives  ^5  ^> 
l'expression  de  Pa  devient 


d  ,  dx         ,  dy         ,  dz 

Pa  =  -f  2  m  \  x  h  r  -~  h  3  - — 

dt        \     dq^      ^   dqa  dqa 

(     d—  d—         d  — 

\       dt        J     dt  dt 

D^signons  de  meme  par  q\,  q't1  .  .  .,  qk  les  deriv^es  de  qlt 
q%,  .  .  .,  qk  considerces  comme  fonctions  du  temps;  en  diffe>en- 
tiant  les  equaitons  (1),  nous  aurons 

dx    .       dx    ,  dx    ,  dx    ,  dx 

oq\  oqt  dqa.  <)qk  dt 
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En  considerant  x'  comrne  fonclion  des  q,  des  q'  et  de  I,  on  voit 
imm^diatement  que 

dx'  dx 
dq'a  ~  dq^ 

on  aura  de  meme 

dy'  _  dy         dz    _  dz 

')f]'0L    ~    rh/0L  Wot,  «tya' 


l'expression  Pa  devient  alors 


D       d        l  ,  dx' 
I  a  —  —  1  m  I  x  -—  -4-  v 


dt        \  dq'a 


dx  dy  j-  dz 

d- —  d  ——         d  - — 

111  \   X   r—  -I-   1   :         -+-  Z   :  

\       dt        J     dt  dt 

Pour  transformer  la  seeonde  parenthese,  nous  remarquerons 
que  l'on  a 

d 

dq<z  _      dlx       ,  d-x,  d2x      ,        d2  x 

dt         dqa  dq^  % 1      dq^  dq2  ^  2     "  '  '  +  dqa  dq\  ^k  +  dq^  dt ' 

puisque  ~-  est  fonction  des  variables  qi}  .  .      q/(.  t;  on  verifie 

immediatement  que  cette  expression  est  identique  a  la  de>ivee  de 
i  par  rapport  a  q&  : 

d 


dx 

dqa  dx 


dt  dq% 

et  Ton  aurait  semblablement 

d  -r—         ,  ,  d  — 

dqa       dy  dqa  _  dz 

dt         dqa '  dt  dqa 

11  nous  vient  alors 

dt        \     dqa  '    dqa  dqaJ 

/   ,  dx  ,  dy'  _,  dz'  \ 

Soil  alors  T  la  demi-force  vive  totale  du  systeme 

T  =  -Sm(.^+  v'2-f-  c'2). 
2       v  y 
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En  considerant  T  comme  fonction  de  qu  q2,  ....  q,,,  q'x1 '. . . ,  <jk  t, 
on  voit  que  les  somines  qui  entrent  dans  l'expression  de  9y  son! 

dT       OT  . 
respectivement  ^-7  et  — ;  on  a  done 

*      dt\dq'J  <)q0; 


de  sorte  que  les  equations  du  mouvement  sont 

d  I  dT  \      dT      *         ,  . . 

Ge  sont  la  les  equations  de  Lagrange. 

La  fonction  T  est  du  second  degre  par  rapport  a  q\ ,  q'2,  .  .  . ,  q'h  : 
par  consequent,  les  equations  precedentes  sont  du  second  ordre; 
elle  donneronl  gr4,  q2,  .  .  .  q/;  en  fonction  du  temps  et  de  cik 
constantes  arbitraires.  Nous  remarquerons  que,  dans  le  cas  ou 
les  liaisons  sont  independantes  du  temps,  on  peut  faire  en  sorte 
que  les  expressions  cp,  ^,  sr.  obtenues  pour  les  coordonnees,  ne 
contiennent  pas  explicitement  t  ;  alorsla  fonction  T  est  homogene 
et  du  second  degr£  par  rapport  a  q\,  q'%,  ...  q'k;  e'est  d'ailleurs 
une.  quantite  essentiellement  positive  d'apres  sa  definition  me  me  : 
T  est  done  alors  une  forme  quadratique  definie  positive  de 
?i>  •  •  q'k- 

En  general,  pour  calculer  les  Qa,  on  n'a  qu'a  former  l'expres- 
sion de  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  donnees  pour  le 
deplacement  le  plus  general  compatible  avec  les  liaisons  a 
l'instant  t;  cette  somme  est,  comme  nous  venons  de  le  voir, 
Qi  +  .  •  .  +  Q/fiq/i-  Si  Ton  veut  un  Qa  determine,  il  suffit  de 
considerer  le  deplacement  virtuel  obtenu  en  laissant  t  et  tous  les  q 
constants,  excepte  qa  qu'on  fait  varier  de  %qa<  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces  donnees  est  alors  Qa  dqa. 

Les  quantites  Qa  prennent  une  forme  remarquable  quand  il  y  a 
une  fonction  de  forces  pour  les  forces  donnees;  cette  fonction 
U(xi}  Ki,  z.i,  .  •  3>ni  Vni  zn)  pourra  sexprimer  en  fonction  de 
<7i,  q2,  ...  r//o  t,  et  Ton  aura  alors 

dV  /  dU  dxv      dU  dy\      dil  <tev  \ 

dqa  ~  Zl  \dxs  dqa  ^  dyv  dqa      dzv  dqx)  ' 
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par  hypothese,  les  quantity  Xv,  Yv,  Zv  sont  egales  a  ^y-i  J~ 
On  a  done 

dqa  -Zl  [X  \jqa       ^  dq*  '    ^dqj  ~  ^' 
et  les  equations  de  Lagrange  prennent  la  forme 

d  /<rr  \  '  jt  du 

dt  \dq'a/      dqa  ~~  f)q<x' 

Gette  menie  forme  subsiste  quand  Xv,  Yv,  Zv  sont  les  derivees 
partielles  par  rapport  a  xv,  yv,  zv  d'une  fonction  U(xi,yi  ,  ,  .  .  . , 
Xn,  ynt  %n,  t)  contenant  explicitement  le  temps.  C'est  ce  qu'on 
voit  par  le  meme  calcul. 

Remarque.  —  Les  calculs  que  nous  avons  faits  pour  trouver  l'expression 
de  Pa  au  moyen  de  la  fonction  T  ne  supposent  pas  que  les  parametres  q 
soient  independants ;  ils  subsistent  lorsqu'on  introduit  de  nouvelles  liai- 
sons exprimees  par  les  relations 


(4) 


g\{qu  <iu  •  •  •  >  qk,  0  =  o, 

gziqi,  q>,  .  .  .,  qkl  t)  =  o, 

 5 

gu.(qu  q*-,       qk,  t)  =  o, 


Lhypothese  de  l'independance  des  parametres  n'a  ete,  en  effet,  introduite 
que  pour  deduire  de  l'equation  (2)  les  formules 

Qi- Pi=  o,       Q2— P2  =  o,  Qa~Pa=o3 

Le  nombre  u  des  nouvelles  conditions  doit  etre  evidemment  inferieur 
a  k.  Les  variations  des  parametres  sont  alors  liees  par  les  relations 

dg\  dgi  dg*  . 

— —  07, -h  - — oq->  -+-... -h  -f—  oqk  =  O, 

dqi  r)q«    7  Oq  k 


dqi  dq,    1  dqk 

montrent  qu'il  y  a  k  —  ;jl  d'arbitraires ;  pour  exprimer  alors  que 
I  equal  ion 

(Pi  —  Ql)87i-f-.  .  .-h  ( Pyfe  —  Qa)  Zqk  =  0 
est  satisfaite  quelles  que  soient  ces  k  —  ;j.  arbitraires,  nous  emploierons  la 
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mi-thode  des  multiplicateurs  indctermines,  qui  nous  donnera  les  equations 
du  mouvement  sous  la  forme 

ou  en  remplacant  Pa  par  sa  valeur, 

—  (  —    —  —  =  Oa  -h  X,         h-  ...  -f-  a, *  -pi        ( a  =  1 ,  2,. . . ,  £ ). 


Ges  A:  equations,  jointes  aux  ;jl  equations  de  liaison,  permettront  de 
determiner  en  fonction  du  temps  les  k  -h  u  inconnues 

ft,  ^>  •  i  qk,  Xj,  X.,,  . . .,  x^. 

i -42.  Premier  exemple.  —  Problbme.  —  Trouver  le  mouvement  d'un 
systeme  constitue  par  deux  barres  homogenes  pesantes  identiques  AB, 
A'B'  reliees  par  des  fils  sans  masse  et  de  meme  longueur,  la  droite  AB 
etant  assujettie  a  tourner  autour  de  son  milieu  O,  et  tout  le  systeme  a 
rester  dans  un  plan  vertical  fixe. 

Ge  probleme  a  ete  traite  n°  366,  exemple  V.  En  employant  les  notations 
deja  employees,  on  a 

2  V  ' 


l\  y  a  ici  une  fonction  des  forces  donnees 

U  =         =  Mglcosb, 

en  designant  par  \  la  hauteur  du  centre  de  gravite  O'  de  la  barre  A'B'.  En 
elfet.  la  somme  des  travaux  des  forces  donnees  se  reduit  au  travail  M^8g 
du  poids  de  A'B'. 

Les  equations  de  Lagrange  relatives  aux  parametres  9  et  0  sont  alors 

^(2M/f2?>o,        Jl(m/*0')  =  —  M^/sinO. 
Ge  sont  les  equations  trouvees  directement. 

443.  Equations  d'Euler.  —  Les  equations  de  Lagrange  permettent  de 
trouver  rapidement  les  equations  d'Euler  pour  le  mouvement  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe. 

Avec  les  notations  precedemment  employees  (n°  383),  on  voit  que  la 
position  du  systeme  depend  des  trois  parametres  independants  6,  0,  9,  et 
la  demi-force  vive  du  systeme  T  a  pour  expression 
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oil  />,  (j,  r  ont,  en  fonction  de  ty,  0,  9,  les  valeurs 

p  —  <y  sin  0  sin  9  -+-  0'  cos  9, 
q  =  <y  sin  0  cos  9  —  0'  sin  9, 
r  =  9'  h  <!/  cos  0. 

Quant  a  1'expression  de  la  somme  des  travaux  des  forces  donnees 

2  ( \ v  8a?v  ■+-  Yv  o  vv  +  Zv  o*v ), 

elle  prend  la  forme 

0  80  -h  <I>  5?  h-  *F8^. 
Ecrivons  lequation  de  Lagrange  relative  a  la  variable  9  : 

V^y;  ^9 


d^/dl 
dt 
Mais 

^9'  ^9' 

o>T  _  c>T  dp       dT  dq  _        dp  dq 

do       dp  do        dq  do  do  do 

Or,  d'apres  les  valeurs  de  p  et  q,  on  a 

dp        ,  .  ,  .  dq 

J-  =s  <li  cos  9  sin  6  —  9  sin  cp  ==  q ,        ~-  =  — 


On  a  done  ' 

dT 


do  M 


et  notre  equation  devient 


C^+(B-  \)pq  =  <b. 

II  reste  a  voir  que  (P  est  la  somme  N  des  moments  des  forces  donnees 
par  rapport  a  Oz;  <I>  09  est,  en  effet,  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  donnees  dans  un  deplacement  clementaire  obtenu  en  laissant  ^  et  0 
constants,  e'est-a-dire  dans  un  mouvement  de  rotation  S9  autour  de  Oz. 
Or,  nous  avons  vu  que,  si  un  corps  tourne  d'un  angle  09  autour  de  O:, 
on  a,  pour  la  somme  des  travaux  des  forces  donnees  (n°  181)  : 

<I>09  =  S(XySa?v-H  Yvo>'v-+-  Zv&sv)  =  S(#VYV— .rvXv)  09, 

d'ou 

$  =  S(tfvYv->vXv)  =  N. 
Nous  avons  ainsi  une  des  equations  d'Euler 

C|  +  (B-,A)H  =  NS 
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mais  p,  q,  r  jouent  absolument  le  meme  role  dans  la  question,  et  Tequa- 
tion  ci-dessus  ne  contient  pas  explicitement  les  angles  <[/,  0,  3 ;  il  en  resulte. 
par  symetrie,  que  nous  pourrons  ecrire  les  deux  autres  equations 

b|  +  (a-c)v  =  m. 

On  pourrait  d'ailleurs  les  deduire  des  equations  de  Lagrange  relatives 
a  0  et  ^;  mais  le  calcul  serait  plus  complique  que  pour  la  variable  9  et 
inutile. 


444.  Exemple  de  liaisons  dependant  du  temps.  —  Pour  traiter  un 
exemple  dans  lequel  les  liaisons  dependent  du  temps,  prenons  le  probleme 

du  n°  333,  Insecte  marchant  sur  une  barre. 

La  position  du  systeme  au  temps  t  depend  d'un  parametre,  Tangle  6.  Les 
liaisons  dependent  du  temps,  parce  que  le  mouvement  de  I'insecte  sur  la 
droite  est  prescrit  a  l'avance.  Employant  les  memes  notations  qu'au  n°3333 
on  a,  pour  la  force  vive  totale,  somme  des  forces  vives  de  la  barre  et  de 
Tinsecte 

2T  =  m  k- 0  '-  -h  m (  p '-  -h  p2 a'2 ). 
Les  expressions  de  p  et  a  montrent  que 


p'=  — ,        a  =  6  H  -  


d'ou,  en  substituant, 


2T  =  m/l=0'i+^  +  mfp6'+lv 


ou  p  est  fonction  de  t  seulement, 


P  =  v/R'2—  «2  +  ^<2. 

Gomme  les  travaux  des  forces  (poids)  autres  que  les  forces  de  liaison 
sont  nuls,  les  seconds  membres  des  equations  de  Lagrange  sont  mils. 
Actuellement,  il  n'y  a  qu'un  parametre  0;  1'equation  unique  du  mouve- 
ment est  done 

d  /dT\  _  _ 
dt\M')      ^0  _°' 

ou,  puisque  T  ne  contient  pas  0,  ^j,  =  const., 

k*  6'-h  p2  6'  -+-  v  v'H  '—  a2=  c. 
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La  constante  c  doit  etre  determinee  par  les  conditions  initiales.  D'apres 
les  conditions  initiales  particulieres  indiquees  dans  le  n°  XY.>:  il  faut 
prendre  c  —  o,  et  I  on  retrouve  ainsi  Inequation  obtertue  directement. 

II.  —  APPLICATIONS  DES  EQUATIONS  DE  LAGRANGE. 

145.  Integrates  des  forces  vives.  —  Quand  les  liaisons  sont 
independantes  du  temps  el  realisees  sans  frottement,  le  theoreine 
des  forces  vives  s'exprime  par  I'equation 

dT  =  £  ( X  Hx  -+-  Y  dy  -+-  Z  dz ), 

ou  no  tigurent  que  les  travaux  elcmentaires  des  forces  donnees. 
En  particulier,  si  ces  forces  derivent  d'une  fonction  de  forces  U, 
on  a  l'integrale  des  forces  vives  T  =  U  4-  h.  Ces  theoremes  sont 
aises  a  relrouver  en  partant  des  equations  de  Lagrange. 

Quand  les  liaisons  sont  independantes  du  temps,  on  peut  tou- 
jours  choisir  les  parametres  .  .  . ,  de  facon  que  les  x,  y,  z 
s'expriment  en  fonction  de  ces  parametres  sans  que  t  figure  expli- 
citement.  Dans  ces  conditions,  on  a 

,       Ox  ,  dx  j 

dx  —  —  dqi  -h . . .  -+-  -3 —  dqk ,        .  •  • ,  1 
dqx    1  dqk 

S(  X  dx  -+-  Y  dy  +  Z^)=  Qidqn  -h  Q,  dq*+. . Q*  dqk. 
L'equation  des  forces  vives  s'ecrit  done 

^  T  =  Q4 9'4  H-  Q2 -+-. .  .-h  Qk q'k . 

Gette  egalite,  consequence  du  principe  de  d'Alembert,  doit  etre 
une  consequence  des  equations  de  Lagrange.  On  le  verifie  aise- 
mcnl  de  la  maniere  suivante  :  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  T  est 
1111  polynome  homogene  et  du  second  degre  par  rapport  aux  q' . 
Or,  calculons,  d'apres  les  equations  de  Lagrange,  la  quantite 
Q4  q\  4-.  .  . -h  Q/.  q'k.  ( )n  trouve 

\n    ,  ,  d  dT  ,  d  dT        ,  dT  ,  dT 

Qlg>+...+  Qkqk=qi-—  +  ...  +  qk-—-q1 

d  I  ,  dT  ,  dT  \       „  dT  „  dT       ,  dT  ,  dT 
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En  vertu  du  theoreme  d'Euler  sur  Jes  functions  homogenes, 

,  OT        ,  OT  ,  OT 

est  egal  a2T;  d'autre  part,  T  ne  contenant  pas  t  explicitement 

dT      OT   „  OT    „      OT  ,  OT  , 

D'apres  cela, 

_    ,  *      d(2T)     dT  dT 


ce  qui  est  l'equation  des  forces  vives. 

Gette  equation  fournit  une  intcgrale  premiere  toules  les  fois 
que  Q,  dq{  4-  .  • .  4-  Q/f  dq/{  est  la  differentielle  totale  exacte  d'une 
fonction  U  de  qK,  </2,  . . . ,  q/{.  On  a  alors 

dT  =  dV,       T  ==  U  -f-  h. 

Ge  fait  se  pr^sente,  comnie  nous  l'avons  vu,  quand  les  forces 
donn^es  ddrivent  d'une  fonction  de  forces 

U(#i,  yu  Zi~,  ...,Xn,Yn,  Zn). 

L'integrale  des  forces  vives  etant  une  consequence  des  equa- 
tions de  Lagrange,  on  simplifiera  leur  integration  en  remplacant 
Tune  d'elles.  la  plus  compliqu6e  par  l'integrale  des  forces  vive>. 

Ge  calcul  suppose  essentiellement  que  les  liaisons  sont  ind£- 
pendantes  du  temps,  sinon  le  travail  des  reactions  intervient  dans 
la  variation  de  la  force  vive,  car  on  ne  peut  plus  supposer  alors 
que  y,  z  sont  exprim^s  en  fonction  de  qiy  q2,  qk  par  des 
formules  ne  contenant  pas  t. 


446.  Probleme.  —  Sur  un  plan  horizontal  glissent  sans  frottement  deux 
droites  homogenes  pesantes  identiques  AB,  AB',  articulees  a  leur  extre- 
mite-  commune  A;  on  demande  le  mouvement  de  ce  systeme.  {Licence). 

La  position  de  l'ensemble  des  deux  barres  depend  de  quatre  parametres ; 
nous  la  definirons  :  i°  par  les  coordonnees  £,  q  du  centre  de  gravite  G  qui 
se  trouve  an  milieu  de  la  droite  GC  qui  joint  les  centres  des  deux  barres; 
2°  par  Tangle  6  que  fait  la  droite  GA  avec  Paxe  des  x\  3°  par  le  demi- 
angle  a  des  deux  barres.  On  s'assure  facilement  que  ces  quatre  parametres 
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suffisent  pour  definir  entitlement  le  systeme  :  ayant  place  le  centre  de 
gravite  G,  on  tracera  la  droite  GA  connue  par  Tangle  0,  on  y  portera 
GA  =  /cosa,  la  longueur  d'une  des  droiies  etant  il.  Faisant  alors  en  A, 
de  part  et  d'autre  de  AG,  un  angle  a,  on  aura  les  positions  des  deux  barres. 

Cherchons  d'abord  Texpression  de  la  force  vive  totale.  Elle  se  compose 
de  la  force  vive  de  la  masse  2M  concentree  au  centre  de  gravite 

2M(r--w2), 

M  etant  la  masse  de  Tune  des  barres,  et  de  la  force  vive  dans  le  mouve- 
ment  du  systeme  autour  du  centre  de  gravite.  Pour  avoir  la  force  vive  de 
Tune  des  barres,  AB  par  exemple,  dans  le  mouvement  par  rapport  aux 


Fig.  261. 


axes  ociy'i,  paralleles  a  xy  et  passant  par  G,  nous  nous  servirons  du 

meme  theoreme  que  ci-dessus;  cette  force  vive  est  egale  a  celle  de  la 

™    ■     .        c  ,r  \  /  dry-       J  d§y-  1 
masse  M  placee  en  u,  M    I  ^  1  -1-  r2 1  —  1     >  soit 

M(/-a'2  cos2 a  -+-  /20'2  sin2 a), 

puisque  l'on  a  GG  =  r  =  /sina,  a?iGG=9-h— ?  augmentee  de  la  force 

vive  de  AB  dans  la  rotation  autour  de  C.  Or  cette  derniere  force  vive  a 

pour  expression  Mk-^^^J  =  M  k-(  0'—  a')2,  en  remarquant  que  Pangle  w 

de  la  barre  avec  Cx^  est  0  —  a. 

On  calculera  la  force  vive  de  AB'  dans  son  mouvement  autour  de  G  en 
cliangeant  le  signe  de  a,  et  en  ajoutant  Ton  trouvera  pour  la  demi-force 
vive  totale 

T  =  M  [  c'2  +  n'2  -+-  (  P  cos2  a  -j-  k> )  a'2  ■+■  (  P-  sin2  a  4-  £2 )  6 '2  J. 
D;u)s  |e  cas  actuel,  les  seules  forces  donnees  sont  les  poids  des  barres 
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dont  les  travaux  sont  nuls;  la  fonction  des  forces  est  done  U  =  o,  et  les 
seconds  membres  des  equations  de  Lagrange  sont  nuls.  Si  nous  ecrivons 

Tequation  relative  a  (f,  nous  aurons  -3-  —  o,  d'ou  \'  =  £'0.  L'equation  rela- 
tive a  7)  donnera  de  meme  t]'  =■  tj'0;  le  mouvement  du  centre  de  gravite  est 
done  rectiligne  et  uniforme,  ce  que  donnait  immediatement  le  theoreme  du 
mouvement  du  centre  de  gravite.  L'equation  en  0 

1it\dv)      M  ~  1% 

se  reduit  a  ^  (^')  =  °'  Cai  *  61  ^  ne  cont'ennent  I)as  s'integre 

immediatement  et  donne       =  const.,  ou 
(Jv 

(I)  (/*  sin2aH-#2)B'.==  C. 

Nous  pourrions  de  meme  ecrire  l'equation  en  a,  mais  el  1  c  serait  trop 
compliquee;  nous  la  remplacerons  par  I'integrale  des  forces  vives.  qui  se 
reduit  ici  a  T  =  const.,  c/est-a-dire 

( II )  (#  cos2  a  -t-  A:2 )  a'2  -+-  (  p  sin2  a  -+-  A2 )  8'2  =  A2, 

puisque  £'  et  t,'  sont  des  constantes.  Nous  avons  pu  egaler  a  une  constante 
essentiellement  positive,  puisque  le  premier  membre  est  une  somme  de 
deux  carres.  L1equation  (I)  montre  que  6'  a  un  signe  invariable  :  la 
ligne  GA  tourne  toujours  dans  le  meme  sens  autour  de  G,  la  vitesse  angu- 

G 

laire  de  ce  mouvement  etant  d'ailleurs  necessairement  comprise  entre  j- 

G 


el 


j--  En  substituant  la  valeur  precedente  de  0'  dans  l'equation  (II 


l'- 

il  nous  vient 

a'2  ( V-  cos  -  a  -+-  k- )  ( ll  sin2  a  -+-  k- )  ==  A2 11  sin2  a  -+-  A2  X:2  —  G2 ; 

le  premier  membre  etant  toujours  positif,  il  doit  toujours  en  etre  de  meme 
du  second. 

Si  C2 —  A- k'2  est  negatif,  a  peut  manifestement  prendre  telle  valeur  que 
Ton  voudra,  et  les  barres  s1ecartent  ou  se  rapprochent  suivant  que  a'  est 
positif  ou  negatif  jusqu'au  moment  ou  un  choc  se  produit  (a  =  oouoc  =  -). 
Si  G2 — k-k-  est  positif,  on  pourra  le  poser  egal  a  A2 1-  sin2  (3,  ou  (Bdesigne 
une  constante  reelle  ;  en  effet,  C2 — K-k-  est  toujours  inferieur  a  A2/2, 
puisque,  a'  etant  reel  a  i'instant  initial  ou  a  =  a0,  on  a  A2 1-  sin2a0  >  G2  —  A2  A2. 
La  condition  a  laquelle  doit  satisfaire  a  se  reduit  done  a 

sin2  a  >  sin-  8, 

de  sorte  que  a  varie  entre  [3  et  -  —  (3;  le  mouvement  de  chaque  tige.  par 
rapport  a  GA,  est  alors  oscillatoire. 
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Si  Ton  avait  enfin  C-  —  A2A2=  o,  a  pourrait  prendre  toutes  les  valeurs, 
mais,  a  tendant  vers  x  ou  vers  zero,  t  croitrait  indefiniment;  les  deux 
droites  tendraient  a  se  superposer  sans  jamais  s'atteindre. 


447.  Corps  pesant  de  revolution  glissant  sans  frottement  sur  un 
plan  horizontal.  —  En  employant  les  notations  du  n°  407,  on  a,  pour  la 
force  vive  2T, 

2T  =  M(E"2-f-  V2)  +  [M/'2(6)  -+-  A]  6'2-h  A <!>''-  sin*  6     G(o'h-  !|/ cos 0)2, 

et,  pour  la  fonction  des  forces, 

U=-M^=-M^/(8). 

Les  cinq  parametres  dont  depend  la  position  du  corps  sont  ij,  rh  0,  9,  <k 
On  obtiendra  les  equations  du  mouvement  en  ecrivant  d'abord  les  quatre 
equations  de  Lagrange  relatives  aux  quatre  parametres  £,  q,  0,  <j>.  Gomme 
ni  T  ni  U  ne  contiennent  ces  parametres,  les  equations  de  Lagrange  cor- 
respondantes  sont 


/dT\  d  (  dT  \  d  /  dT\  d  /  dT  \ 


D'ou  Ton  conclut  immediatement  quatre  integrales  premieres  en  egalant 

f)T    r)T    dT     j  .         .  '        .     ,  * 

-^,1  ~~\ — ; '  t-jj  TT7  a  des  constantes.  On  a  ainsi  les  integrales 
(Jt)  o<v 

£'  =  5o 3       V  =  ri 0 >       ?'  ■+■  <K  cos  0  =  ro, 
Ad/  sin  2  0  h-  C(cp'-f-  1!/  cos  6)  cos  G  =  K. 

II  resterait  alors  a  ecrire  la  derniere  equation  de  Lagrange,  celle  qui 
est  relative  a  0;  mais  on  peut  la  remplacer  par  l'integrale  des  forces  vives 
T  =  U  +  h. 

On  obtient,  de  cette  facon,  les  equations  etablies  directement  dans  le 
n°  407. 


448.  Integrale  de  Painleve  analogue  a  celle  des  forces  vives 
dans  certains  cas  ou  les  liaisons  dependent  du  temps.  —  On  peut 
former  une  integrale  analogue  a  l'integrale  des  forces  vives  dans 
certains  cas  ou  les  liaisons  dependent  du  temps.  Dans  cette 
hypo  these,  les  expressions  de  z  en  qi}  q2,         qu  con- 

tiennent  t  :  la  demi-force  vive  T  n'est  plus  homogene  en  q\, 
//,....,  q'k  ;  nous  pouvons  l'exrire  T  =  T2+  Ti  -+-  T0,  T_,  desi- 
gnant  l'ensemblc  des  termes  du  second  degre  en  q\ ,  q'2,  q'k1 
I  1  les  termes  du  premier  degre  par  rapport  a  ces  quanlites,  et  T0 
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le  terme  independant  de  ces  quantites.  On  a  encore  par  un  calcul 
analogue  an  precedent  (n"  445). 

Mais,  d'une  part, 

d'apres  le  theoreme  des  fonctions  homogenes,  et,  d'autre  part, 
dT  „  dT  <)T  dT 

dt~  q**&~*~  q*w*~*~ 

car  T  depend  de  t  directement  et  par  l'intermediaire  des  qx,  q'a. 
On  a  done,  apres  reduction, 

~  (T2—  To)  =  Qi  jrV  -+-...-+-  Qk  q'k  -  ~  • 

Si  la  quanti te  Q<  q\  -j- . . .  +  QA —  —  est  egale  a  V(^ , . . . ,qk,  t), 
on  a  enfin 

T2-T0=V  +  h. 

G'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si  ^  depend  seulement  de  t7 

et  si  Qidq{  +  ...-f-Q*<fy*  est  une  differentielle  totale  exacte 
dU(qi, . . . ,  qk)  d'une  fonction  ne  contenant  pas  t.  L'integrale 
s'ecrirait,  dans  ce  cas, 

T2-T0-U  +  F(O-r/i, 

etant  suppose  egal  a  F'(£).  {Voir  Painleye,  Lecons  sur 

V integration  des  equations  de  la  Mecanique,  p.  89;  Hermann. 
i895). 

III.  —  PETIT  MOUVEMENT  D'UN  SYSTfiME  HOLONOME 
AUTOUR  D'UNE  POSITION  D'flQUILIBRE  STABLE. 

449.  Stability  de  Pequilibre.  —  Lorsque  les  liaisons  d'un  svs- 
teme  holonome  sont  independantes  du  temps  et  que  les  forces 
donnees  derivent  d'une  fonction  de  forces  U,  on  sait  (n°  173)  que 
les  conditions  necessaires  et  suffisantes  d?equilibre  sont 

m  _  _  _ 

dqx  ~   '        dq2  ~~   '  dqk  ~~ 

qi,  q?,         qk  designant  les  A-  parametres  independanls  qui  defi- 
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nissenl  la  position  du  systeme.  Ges  egalites  sont  les  conditions 
necessaires  mais  non  suffisantes,  pour  que  U  presente  un  maximum 
ou  un  minimum.  Si,  dans  une  position  du  systeme,  U  est 
maximum,  c'est  une  position  d'equilibre  stable.  Ce  theoreme, 
dcja  enonce  par  Lagrange,  a  ele  demontre  par  Lejeune-Dirichlet 
de  la  facon  suivante  {Journal  de  Liouville). 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  les  valeurs  des  para- 
metres qui  correspondent  a  la  position  d'equilibre  sont  qK  =  o, 
q2  —  o,  . .  . ,  q/i=  o,  et  que  U  est  nul  pour  ces  valeurs,  car  U  n'est 
defini  qu'a  une  coustante  pres.  L'equilibre  est  stable  quand,  en 
ecartant  Ires  peu  Ie  systeme  de  la  position  d'equilibre  d'une  ma- 
niere  arbitraire,  et  donnant  aux  differents  points  des  vitesses  ini- 
tiates tres  petitcs,  on  obtient  un  mouvement  dans  lequel  le  systeme 
s'ecarte  tres  peu  de  celle  position  d'equilibre.  D'une  facon  precise, 
soit  £  un  nombre  positif  donne  a  l'avance,  aussi  petit  qu'on  veut; 
on  peut  trouver  un  nombre  positif  rj  assez  petit  pour  que,  les 
valeurs  initiates  des  parametres  qK ,  q2,  . qk  et  des  vitesses  des 
divers  points  etant  inferieurs  a  r\  en  valeur  absolue,  les  valeurs 
de  qiy  q<±,  .  ..,  qk  restent,  dans  toute  la  duree  du  mouvement. 
inferieures  a  £  en  valeur  absolue. 

Gette  definition  etant  rappelee,  admettons  que  U  soit  nul  et 
maximum  pour  les  valeurs  qi=o,q=i=o,  ...,^=o;  il  faut 
montrer  que  l'equilibre  est  stable.  Gomme  U  est  maximum,  on 
peut  trouver  un  nombre  positif  £  assez  petit  pour  que,  pour  tous 
les  systemes  de  valeurs  de  q{ ,  q2,  . .'. ,  qk  compris  entre  —  £  et  +  £ 
ou  egaux  a  ces  limites,  la  fonction  U  soit  negative,  excepte"  pour 
la  seule  combinaison  q±  =  q2  =  . . .  =  qk ■=  o  qui  la  rend  nulle. 
Donnons,  en  particulier,  a  une  des  variables  qv  les  valeurs  limites 

E3  puis  donnons  aux  autres,  qi}  . . . ,  </v_i,  q^+\ ,  ,  qk,  tous  les 

systemes  possibles  de  valeurs  compris  entre  dt  £  ou  6gaux  a  ces 
limites;  soit  — ■  Pv  la  plus  grande  valeur  de  U  pour  ces  valeurs  des 
parametres;  Pv  est  un  nombre  positif  non  nul,  car,  q,,  etant  egal 
a  +i,  (J  ne  peut  pas  s'annuler,  quelles  que  soient  les  valeurs 
donates  aux  autres  parametres  dans  les  limites  indiquees.  llexiste 
ainsi  /,  nombres  posilifs  P4,  P3,  P/,  oblenus  en  faisant  suc- 
cessivemenl  q{,  y.>,  ....  q/-  egaux  a. -4-  e.  Appelons  P  le  plus  petit 
dVntre  eux;  on  aura  necessairement 

U^— P,  U-fPzo, 

appi:i.i..  —  Jraite  de  Mecanique.  n.  Tl 
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des  que  Tun  des  para  metres  deviendra  e^gal  a±£,  les  autres  reslanl 
compris  enlre  zh  £  ou  £gaux  a  ces  limites. 

Ceci  pose,  ^cartons  Ie  syslcme  de  sa  position  d'equilibre,  en 
donnant  aux  parametres  des  valeurs  q\,  q\,  . . . ,  q\  comprises 
entre  z!z  £,  puis  imprimons  aux  differents  points  des  vitesses  ini- 
tiales  pj,  (^2,  .  En  appliquant  au  mouvement  qui  prend 

naissance  le  th^oreme  des  forces  vives,  nous  avons 

Comine  U0  est  negatif,  la  quantity  —  U0  est  positive; 

elle  peut  d'ailleurs  etre  rendue  aussi  petite  qu'on  le  veut,  car  elle 
est  continue  et  s'annule  quand  toutes  les  vitesses  initiales  et 
toutes  les  valeurs  initiales  des  parametres  sontnulles.  D'unefacon 
precise,  on  peut  determiner  un  nombre  r\  inferieur  a  £  et  assez 
petit  pour  que,,  les  valeurs  q\,  q\,  q\  et  pj.  ....  c°  etant 
plus  petites  que  y)  en  valeur  absolue,  on  ait 

Alors  liquation  des  forces  vives  donne 

Les  parametres  q\ ,  q2,  ....  q^  partant  des  valeurs  comprises 
entre  zb:£,  aucun  des  parametres  ne  peut  atleindre  ces  limites 
pendant  le  mouvement,  car,  des  que  l'un  d'entre  eux  les  attein- 
drait,  U  +  P  deviendrait  negatif,  et  la  force  vive  l*mv-  egale- 
ment,  ce  qui  est  impossible. 

Limites  des  vitesses.  —  On  peut  aussi  assigner  des  limites  sup£- 
rieures  des  vitesses  pendant  toute  la  duree  du  mouvement.  En 
effet,  U  etant  negatif,  puisque  les  parametres  restent  compris 
entre  ±  s>  on  a  \ 

SWF2<  2  P. 

Si  done  on  appelle  p,-  la  vitesse  du  point  de  masse  mt,  on  a 

WfPf<2P,  Vt< 


CHAPITRE  XXIV.   —  EQUATIONS  GENERALES  DE  LA  DYNAMIQUE.  339 

Celte  limite  est  tres  petite  en  meme  temps  que  s,  car,  £  tendani 
vers  z6ro,  P  tend  vers  zero. 

On  obtiendra  des  limites  plus  resserrees  pour  les  vitesses,  en 
remarquant  que  Imp-  est  une  forme  quadra tique  positive  2T 
de  q[,q't,  •  '  -  >  9k  •  ceUe  forme  2T  devant  rester  moindre  que  2P, 
il  en  r^sulte  que  q'2,  .  .  . ,  q'k  restent,  en  valeurs  absolues,  infe- 
rieurs  a  une  certaine  limite  qu'on  pourra  determiner  dans  chaque 
cas  particulier. 

Remarque  I.  — ■  La  demonstration  suppose  essentiellement  que  U 
depende  de  tous  les  parametres  qi:  qo,  . . qk\  si  U  dependait  s6ulement 
de  quelques-uns  d'entre  eux,  qx,  q-2,  q?,  par  exemple,  et  etait  maximum  et 
uul  pour  qx  =  q-2  =  q:)  =  o,  la  position  correspondant  a  q{  —  o,  q2— o, 
q^=  o,  q^=  a^,  q/.— cik,  «i,  a5,  . ..,  a*  etant  des  constanles  quel- 

conques,  serait  une  position  d'equilibre,  mais  elle  ne  serait  pas  stable.  En 
ecartant  le  systeme  tres  peu  de  cette  position,  et  donnant  aux  points  des 
vitesses  ties  petites,  on  aurait  un  mouvement  dans  lequel  qx,  q<>,  qz  reste- 
raient  tres  voisins  de  zero,  mais  les  autres  parametres  g\,  q$,  .  .  .,  q/t,  ne 
resteraient  pas  voisins  de  a4,  a5,  a^.  D'ailleurs,  les  vitesses  restent 

tres  petites.  Imaginons,  par  exemple,  un  corps  pesant  de  revolution, 
suspendu  par  un  point  de  son  axe,  et  prenons  les  notations  du  n°  395. 
Actuellement,  il  y  a  une  fonction  de  forces  qu'on  peut  ecrire 

U  =  —  M^cosB, 

qui  ne  depend  que  de  6,  tandis  que  la  position  du  corps  depend  des  trois 
angles  d'Euler  0,  0,  ty.  La  fonction  U  est  maximum  pour  8  =  tz;  les  posi- 
tions correspondantes  du  corps,  en  nombre  infini,  sont  des  positions 
d'equilibre  d'ailleurs  evidentes  a  priori,  l'axe  etant  vertical  et  le  centre  de 
gravite  au-dessous  du  point  de  suspension.  Mais  ces  conditions  ne  sont  pas 
stables  dans  le  sens  strict  du  mot,  car,  en  imprimant  au  corps  une  rota- 
tion initiale,  si  petite  soit-elle,  autour  de  la  verticale,  on  obticnt  un  mou- 
vement dans  lequel  les  points  s'eloignent  de  quantites  finies  de  leurs  posi- 
tions d'equilibre. 

Remarque  II.  —  Reciproque  du  the  or erne  de  Lejeune-Dirichlet.  — 
Considerons  une  position  d'equilibre  du  systeme  dans  laquelle  les  derivees 
d{]    dU  rJU  n  ■  . 

- — >  - — 5  •  •  •  •>   sont  toutes  nulles,  sans  que  U  soit  maximum.  Jl  est 

Oqi    dqt  0qk  1 

probable  que  la  position  correspondante  est  instable. 

Mais  cette  proposition  n'a  pu  etre  demontree  rigoureusement  que  sous 

certaines  restrictions.  (Voyez  Liapounoff,  Journal  de  Mathematiques 

de  Jourdan,  1890;  IIadamakd,  Memoire  presente  a  1'Academie  en  1896, 

publie  dans  le  meme  Iiecueil  en  1897;  Painleve,  Comptes  rendus,  t.  CXXV, 

p.  t02i.;  IIamel,  Mathematische  Anna/en,  t.  LVH,  p.  54i;  L.  Silla, 
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Rendiconti  dellaR.  Accarfemia  dei Lincei,  r>''  serie,  t.  XVJI,  1908,  p.  347-) 
—  D'autres  auteurs  comme  Fejkr  (Crelle,  t.  I3i  )  et  Kethy  (Ibid,,  t.  133) 
ont  etudie  la  stabilite  dans  un  milieu  resistant. 

&50.  Petits  mouvements.  —  Imaginons,  comme  plus  haul,  un 
systeme  a  liaisons  independantes  du  temps  dont  la  position 
depend  de  k  parametres  geometriques  ^r4,  q2,  •  •  • >  qk\  supposons 
que  les  forces  appliquees  derivent  d'une  fonction  de  forces 
U(<jr,,  q>2,  •  .  (jfk)  dependant  de  toutes  les  variables  qv  et  que 
cette  fonction  soit  maximum  et  nulle  quand  toutes  les  variables  qy 
s'annulent  (v  =  i,  2,  .  .  .,  k).  La  position  d'equilibre  correspon- 
dante  est  stable;  nous  nous  proposons  d'etudier  les  petits  mouve- 
ments du  systeme  autour  de  cette  position.  Dans  ces  petits  mou- 
vements qt,  gr25  •  (Jk  restent  tres  petits,  les  vitesses  restent 
aussi  tres  petites;  done  les  derivees  q\,  q'2,  .  .  .,  q'k  restent  tres 
petites,  car  la  force  vive  est  une  fonction  homogene  et  du  second 
degre  essentiellement  positive  des  derivees  q'v.  Nous  commencerons 
par  le  cas  le  plus  simple  ou  le  systeme  est  a  liaisons  completes. 

i°  Systeme  a  liaisons  completes.  —  La  position  du  systeme 
depend  alors  d'un  parametre  q  qui  est  suppose  /iw/dans  la  posi- 
tion d'equilibre;  le  nombre  k  =  i.  La  demi-force  vive  T  etant 
une  fonction  homogene  et  du  second  degre  de  q'  est  de  la  forme 

T  =  q'*f{ q)  =  q'*  [/(o)  -4- "£  /'  (  o )+...]  , 

ou  Ton  suppose  la  fonction  f(q)  developpable  par  la  formule  de 
Maclaurin.  Supposons  le  premier  terme  du  developpement  f  (o) 
different  de  ze>o  :  alors  ce  premier  terme  f(o)  est  necessairement 
positif,  car,  q  etant  tres  petit,  T  a  le  signe  de  /(o)  et  une  force 
vive  est  essentiellement  positive.  Nous  ^crirons,  en  posant 
f(o)  =  a, 

T  =  aq'z+Ti, 

T1  etant  tres  petit  par  rapport  au  premier  terme,  car  T4  con- 
tient  qq'-  en  facteur. 

Prenons  maintenant  la  fonction  des  forces  U  :  e'est  par  hypo- 
these  une  fonction  de  q  nulle  et  maximum  pour  q  —  o.  Si  done 
on  pose  \J  =  F(q),  et  si  Ton  developpe  F(q)  par  la  formule  de 
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Maclaurin,  on  voit  que  F(o)  el  F'(o)  sont  nuls,  F"(o)  etant,  en 
general,  n6gatif.  En  posant  - F"(o)  = — x,  a  >■  o,  on  pourra 


i 

2 

ecrire 


U4  etant  la  somme  des  termes  suivants  dans  le  developpement  de 
Maclaurin;  U4  est  done  Ires  petit  par  rapport  au  lerme  —  <*q2,  car 
il  conlient  q*  en  facteur. 

On  admettra  qu'on  peut,  pour  etudier  les  petites  oscillations, 
ne'gliger  T4  et  Ui  et  prendre 

T  =  aq\  V=~aqK 
L'equation  du  mouvement,  d'apres  Lagrange, 

dt\dq' )       dq  ~  dq 
devient  alors,  puisque  ^  est  nul, 

(i)  aq"  =  —aq,  =  —  r2?, 

en  posant    =  r2.  L'integrale  de  cette  equation  est 

q  =  a  cos(r£  +  p), 

/.  et  p  designant  deux  constantes  arbitraires  qu'on  determine,  con- 
naissant  la  position  iuitiale,  e'est-a-dire  q0  et  la  vitesse  initiale, 

e'est-a-dire  q'0.  La  duree  d'une  oscillation  du  sysleme  est^;  la 

constante  r  avant  une  signification  physique  est  evidemment  inde- 
pendante  du  choix  du  parametre  q. 

Les  valeurs  initiales  de  q  et  q'  pour  t  —  o  etant  aK  et  biy  on  a 

q  =  ci\  cos  rt  H  sin  rt. 

1  r 

Si,  dans  une  deuxieme  experience,  les  valeurs  initiales  de  q 
81  7  sont  a2  et  62,  on  a  de  meme  pour  le  mouvement 

q  =s     cos  ri  h  -sin  /V. 


En  fin  si,  dans  une  troisieme  experience,  les  valeurs  initiales 
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de  q  et  q'  sont  a,  -h  a2  et  />,  +  />2,  I'expression  correspondante 
dc  7  est 


^  =  («!  -+-  «2)  cos/*£  H  ■  Sin  r/. 


c'est-a-dire  la  somme  des  deux  pr£cedentes  :  ce  fait,  qui  tient  a 
ce  que  1'equation  du  mouvement  est  lin^aire,  constitue  ce  qu  on 
appelle  la  superposition  des  petits  mouvements. 

Exemple.  —  En  deux  points  fixes  A  et  A'situes  sur  l  axe  horizontal  Ox 
a  des  distances  egales  OA  =  OA'=  a  de  Torigine  O,  sont  attaches  deux 
fils  sans  masse  AM,  A'M'  de  meme  longueur  /  supportant  une  barre  homo- 
gene  pesante  MM'  de  longueur  ki  egale  a  A  A'.  Gette  barre  est  percee  en 


Fig.  262. 


son  milieu  Gd'une  ouverture  inliniment  petite  dans  laquelle  passe  l'axe  0* 
suppose  vertical  et  dirige  vers  le  haut.  Le  systeme  etant  e'carte  tres  peu  de 
sa  position  d'equilibre  MiM',  est  abandonne  a  lui-meme  sans  vitesse  ini- 
tiate :  etudions  les  petites  oscillations. 

Appelons,  a  un  instant  quelconque,  0  Tangle  du  fil  AM  avec  0 z\  et  a 
Tangle  que  fait  avec  Ox  la  projection  PP'  de  la  barre  MM'  sur  le  plan  x  O  r ; 
le  triangle  isoscele  AOP  et  le  triangle  rectangle  AMP  donnent  la  relation 

I  sin 8  =  ia  sih  -  • 
2 

La  position  du  systeme  depend  du  seul  parametre  0  qui  s'annule  dans  la 
position  d'equilibre.  La  seule  force  donnee  etant  le  poids,  on  a,  en  appe- 
lant £  Tordonnee  UG  =  —  /cos8,  du  centre  de  gravite  G, 

U  =  M£-/(cos6  —  1), 


ou  la  constante  est  determinee  de  facon  que  U  soit  nul  pour  6  =  o;  U  est 
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inanifestement  maximum  pour  cette  valeur.  Developpant  U  par  la  formule 
de  Maclaurin,  on  a 

02 

U  =—  Hffl-  -+-  Ul3 

ou  Ui  est,  par  rapport  a  0,  d'un  ordre  superieur  au  deuxieme.  Galculons  T 
d'apres  le  theoreme  de  Kcenig 

T=  iM(C'2H-  iM^*8'-*sih*«i  +  |«2«'2V 

car  le  moment  d'inertie  MA2  d'une  barre  homogene  de  longueur  2 a,  par 
rapport  a  son  centre,  est  ^Ma2.  Or,  la  relation  geometrique  ci-dessus 
Sonne 


d'ou  l'on  tire  a'  par  derivation  et 


T  =  -M   /2sin2  6 


2     \  3  4«2 —  I'1  sin- 

L'equation  finie  du  mouvement  serait  done  T  =  Li  -+-  A  d'apres  le  theo- 
reme des  forces  vives.  Mais,  pour  les  oscillations  infiniment  petites,  nous 
devons  reduire  le  coefficient  de  0'2  dans  T  ace  qu'il  devient  pour  0  =  o, 
et  prendre  approximativement 

T  =  rM/2  0'2         u  =  —  -  MgW-. 
6  2 

Inequation  du  mouvement,  d'apres  l'equation  de  Lagrange,  est  alors 

?—  t': 


La  duree  des  petites  oscillations  est  — 

Remarque .  —  Dans  la  theorie  precedente,  nous  avons  suppose  que, 
T  etant  de  la  forme  q'-  f(q),f{o)  etait  different  de  zero.  Si  cette  condi- 
tion n'est  pas  realisee,  on  peut  la  realiser  par  un  changement  de  variable. 
Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  pour  de  petites  valeurs  de  q  . 


9  (o;  etant  different  de  zero. 
On  fera  alors  la  substitution 


n 
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s  designanf  une  nouvelle  variable,  et  Ton  aura 

T  =  q'2qn*(q)  =  :  J*7^2)*''2, 

on  le  coefficient  de  s'2  n'est  plus  nul  pour  s  =  o. 

Nous  avons  suppose  egalement  que,  le  coefficient  de  q'-  dans  T  <:tani 
different  de  zero  pour  q  =  o,  le  de\ eloppement  de  U(q)  par  la  formule  de 
Maclaurin  commence  par  un  terme  en  q-.  Mais  il  peut  arriver  que,  U(q) 
etant  maximum  pour  q  =  o,  les  derivees  de  U  jusqu'a  un  ordre  impair 
quelconque  superieur  a  i  s'annulent,  la  premiere  derivee  qui  ne  s'annule 
pas  etant  d'ordre  pair  et  negative.  Par  exemple.  pour  prendre  le  cas  le 
plus  simple,  on  peut  avoir 

U(?)  U,i 

Ui  contenant  q6  en  facteur  et  a  etant  positif.  Alors,  en  reduisant  T  a  la 
forme  aq'*-  et  negligeant  Ui,  on  a,  pour  l'equation  du  mouvement, 

(2)  aq"  =  —  2a^. 

On  est  alors  en  presence  d'une  circonstance  speciale  qui  ne  tient  pas  au 
choix  de  la  variable  :  la  duree  des  petites  oscillations  autour  de  la 
position  d'e'quilibre  varie  avec  leur  amplitude.  En  effet,  en  placant  le 
systeme  de  la  position  correspondant  a  q0,  et  Fabandonnant  sans  vitesse, 
on  a,  en  integrant  (2), 


d'ou  Ton  tire  t  en  fonction  de  q  par  une  quadrature  elliptique;  q  oscille 
de  — qo  a-h<7o;  le  quart  d'une  oscillation  a  pour  duree 

/a   r70       dq        z=±{/a  ds 

en  faisant  q  —  sq0.  Gette  duree  est  done  en  raison  inverse  de  q0  et  devient 
infiniment  grande  quand  q0  tend  vers  zero. 

20  Systeme  a  deux  degres  de  liberte.  —  Imaginons  un 
systeme  a  liaisons  ind^pendanles  du  temps  dont  la  position  depend 
de  deux  parametres  qK  et  q.2 ;  on  a 

T  =  A  q\2  -h  2B  q\  q'2  -h  C  q  7 . 

ou  A,  B,  G  sont  des  fonctions  de  qt  et  q2- 

Nous  supposerons  les  parametres  choisis  de  telle  facon  que  le 
discriminant  AC  —  B2  ne  soit  par  nul  pour  qx  —  q2=z  o.  Alors, 
en  deVeloppant  les  coefficients  A,  B,  C  par  la  formule  de  Mac- 
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laurin,  en  appelant  a,  b.  c  les  valeurs  de  ces  coefficients  pour 
(fv  -z=.  ^2~o,  on  aura 

T  =  aq'i1  -+-  2  bq\  q'2-t-  cq'i1  -h  Ti , 

T,  etant  du  troisieme  ordre  par  rapport  a  qi,  gr3,  q\,  q'.,,  et  s'annu- 
lant  quand  qi  et  q2  sont  nuls.  Quand  qK  et  q2  sont  Ires  petits, 
T  a  done  le  signe  du  trinorne  forme  par  les  termes  qui  pre- 
cedent Ti,  et  comme  T  est  essentiellement  positif,  quels  que 
soient  q\  el  q'2.  on  a 

a  >  o,       c  >  o,       b-  —  ac  <  o. 

Prenons  niaintenant  la  fonction  de  forces  U(^i,  q->)  :  cette 
fonction  etant  nulle  et  maximum  pour  q{z=:q2=zo.  on  a  en 
general,  en  d^veloppant  par  la  formule  de  Maclaurin, 

U  =  —  (« grfn-  '2^qLq2-h  tql)  -*-  U4, 

ou  Ui  est  du  troisieme  ordre  en  qK  et  <y2.  Comme  U  doit  etre 
negatif  pour  des  valeurs  arbitraires  suffisamment  petites  de  q± 
et  q.2  ,on  a  en  general 

a  >  o,       T  >  °>        p2— ay<o. 

Pour  obtenir  les  petits  mouvements  autour  de  la  position 
d'equilibre,  nous  n^gligerons  T4  et  U4  en  prenant 

T  —  aq'f  -h  lbq\  q'.2  H-  cq'.f , 

Les  deux  equations  de  Lagrange  deviennent  alors 

(  a(/'i  +  %:  =  -(a?1+p?!) 
I  bq\  -+-  cq"2  =-(^i+|?2), 

equations  lineaires  a  coefficients  constants.  Pour  les  integrer, 
nous  ferons 

(4)  fli==  Xicos(r£  -hp),       q  >  —  A2cos(r/  -+■  p), 

Xa,  r,  p  designnnt  des  constantes.  En  substituant  et  divisant 
par  cos  (rt  -f-p),  on  a 

( 5 )  X ,  (ar!  —  a)  -h  Xj  (6r2  —  fr)  =  0,       X 1  ( br-  —  [3)  h-  X2!(crs  —  y)  =  o, 
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d'ou,  en  eliminant  Xj  el  X2, 

(6)  (ar«-—  a)(cr9-—  y)_  (br>-—  ,3)2  =  o, 

Equation  bicarr^e  qui  donne  pour  r2  deux  valeurs  reelles  et  posi- 
tives. En  effet,  en  substituant  dans  le  premier  membre,  a  la  place 
de  r2,  les  valeurs  o  et -h oo,  on  obtient  des  resultats  positifs,  tandis 

que  les  valeurs  ^  et  ^  donnent  des  resultats  negatif>.  On  peut 

toujours  supposer  r  positif,  car  la  solution  (4)  ne  change  pas 
quand  on  change  r  et  p  de  signes  :  nous  pourrons  alors  prendre 
pour  r  les  deux  racines  positives  n  et  r2  de  liquation  (6). 

Si  Ton  substitue  a  /•  l'une  de  ces  racines  dans  les  equations  (5), 
elles  se  reduissent  a  une,  a  la  premiere  par  exemple;  on  a  alors, 
en  faisant  r  —  r4, 

A,  A, 
T — 5  z  =   —  Hi, 

/i-i  d^signant  une  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  la  solution 

q{  =  u, ( br\  —  (3)cos(>i  f  +  p,),       £2  =  Hi(<*  —         cos(/*i  f -4-  pi). 

La  seconde  racine  r2  donne  une  solution  analogue,  avec  d'autres 
constantes  /jl2  et  p2,  et  les  integrates  generates  des  equations  du 
mouvement  sont  enfin 

\  q±=z  [i±(brl  —  (3)cos(rt£ -4- pi) -h  jA*(&ri  —     cOs(r2f  -h Ps), 
y       j  gr2  =  ^(a  —  arf)co$(ri£-h  pi)  -+-  fx8(a  —  «rl )  cos(r2^ -h  ps), 

avec  quatre  constantes  arbitraires  .ut, ,  p.2,  p4  et  p2,  qu'on  deter- 
minera  connaissant  les  valeurs  initiates  de       q2  et  de  leurs  deri- 

vees  q\  et  gr2. 

On  voit  que  le  mouvement,  dans  le  voisinage  de  la  position 
d'equilibre,  est  le  mouvement  resultant  de  deux  oscillations  dont 

les  periodes  respectives  sont  ^  et^«  Si  ces  periodes  sont  com- 

mensurables  entre  elles,  il  existera  une  periode  pour  le  mouve- 
ment, sinon  le  systeme  ne  passera  a  aucune  £poque  par  la 
meme  configuration.  On  a  de\ja  vu  un  exemple  de  ce  fait  n°  272. 

Les  quantites  r4  et  r2,  ayant  ainsi  une  signification  physique, 
sont  evidemment  independantes  du  choix  des  parametres  qi  et  q^. 
Ge  sont  des  invariants  du  probleme. 
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Cas  particulier.  —  Quand  nous  avons  demontre  que  liqua- 
tion (6)  en  ;*2  a  deux  racines  positives,  nous  avons  admis  qu'en 

substituant  ~  et  £  dans  le  premier  membre,  on  avait  au  moins  un 

resultat  negatif  :  ceci  n'arriverait  pas  si  Ton  avait 


oii  A-2  est  une  constante  positive.  L'equation  (6)  serait  alors 

elle  aurait  ses  racines  egales  :  neanmoins,  les  integrales  generales 
ne  conliennent  pas  le  temps  en  dehors  des  signes  sin  et  cos;  en 
eflet,  les  equations  du  mouvement  (3)  s'^crivent  alors 

a(q"1-+-  k-qy  )  -+-  b  {  q\ k-  q  ■>)  —  o, 
b  (  q  i  -+-  k-  qi  )  -h  c  (  q\  Hh  k-  q.2 )  =  0, 

et,  comme  b2 —  ac  est  positif,  elles  donnent 

q'[  -b  k-  qi  ==  o,        q\  -h  k-  q2  ==  o 

d'ou,  pour  les  integrales  generales, 

q^  =  [jlj  cos(  kt  -h  pi ).       ^2  ==  ;x2  cos(#£  -+-  p2 ). 

II  n'v  a  plus  alors  qu'une  pe>iode  pour  chaqne  oscillation, 

Autre  methode.  —  Ces  resultats  peuvent  etre  obtenus  autrement  si  I'on 
fait  usage  des  proprietes  des  formes  quadratiques.  Considerons  les  deux 
formes  quadratiques 

S  =  aq  \  -+-  2&<7i  q2  ■+■  cql,        U  =  —  (aql  -h  2  [i  qt  q-2  -+-  Y  gi ), 

I  I'aide  desquelles  on  pent  ecrire  les  equations  du  mouvement  sous  la 
forme 

~dV1\f)q\)  ~  dqS        dr-\dqo)  ~~  Oq*' 
Paisons  un  changement  de  variables  Iineaires  a  coefficients  constants 
q ,  =  k]  S]  -h  h%  So,        q»  =  k*S\  -f-  lus1} 
oil  si  et  So  sont  de  nouveaux  parametres  ki}  h\,  A2,  et  /<2  des  constantes. 
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On  peut  determiner  les  coefficients  de  la  substitution  de  facon  a  reduire 
simultanement  les  deux  formes  a  des  sommes  de  carres;  cela  revient,  en 
regardant  qx  et  qi  comme  des  coordonnees  cartesiennes,  a  prendre  pour 
axes  les  droites  conjuguees  a  la  fois  par  rapport  aux  couples  de  droites 

S  =  o,  U  =  o.  On  a  ainsi 

S  =  s?-+-si,       U  =s  —  (rf  s\ H-  rf*f); 

la  demi-force  vive  devient  T  =  s\2  -t-  s'22,  et  les  equations  du  mouvement 
deviennent 

s]  ==—  r\su       t\  =  —  rf*2, 

d'ou,  en  integrant, 

Sj  =  fJLi  cos  (rj  t  -+-  pi ),       s-2  =  a2  cos  ( /••>  t  -h  p2 ), 

On  peut  remarquer  que  l'equation  bicarree  en  r-  s'obtient  en  egalant  a 
zero  le  discriminant  de  la  forme  U  +  r2S. 

Les  variables  S\  et  s2  s'appellent  les  variables  principales. 

Application.  —  Imaginons  une  barre  homogene  pesante  AB  de  lon- 
gueur ia  suspendue  par  un  01,  de  longueur  attache  au  point  fixe  0;  le 
systeme  est  assujetti  a  se  deplacer  dans  un  plan  vertical  xOy\  on  demande 
d'etudier  ses  oscillations  infinimcnt  petites  autour  de  la  verticale  qui  est 
sa  position  d'equilibre. 

La  position  du  systeme  depend  des  deux  angles  0  et  ©  que  fait  la  verti- 
cale Ox  avec  les  directions  du  fil  et  de  la  barre,  parametres  qui  sont  bien 
nuls  dans  la  position  d'equilibre.  II  y  a  ici  une  fonction  de  forces 

q  etant  l'abscisse  du  centre  de  gravite  G.  11  nous  faut,  pour  etre  dans  les 
conditions  de  la  theorie  qui  precede,  disposer  de  G  de  facon  que  U  s'an- 
nule  dans  la  position  d'equilibre;  les  coordonnees  du  centre  de  gravite 
ayant  pour  expressions 

|-  —  /cosO  -4-  a  cos  9,       v\  =  /  sin  0  H-  a  sin  c, 

la  fonction  des  forces  sera 

U  =  M^[/(cos6  —  i)-ha(cos?  —  i)]. 

Galculons  maitenant  la  demi-force  vive  T;  la  force  vive  de  la  masse  M 
concentree  en  G  est 

M(p+  -q'2)  =  M.{pb'*-+- a* <?'*-{-  2  a/6Vcos(6  —  9)]. 
La  force  vive  dans  la  rotation  autour  du  centre  de  gravite  etant  ^M-9  - 
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d'apres  la  valeur  du  moment  d'inertie  d'une  barre  homogene  par  rapport 
a  son  centre,  la  demi-fo.rce  vive  totale  sera 


M 


/2  6'2  h-  JaScp's-t-  2  tf/eV  cos(0  —  9) 


Pour  trouver  les  oscillations  infiniment  petites,  il  suffit  de  considerer 
dans  U  et  T  les  termes  du  second  ordre 


M  P" 

V  =  -  ^(/62H-a?2)3 


M 


Fig.  263. 


70' 


Les  equations  de  Lagrange  sont  alors 


/26"4-  alo" 


76, 


4 


alW  —  —  s  a  ~. 


On  integrera  ces  equations  en  posant 

0  =  \i  cos(/7     p),       o  =  A2cos(r£  -f-  p), 
et  /,)  devant  satisfaire  aux  conditions 

( lr-  —  -+-  ar-  A2  =  o,        lr-  a  ,  -+-      ar-  —  g^J  X2  =  o 


Tequation  en  r~  est  done 


air'' 


equation  du  second  degre  en  r-  qui  donneru  deux  racines  reelles  et  posi- 
ti \  es  r\  et  r§,  pour  chacune  desquelles  on  aura  un  systeme  de  solutions 
particulieres.  En  ajoutant  ces  solutions,  on  aura  les  integrales  generales 

0  =  ar]  ijl t  cos(/~i  t  -hp, )  -1-  ar\  ;x2  cos( r»t  -+-  pa), 

r  =  i.S  —  lr\  )iJLi  cos(     t  -4-  pi )  -H  ( g  —  lr  \  )  u.2  cos(  r  ,f  -+-  p2), 


ivec  Jes  quatre  const  antes  tu.|,  ;j.2,  pl3  p5 
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Par  exemple,  si  I'on  suppose  a  =  -  I,  on  trouve  comme  valeurs  de      et  rl 

4 

—j-  ( 2  -+-      ),  -j-  (  2 — \/3),  ce  qui  donne  immediatement  les  durees  res- 

pectives  —  5  -—  des  deux  oscillations  qui  composent  le  petit  mouvernent. 

r  [     a*  2 

Remarque.  —  Nous  ax  ons,  dans  la  theorie  precedente,  suppose  ac  — 6- 
diflerent  de  zero.  Si  ce  discriminant  est  nul,  il  faudrait  fair e  un  autre 
choix  de  parametres  de  telle  maniere  que  la  nouvelle  expression  appro- 
chee  de  T  ait  un  discriminant  different  de  zero.  Par  exemple  si  Ton  prend 
un  point  mobile  dans  un  plan  ayant  comme  position  d'equilibre  stable 
I'origine,  on  a,  en  coordonnees  polaires  r  et  6, 

T  =  ™(r'2H-r2  8'2), 

expression  dont  le  discriminant  r-  sannule  dans  la  position  d'equilibre. 
En  prenant  les  coordonnees  cartesiennes.  on  aura  la  nouvelle  expression 

dont  le  discriminant  n'est  pas  nul. 

Nous  avons  suppose  aussi  que  le  developpement  de  la  fonction  des 
forces  U  commencait  par  les  termes  du  second  ordre  en  qx  et  q<>',  il  pour- 
rait  arriver,  puisque  U  =  o  est  un  maximum,  que  ce  developpement  com- 
mence par  des  termes  d'un  ordre  pair  quelconque,  par  exemple  du  qua- 
trieme  ordre, 

U  =  —  (xq\  -f-  $q\q>>  +  .  .  .-h  bq\  )  Ui. 

Dans  ce  cas,  1'etude  des  petites  oscillations  devient  plus  compliquee  :  les 
equations  obtennes  en  negligeant  Ut  ne  sont  plus  lineaires 

L'ocillation  ge'nerale  n'est  plus  la  resultante  de  deux  oscillations  spe- 
ciales  ayant  chacune  une  duree  determinee. 

3°  Cas  general.  —  Imaginons  un  systeme  assujetti  a  des  liai- 
sons inddpendantes  du  temps,  les  forces  qui  agissent  sur  ce  sys- 
teme de>ivant  d'une  fonction  de  forces  U.  Nous  le  supposerons 
dans  une  position  d'equilibre  stable  011  la  fonction  U  est  maximum. 
Soient  q{ ,  q2,  .  .  . ,  qu  les  parametres  qui  definissent  la  position 
du  systeme;  nous  admettrons  qu'ils  sont  nuls  ainsi  que  U  dans  la 
position  d'equilibre.  L'^quilibre  £tant  stable,  lorsqu'on  dt^placera 
le  systeme  et  qu'on  l'abandonnera  a  lui-meme,  les  parametres  q  et 
leurs  d6rivees  resteront  tres  petites  pendant  toute  la  duree  du 
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mouvement;  nous  considererons  ql,  q2,  .  .  .,  qk et  leurs  de>ivees 
comrne  de  petites  quantity  du  premier  ordre.  La  demi-force  vive 
tolale  est  une  fonction  quadrati([ue  homogene  des  q'  : 

\J  ==  T>  2>  •  •  •>  A:/ 

Ghacun  des  coefficients  A/y  est  une  fonction  des  q  qui  prend 
la  valeur  a  ,7  lorsque  les  parametres  q  s'annulent;  on  peut  done 
ecrire 

_  /»  =  i,  2,  *  . .,  k\ 

r  =  Zaijqtqj^-  Ti,  .  ,  ai/=<*/t, 

\J  =  I;  2,  .  .  ., 

la  fonction  Ti  etant  une  somme  de  petites  quantites  d'ordre  supe- 
rieur  a  2. 

Nous  savons,  d'autre  part,  que  la  valeur  o  est  un  maximum 
de  U;  nous  pouvons  done  ecrire 

U  =—  Sbijqiqj-h  Uu 

U<  etant  d'ordre  superieur  a  2.  Nous  remarquerons  que,  les  termes 
d'ordre  moindre  donnant  leur  signe  aux  expressions  de  T  et  de  U, 
les  sommes  qui  constituent  les  termes  du  second  ordre  doivent 
rester  constamment  positives  pour  T  et  pour  U,  car  nous  metlons 
dans  U  le  signe  en  evidence. 

Notre  approximation  consiste  a  negliger  les  termes  en  Ui  et  TV 
Les  equations  de  Lagrange 

dt  \dq'w  )       dej,,  ~  dqv 

sont  ici 

Ov  1  q  \  H-  av2  y 2  -+-...  -f-  avk  q"k  =  — ( &vi  £i  +  •  •  •  +  &vA  ?/t)        (v  =.1,  2,  k). 

Les  A-  Equations  di(Fe>entielles  simultan^es  que  nous  obtenons 
sont  Iin^aires  du  premier  ordre  et  a  coefficients  constants;  nous 
pouvons  done  les  integrer  en  posant 

(8)  qx  =  a,  cos(r(  -+-  p),  ^-^A^cos^ -f- p). 

Pour  que  cos  valeurs  satisfassent  aux  equations  de  Lagrange,  il 
faut  qu'on  ait 

XtC^ii—  r-ciu)  -+-  A2(6|2—  r-av,)  -+- .  .  .  ■+■  X*(&i*r-  r-a^k)  =  o, 

 *  •  ? 

m(6aj  —  r*aki )  ■+■  ^i(bk->  —  r-ciki)  -h. .  .4-  X*(6^  —  r-cikk)  =  o. 
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Pour  quo  tons  les  >.  ne  soient  pas  nuls,  il  faut  que  le  d^termi 
nant  de  ces  equations  lineaires  et  homogenes  soit  nul  : 


(9) 


by\  —  r-aX\  bti—r-c/ii  ...  bxk-  T*Q>%k 
bk\  —  ra  ctki    bko_  —  r°-  ak2    .  .  .    bkk  —  r2  akk 


Getto  egalite,  consideree  comme  une  Equation  en  r2,  donne  en 
general  k  valeurs  de  cette  inconnue,  et,  pour  r,  2  k  valeurs  deux 
a  deux  egales  et  de  signes  contraires;  mais  on  peut  toujours  sup- 
poser  r  positif,  car  la  solution  (8)  ne  change  pas  quand  r  et  p 
changent  de  signes.  En  adoptant  une  de  ces  k  valeurs  de  r,  rv, 
par  exemple,  on  peut  d6terminer  tous  les  X  en  fonction  d'une 
arbitraire  p.v,  et  Ton  obtient  le  sysleme  de  solutions  (1)  qui  con- 
tient,  outre  /jlv?  la  quanlite  arbitraire  pv.  On  a  ainsi  k  systemes  de 
solutions  particulieres  des  equations  diffcrentielles  et  leur  somme 
donne  la  solution  generate  qui  contient,  comme  il  doit  etre, 
2  k  constantes  arbitraires. 

L'oscillalion  generale  est  ainsi  le  mouvement  resultant  de  k 

oscillations  partielles  ayant  respectivement  les  periodes  ---1 
^5  '  '  '*  ~«  Les  racines  n,    ra,    .  .  sont  des  invariants  : 

leurs  valeurs  sont  independantes  du  choix  des  parametres. 

Les  Equations  etant  lineaires,  si  Ton  en  a  deux  systemes  de 
solutions  particulieres  qv~fv(^t)  et  <jrvrrr  <pv(£),  les  fonctions 
qv  =  fv(t)-\-(Dv(t)  en  sont  encore  des  solutions.  On  a  ainsi  ce 
qu'on  appelle  la  superposition  de  petits  mouvements. 

Sans  invoquer  la  theorie  des  formes  quadratriques  on  peut 
demontrer  que  les  racines  de  liquation  en  /'sont  reelles.  En  eflfet, 
si  cette  equation  admettait  une  racine  imaginaire  a-\-ib,  elle 
adinettrait  la  racine  conjuguee  a  —  ib  :  les  valeurs  correspon- 
dantes  des  constantes  >.v  seraient  aussi  imaginaires  conjuguees. 
On  trouverait  alors,  pour  les  parametres  un  systeme  de  solu- 
tions reelles  particulieres  de  la  forme 

qv  =  (  Av  H-  i'Bv)  cos  (a  -+-  ib)t  -+-  ( Av—  ?BV)  cos(«  —  ib)t, 
ou,  sous  forme  reelle 


qv—  \,,(ef'1  ■+■  e~bt)  cos  at  ■+-  Bv(e6/—  e~bt)  sin  at. 
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On  aurait  ainsi  un  mouvement  du  systeme  dans  lequel  les  va- 
riables gv  et  leurs  derivees  commenceraient  par  etre  aussi  petites 
qu'on  le  voudrait,  pour  tinir  par  etre  infiniment  grandes  avec  t, 
ce  qui  est  en  contradiction  avec  ce  fait  que  l'equilibre  est  stable. 

On  voit,  par  un  raisonnement  analogue,  que,  si  l'equation  en  r 
a  des  racines  multiples,  le  temps  ne  peut  pas  figurer  en  dehors 
des  sinus  et  cosinus,  car  les  expressions  de  la  forme 

\xt  cos(/Y  -Hp) 

deviendraient  infiniment  grandes  avec  t. 

La  tlieorie  des  formes  quadratiques  conduit  aux  rnemes  resultats;  si  l'on 
pose 

S  =  S  atjqt  qj,       U  =  —  2  btj  q  t  q /, 

ces  deux  formes  quadratiques  sont  l'une  S  essentiellement  positive,  1'autre 
U  essentiellement  negative  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  et  ne 
peuvent  devenir  nulles  que  si  toutes  les  variables  s'annulent.  Les  equa- 
tions des  petits  mouvements  peuvent  s'ecrire 

dt*  [dqj  ~  dqj 

et  l'equation  (9)  donnant  r-  s'obtient  en  egalant  a  zero  le  discriminant  de 
U  -4-  r-S.  On  peut  toujours,  par  un  changement  lineaire  de  variables  sub- 
stituant  de  nouvelles  variables  siy  s»,  .  .  . ,  s^  aux  anciennes  qi,  q->,  .  .  . ,  q^ 
ramener  les  deux  formes  quadratiques  S  et  U  a  etre  des  sommes  de 
carres 

S  =  s\  •+-  si  -4-. . . h-  s|,       U  —  —  ( r'j  si  +  rr,  s'l  +  .  .  .  -h  rf  s% ). 
La  demi-force  vive  est  alors 

T  =  s'f  -+-  s7  -f- .  .  .  -+-  s'/r  . 

Les  equations  des  petits  mou\ements  deviennent 

d'-  (  dS\  _  dV_ 
dt-  \  dsy  /       dsv  ' 

e'est-a-dire 

— .  =  —  r-  sv,       Sy,  =  fxv  cos  (rv«  +  pv ). 

On  a  ainsi  immediatement  sous  forme  finie  les  equations  des  petits  mou- 
vements, avec  ik  constantes  arbitraires  ;j.v  et  pv.  Les  variables  st,  s2,  s& 
qu'il  faut  choisir  pour  ramener  T,  S  et  U  a  des  sommes  de  carres  comme 
1  i-dessus  se  nomment  les  variables  principales. 

appell.  —  Trait  c  de  Micanique.  11.  23 
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Nous  citerons,  en  terminant,  trois  Notes  de  M.  Beth,  parues  dans  les 
Comptes  rendus  de  V  Academie  royale  des  Sciences  d'  Amsterdam 
(io,ioet  191 1),  et  un  article  de  M.  Horn,  Journal  de  Crelle,  t.  ]'M,  p.  224. 

Remarque.  —  Nous  avons  suppose  que  le  determinant  des  atft  discri- 
minant de  la  forme  S,  n'est  pas  nul.  S'il  l'etait,  il  faudrait  faire  choix  d'un 
autre  systeme  de  parametres.  Nous  avons  suppose  aussi  que  le  develop- 
pement  de  U,  suivant  les  puissances  de  qi,  qiy  .  . .,  qk,  commence  par  des 
termes  du  deuxieme  ordre.  Si  ce  developpement  commencait  par  des 
termes  d'ordre  superieur,  du  quatrieme  ou  du  sixieme,  les  equations  des 
petits  mouvements  ne  seraient  plus  lineaires. 

454.  Petits  mouvements  troubles  par  une  force  perturbatrice 
periodique.  —  Considerons  un  systeme  tel  que  celui  dont  nous  venons 
d'etudier  les  petits  mouvements  autour  d'une  position  d'equilibre  stable 
correspondant  a 

q\  =  qi  =  •  •  •  =a  qk  =  o. 

Supposons  qu'aux  forces  constitutives  du  systeme  derivant  de  la  fonc- 
tion  de  forces  U,  qui  est  maximum  et  nulle  dans  l'equilibre,  viennent 
s'ajouter  pendant  le  mouvement  des  forces  perturbatrices  tres  petites, 
fonctions  du  temps  et  generalement  aussi  de  q^,  q«,  qk  et  de  leurs 

derivees 

Appelons  X,  Y,  Z  celle  des  forces  qui  agit  sur  le  point  du  systeme 
de  coordonnees  x,  y,  z  \  alors,  d'apras  la  theorie  generale  des  equations 
de  Lagrange,  si  Ton  pose 

\    dqv         dqv  Oq.J 
les  equations  du  mouvement  seront 

d  /  dT  \      dT       0\j  . 

^     iWrs;^^   (v=I,2f  }- 

Nous  supposerons  T  et  U  reduits  aux  memes  formes  quadratiques  que 
ci-dcssus. 

Les  forces  perturbatrices  etant  independantes  de  celles  qui  deter- 
minent  l'equilibre  ne  s'annuleront  pas  en  general  dans  la  position  d'equi- 
libre, et,  par  consequent,  le  terme  Rv  developpe  suivant  les  puissances 
de  qit  q*,  qk  et  de  leurs  derivees  contiendra  un  terme  independant 
de  ces  variables  par  rapport  auquel  les  termes  suivants  pourront  etre 
consideres  comme  de  petites  quantites  negligeables.  Les  Rv  sont  alors  des 
fonctions  du  temps  seul;  nous  les  supposerons  periodiques. 

Les  equations  du  mouvement  (10),  au  lieu  d'etre  lineaires  sans  second 
membre    comme    precedemment,    auront    maintenant    comme  seconds 
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membres  les  fonctions  periodiques  Rv.  Ces  fonctions  peu\ent  etre  deve- 
loppees  en  une  somme  de  sinus  et  de  cosinus 

Rv=  2  A  v  cos  (a*  h-  a)  -+-  2  Bv  cos  (6*  -+-  3)  —-. .  .-h  2  Lv  cos  (ft  h-X), 

Av,  Bv,  . .  .,  a,  b,  . ..,  a5  [3,  .  .  .  designant  des  constantes.  Nous  dirons  que 
chaque  terme  de  Kv  represente  une  force  perturbatrice  simple,  le  premier 

2  7Z 

une  force  perturbatrice  de  periode  —  j  le  deuxieme  une  force  de  periode 
)  r. 

T 

Supposons,  pour  simplifier,  que  l'on  ait  choisi  pour  qly  q-2,  qic  des 
variables  principales;  alors  comme  nous  venons  de  le  voir,  les  valeurs 
approchees  de  T  et  de  U  sont 

T  =  q  f  +  q'i  -+-  •  •  •  ■+■  q'i ,       U  =  —  (r\  q\  -h  r\q\ . . .  -h  r|  q%). 

Les  equations  du  mouvement  trouble  sont  alors 

q'.'j  ■+■  rlq.,  =  Avcos(<z2  +  a)  +  Bvcos(6*  -+-  p)  -+-. .  .-h  Lvcos(/£  -t-  a) 


■  n 

>  etc 


(11) 


(v  =  1,  2,  3,  .  .  .,  k). 


Les  integrales  generales  de  ces  equations  prennent  une  forme  analytique 
difterente  suivant  qu'une  des  quantites  a,  b,  .  .  .,  /  est  egale  ou  non  a  rv. 

Supposons  d'abord  qu'aucune  des  quantites  a,  6,  /  ne  soit  egale  a 
une  des  racines  /•],  r2,  .  .  .,  r/c  :  les  integrales  generales  des  equations  (11) 
sont 

Av 

q,t  =  <xv  cos  (  t\  t  -+■  pv )  -+-  — 5   cos  (at  -\-  a) 


■     oBv     cbs(6*4-B) „Lv  ^cos(ft-t-X) 
—  62  /\;  —  i- 

(v=i:  k), 

011  j..,  et  pv  designent  des  constantes  arbitraires.  Done,  dans  ce  cas,  la  force 
perturbatrice  simple,  donnant  naisssance  a  un  terme  tel  que 

2  Avcos  (at  +  a) 

dans  Rv,  introduit  dans  le  systeme  une  oscillation  simple 

— ;  cos(  at  i  a  ) 

tr*  —  a2 

dont  la  periode  est  celle  de  la  force  et  dont  1'amplitude  est  independante 
des  conditions  initiates  qui  n'induent  (jue  sur  ;j.v  et  pv.  Si  a  est  voisin  de  rv,' 

est-a-dire  si  la  periode  —  de  la  force  perturbatrice  simple  est  voisine 
de  la  periode  ^  d\ine  oscillation  naturelle  du  systeme  livre  a  lui-meme 
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A, 

le  coefficient    ,  '' —  devient  un  grand  nombre,  et  Famplitude  de  J'oscil- 

rv2  —  a1 

lation  introduite  par  cette  force  perturbatrice  devient  considerable.  Cette 
remarque  fait  pressentir  ce  qui  ce  passe  quand  une  des  quantites  a,  b,  .  .  ., 
/  est  egale  a  une  des  racines  rv. 

Supposons,  par  exemple,  que  a  soit  egal  a  r{,  mais  different  de  r2, 
^3,  .  •  r/c,  aucune  des  quantites  b,  .  .  . ,  I  n'etant  egale  a  une  des  racines 
n,  r-2,  n>  Alors,  les  integrates  generates  des  equations  (n)  pour 

r  =  2,  3,  .  .  . ,  k  conserveront  la  forme  (12)  trouvee  precedemment ;  mais  la 
premiere  equation- 

— jpr  +  rf  qi  =  Aj  cos(at  +  a)  +  ...  +  Lj  cos(  It  -+-  X), 

ou  a  —       aura  pour  integrate 

.  .      A 1  £  .   .  . 

qx  =  ^  cos(>i  £  -+- .pi')  -+-  -^y  sm(ri  £  -+-  a) 

B  I 

cos(bt  +      +  »  ^'  /■>  cos(/l  -4-  X). 


rf—b* 

Le  temps  £  apparait  done  en  facteur  dans  le  terme  de  l'integrale  prove- 

nant  de  la  force  perturbatrice  dont  la  periode  ~  est  egale  a  la  periode  — 

d'une  des  oscillations  naturelles  du  systeme.  Ainsi,  lorsque  la  periode 
d'une  des  forces  perturb atrices  tend  vers  celle  de  Vune  des  oscilla- 
tions simples  propres  au  systeme ,  V amplitude  de  la  perturbation 
devient  de  plus  en  plus  grande  :  a  la  limite,  la  perturbation  se  con- 
fond  avec  V oscillation  simple  correspontante  dont  V amplitude^  pro- 
portionnelle  a  t,  augmente  indefiniment,  ou  du  moins  sort  des  limites 
dans  lesquelles  les  equations  lineaires  sont  suffisamment  approchees. 

Ce  theoreme  donne  Lexplication  d'un  grand  nombre  de  phenomenes, 
tels  que  la  mise  en  vibration  d'une  corde  sonore  quand  Fair  vibre  a 
l'unisson  et  non  autrement,  l'absorption  elective  des  rayons  de  lumiere 
et  de  chaleur  par  un  milieu  capable  d'engendrer  des  rayons  de  raeme  lon- 
gueur d'onde,  etc. 

Une  autre  application  importante  se  rencontre  dans  les  perturbations 
du  mouvement  des  locomotives.  La  masse  de  la  machine  portee  par  des 
ressorts  forme  un  systeme  assujetti  a  des  oscillations  de  duree  deter- 
minee  x..  Les  forces  perturbatrices  produites  par  l'inertie  des  pieces 
mobiles,  pistons,  bielles,  manivelles,  donnent  des  sommes  de  projections  ou 
de  moments  qui  ont  pour  periode  principale  la  duree  d'un  tour  de  roue. 
Les  perturbations  correspondantes  doivent  done  passer  par  un  maximum 
d'amplitude  lorsque  la  vitesse  de  la  locomotive  est  telle  qu'il  se  fait  un 
tour  de  roue  pendant  la  duree  x  d'une  oscillation.  (Vicaire,  Comptes 
rendus,  t.  CXII,  p.  82.) 
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IV.  -  OSCILLATIONS  AUTOUR  D  UN  MOUVEMENT  STABLE. 

452.  Methode  generate.  —  Les  equations  de  Lagrange  per- 
mettent  detudier  egalement  les  pelites  oscillations  d'un  systeme 
autour  d'un  mouvement  stable.  En  suivant  une  methode  sem- 
blable  a  celle  que  nous  avons  employee  pour  l'Etude  des  petits 
mouvements  autour  d'une  position  d'equilibre  stable,  on  est 
encore  conduit  a  int^grer  des  equations  lineaires,  mais  ces  Equa- 
tions ne  sont  plus  a  coefficients  constants. 

Soit  un  systeme  dans  lequel  les  liaisons  peuvent  dependre  du 
temps  et  dont  la  position  est  definie  par  k  parametres  gr4,  q2,  •  •  . , 
(Jk  geometriquement  ind^pendants.  Les  equations  du  mouvement 
sont 

d  I  OT  \      dT  .  ■ 

Supposons  qu'on  ait  trouve"  une  solution  particuliere  de  ces 
equations 

?i=/i(0,  =■/•(*),       ■•>*  qk=fk{t), 

dans  laquelle  les  constantes  d'integration  ont  des  valeurs  dEter- 
minees.  On  a  alors  le  mouvement  particulier  que  prend  Ie  systeme 
quand,  a  l'instant  t  =  o,  qK,  q2,  q/{  prennent  les  valeurs 

/<(<>).  /2(o),  ...,//,(o),  et  les  derivees  q\,  q'2,  .  ..,|#*,  les 
valeurs  /J(o),  /o(o),  .  .  /^(o).^On  dit  que  ce  mouvement  est 
Stable,  quand,  en  placant  le  systeme  dans  des  conditions  initiales 
quelconques  infiniment  voisines  des  precedentes,  le  systeme  prend 
un  mouvement  infiniment  voisin  du  mouvement  particulier  con- 
sidcre.  On  peut  reconnaitre  si  le  mouvement  consider  est  stable, 
el  en  mrme  temps  trouver  les  mouvements  infiniment  voisins  par 
la  methode  suivante.  Rcmplacons  les  parametres  qt .  g2,  <//, 
par  de  nouveaux  parametres  s4,  s-2,  •  ■  .  -  S/(  definis  par  les  relations 

71  =/i(0    su     qi=fz(t)  ■+■  *2,  qk  =  fk(t)-^sk; 

les  equations  du  mouvement,  d'apres  Lagrange,  deviendront 
d  t  dT  \  <)T 


I  el  Sv  etanl  des  fonctions  de  s{,  s>>,  ...  Sk  et  s\ .  v  . 


Si, 
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Avec  ce  nouveau  choix  de  paramctres,  le  mouvement  parti- 
culier  donl  on  veut  etudier  la  stability  est 

Si  =  o,       .?2  =  o,       ....       5/t  =  o; 

on  l'obtient  en  supposanl  qu'au  lemps  t  ==  o,  les  parametres  sv  el 
Ieurs  derivees  s'v  ont  des  valeurs  nulles.  II  s'agit  de  voir  si,  en 
donnant  a  ces  paramelres  el  a  leurs  derivees  des  valeurs  initiates 
injiniment  petites  quelconques,  on  obtient  un  mouvement  infini- 
ment  voisin,  c'est-a-dire  un  mouvement  dans  lequel  les  quantities 
.Si,  s2-  •  •  • ,  Sk  et  5j,  ,s'2,  .  .  . ,  s'k  restent  infiniment  petiles. 

Supposant  qu'il  en  soil  ainsi  et  admettanl  que  T,  S< ,  S2,  .  .  . ,  S/- 
soient  deVeloppables  suivant  les  puissances  positives  croissanles 
de  st ,  s2,  .  •  • ,  Sk  et  s\ ,  s'2,  .  .  . ,  s'k,  on  ne  conservera,  dans  les  deux 
membres  des  equations,  que  les  termes  du  premier  ordre  par  rap- 
port a  ces  quantites  et  a  s'[,  s"2,  ....  s"k.  Gomme  les  equations  ainsi 
oblenues  sont  verifiees,  par  hypothese,  pour 

St  ss  So  =  —  ==  s/c  =  o. 

elles  sont  lineaires  et  homogenes  par  rapport  aux  inconnues  sv  et 
a  leurs  derivees  premieres  et  secondes. 

4j3.  Exemple.  —  Considerons  un  point  de  masse  i  attire  par  un  centre 
fixe  0,  proportionnellement  &  Ja  puissance  n'lismc  de  la  distance, 

F  =  —  jxrn,       a  >  o. 

Les  equations  du  mouvement  sont  en  appelant  r  et  6  les  coordonnees 
polaires  et  appliquant  les  equations  de  Lagrange, 

(2)  r"_re'2  =  -nr*}        Jl(r2f)')  =  o. 

Elles  admettent  la  solution  particuliere 

(3)  r=r«3       0'=v/H^F,       0  =Y£7p*, 

dans  laquelle  la  trajectoire  est  un  cercle  de  centre  O,  parcouru  avec  une 
vitesse  constante.  Voyons  si  ce  mouvement  particulier  est  stable.  Pour 
cela  posons 

(4)  r=r0-f-e}       6      s/^rf^t  -f-  tj, 

et  voyons  si,  en  supposant  e,  r,  et  leurs  derivees  e',  r{  tres  petits  au  debut, 
s  et  tj  resteront  tres  petits.  Dans  cette  hypothese,  regardons  s,  r)  et  leurs 
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derivees  comme  de  petites  quantites  du  premier  ordre,  et  negligeons  leurs 
carres  et  leurs  produits;  nous  avons,  en  portant  les  valeurs  (4)  dans  les 
equations  du  mouvement  (2),  et  designant  par  to  la  quantite  constante 

(5)  s" — to- e —  2r0Mri' =  — nb)2e,         r0  t/'-h  2  cos'  =  o ; 

le  second  membre  de  la  premiere  equation  est  le  terme  en  e  dans  le  deve- 
loppement  de  a  (/'0+  e)".  La  deuxieme  de  ces  equations  s'integre  et  donne 

( 6  )  r0  r,'  ■+-  2to?  =  ci  to, 

ou  a  designe  une  constante  arbitraire  tres  petite,  puisque  £  et  \x  sont  tres 
petits  pour  t  =  o.  Eliminant  t\  entre  (5)  et  (6),  il  vient 

£*-+-  (n  -+-  3 )  to2  c  =  2  a  to 2 , 

equation  lineaire  a  coefficients  constants.  Si  (n-\-3)  etait  negatif  ou  nul, 
l'integrale  generale  de  cette  equation  contiendrait  des  exponentielles  ou 
des  termes  alge'briques  croissant  indefiniment  avec  t,  et  le  mouvement  cir- 
culate considere  ne  serait  pas  stable.  Supposons  done  (/i-f-3)  positif;  on 
a  alors 

1  =  b  cos  (to t  \ln  -+-  3  -b  a  )  4- 


011  6  et  a  sont  des  constantes  arbitraires  dont  la  premiere  est  ties  petite. 
Done  e  reste  tres  petit  et,  par  suite,  r  —  r0-h  £  reste  voisin  de  r0.  Prenons 
maintenant  l'equation  (6)  :  en  y  remplacant  s  par  la  valeur  que  nous 
venons  de  trouver  et  integrant,  on  a 

/  n  lb       .    /       1   \      n  —  1 

r0  r.  —  .  sin  (  oj  I  J/i  +  i  +  a  H   a  to  t  -+-  c, 

c  etant  une  constante  ties  petite.  On  voit  que  ;j.  contient  un  terme  en  t  \ 
done  a  augmente  indefiniment  avec  t,  et,  par  suite,  le  mouvement  circu- 
late n'est  pas  stable.  11  y  a  exception  pour  n  =  1,  car  alors  le  terme  en  t 
tli>parait.  Si  n  est  different  de  1,  pour  que  r\  reste  tres  petit,  il  faudrait 
choisir  les  conditions  initiales  de  telle  facon  que  a  soit  nul;  cette  condi- 
tion signifie  que,  dans  le  mouvement  trouble,  la  constante  des  aires  doit 
etre  egale  a  tor2,  comme  dans  le  mouvement  circulaire.  En  eflet,  si  nous 
fieri vons  l'integrale  des  aires,  pour  le  mouvement  trouble, 

( r0  -+-  £ )- ( to  -+-  T)')  =  C, 

cette  integrale,  dans  laquelle  on  neglige  e2  et  £^',  donne 

C  — tor2, 

T0  T)  -+-  2  £(0  =   , 

r0 
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equation  identique  a  (6).  Pour  que  a  soit  nul,  il  faut  done  C  =  ^r\.  En 
resume,  sauf  Ie  cas  n  =  I,  le  mouvement  circulaire  n'est  pas  stable;  il  le 
devient  quand,  ( n  -+-  3 )  etant  positif,  on  modifie  ti  es  peu  les  conditions 
initiales  de  facon  que  la  constante  des  aires  reste  la  merne. 

Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permet  pas  d'insister  davantage  sur 
cette  question  des  mouvements  stables;  nous  renverrons,  pour  une  f-tude 
approfondie  a  la  Mecanique  de  Routh  (advanced  Part,  Chap.  111). 


V.  -  APPLICATION  DES  EQUATIONS  DE  LAGRANGE 
AU  MOUVEMENT  RELATIF. 

454.  Premiere  methode  independante  de  la  theorie  du  mouve- 
ment relatif.  —  Pour  trouver  le  mouvement  relatif  d'un  systeme 
par  rapport  a  des  axes  Oxyz  animus  d'un  mouvement  connu,  il 
suffit  d'appliquer  les  equations  de  Lagrange  au  mouvement  absolu, 
en  choisissant  comme  parametres  les  variables  qlt  q2  .  .  . ,  q/{  qui 
definissent  la  position  du  systeme  par  rapport  aux  axes  mobiles  : 
ces  memes  parametres  definissent  evidemment  la  position  du 
systeme  par  rapport  a  des  axes  fixes  ()oX0y0z0,  car  les  axes  Oxyz 
ont  un  mouvement  connu. 

La  deini-force  vive  absolue  Ta  du  systeme  sera  une  fonction  de 
qv,  q2)  •  .  .,  qk,  q\,  q'«i  •  •  •>  4k  et  peut-etre  de  t;  d'autre  part,  si 
Ton  imprime  au  systeme  un  d^placement  virtuel  compatible  avec 
les  liaisons  qui  ont  lieu  a  l'instant  deplacernent  obtenu  en  lais- 
sant  t  constant  et  donnant  a  qi7  q2:  .  .  . ,  qk  des  accroissements 
infiniment  petits  arbitraires,  dqi7  oq2,  .  .  . ,  oq^,  la  somme  des  tra- 
vaux  des  forces  appliquees,  autres  que  les  forces  de  liaison,  a  pour 
expression  Q<  -f-  Q2  dq2  -f- .  .  ,-f-  Q/,  oq/;.  Les  equations  du 
mouvement  sont  alors 

dtKmhw^     (V  =  I'2'  "*  ■ 

Si  les  forces  donn^es  derivent  d'une  fonction  de  forces  U,  la 
quantite       est  egale  a  — •• 

Pour  calculer  T«,  il  n'est  pas  necessaire  de  former  les  expressions  des 
coordonnees  absolues  en  fonction  de  qi,  q2,  qk  et  t.  La  vitesse  abso- 

lue  vn  de  m  est  la  resultante  de  sa  vitesse  relative  vr  par  rapport  aux  axes 

Oxyz  et  de  sa  vitesse  d'entrainement  ve  dans  le  mouvement  de  ces  axe>. 
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La  vitesse  vr  a  pour  projections  sur  Oxyz,  x',  y',  zf,  en  appelant  x,  y,  z 
les  coordonnees  de  in  et  designant  par  des  accents  les  derivees  par  rap- 

port  a  t ;  quant  a  la  v  itesse  d'entrainement  c'est  la  vitesse  que  posse- 
derait  Ie  point  m  s'il  etait  lie  aux  axes  mobiles;  elle  est  done  la  resultante 

d'une  vitesse  due  a  une  translation  V°  egale  et  parallele  a  la  vitesse  du 

point  0  et  d'une  vitesse  due  a  une  rotation  to  autour  d'un  axe  passant 

par  O;  en  appelant  V£,  V£,  V?  les  projections  de  V°  sur  les  axes  mobiles, 

/>,  (/,  r  celles  de  to,  on  a,  pour  les  projections  de  la  vitesse  d'entraine- 

nient  v,.  sur  les  trois  axes  O  xyz  (n°  51),  V£-+-  qz  — ry,  .  .  ..  Les  projec- 

tions  de  la  vitesse  absolue  va  du  point  m  sur  les  memes  axes  sont  done 
x' -h  X  °r -h  q  z  —  ry,  .  .  .,  et  Ton  a 

Ta  V«  ^-qz  —  ry  )°-  -+-  (/  4-  V  £  -+-  r  x  —  p  z  f- 

-i-(z'+V!-hpy  —  qxy-]. 

Cette  expression  permettra  de  calculer  Ta  en  fonction  de  qi,  q-i, 
9k)  q'\i  q'-i,  •••>  q'k  et  de  t?  car  Jes  coordonnees  x,  y,  z  des  differents 
j)oints  sont  fonctions  de  ql}  q1}  qk  et  peut-etre  de  t,  tandis  que  V£, 

V",  V®,  p,  q,  r  sont  des  fonctions  connues  du  temps. 

4o5.  Exemple.  —  On  considere  un  axe  vertical  fixe  Oy  et  un  plan  P 
passant  par  cet  axe  et  tournant  autour  de  lui  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  to.  Trouver  le  mouvement  d'une  barre  homogene  pesante  mobile 
sans  frottement  dans  ce  plan. 

11  s'agit  de  trouver  le  mouvement  relatif  de  la  barre  par  rapport  aux 
axes  Ox  et  Oy  traces  dans  le  plan  mobile  P.  La  position  de  la  barre  par 
rapport  a  ces  axes  est  definie  par  trois  parametres  independants  :  les  coor- 
donnes      t)  du  centre  de  gravite  G  et  Tangle  0  de  la  barre  GA  avec  la 

parallele  Gx{  a  Ox.  La  vitesse  absolue  vn  d'un  point  m  de  la  barre  est  la 

rrsultante  de  sa  vitesse  relative  vr  situee  dans  le  plan  xOy  et  de  sa  vitesse 

d'entrainement  v,.\  cette  derniere  vitesse  est  ceile  que  possederait  le 
point  in  s'il  <;tait  invariablement  lie  au  plan  mobile  :  elle  est  done  egale 
i  tax  et  perpendiculaire  au  plan  xOy,  x  etant  l'abscisse  du  point  m.  La 
\itesse  relative  et  la  vitesse  d'entrainement  sont  done  rectangulaires,  et 
Ton  a 

>      >  > 

^  =  v'r  H-  *>l\ 

la  demi-forcc  vive  absolue  de  Ta  est  done 
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Galculons  separernent  ces  deux  termes.  Le  mouvement  relatif  de  la 
barre  est  le  mouvement  d'une  barredansun  plan  xOy:  sa  force  vive  dans 
ce  mouvement  est,  d'apres  le  theoreme  de  Kcenig. 

S  m$%  =  M(  £'2  -+-  fx'a  ■+•  A2  8'2 ), 

MA2  etant  le  moment  d'inertie  de  la  barre  par  rapport  a  son  centre  G. 

D'autre  part,  'Lmv\  est  egal  a  w'-I/w^-;  la  somme  Zmx2  est  le  moment 
d'inertie  par  rapport  a  Oy  qui  est  egal  au  moment  d'inertie  Zmx],  par 
rapport  a  l'axe  parallele  Gj"i,  augmente  du  produit  de  la  masse  totale  par 
le  carre  de  la  distance  des  axes  Oy  et  Gyif  soit  M£2;  si  Ton  appelle  r  la 


0 
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Fig.  264. 


distance  mG,  la  distance  xx  d'un  point  m  a  Taxe  Gj^i  est  xi 
et  la  somme  lLmx\  est  cos2  8  2  mr2  ou  MA:2  cos2 6;  done 

Emp2  =  M<o2(A2cos28  -+-  £2). 
La  demi-force  vive  absolue  est  done  enfin 

Ta  =  ^  M(£'2-+-  rir2  -4-  A-28'2h-  w2  A2  cos2  8  -+- 

La  seule  force  donnee  etant  le  poids  Mg  applique  en  G,  il  existe  une 
fonction  de  forces  U  =  Mgv\.  Les  trois  equations  du  mouvement  sont 
alors,  en  supprimant  le  facteur  M  et  appliquant  successivement  les  equa- 
tions de  Lagrange  aux  parametres  £,  r\,  9  : 

2^ ( r  )  -  »* 6  =  o,       ~  ( i')  =  g ,       ^  (  A2  0' )  +  A2  a/2  sin  0  cos  8  =  0, 

equations  qui  donnent  £,  -r],  8  en  fonction  de  £.  D'abord  on  a 

5  =  Ae»'+BrW,  =  -^2  + +  D, 


=  ±r  cos  8 , 
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equations  dormant  le  mouvement  relatif  du  point  G.  Puis,  la  troisieme 
equation  donne  0  en  fonction  de  t  :  cVst  l'equation  rencontree  dans  un 
probleme  deja  traite  n"  366. 

II  est  bon  de  remarquer  qu'ici  Ta  n'est  pas  homogene  en  t}',  0'  :  cela 
tient  a  ce  que  les  liaisons  impose'es  au  systeme  dependent  du  temps;  la 
barre  glisse  sur  un  plan  anime  d'un  mouvement  connu. 

Remarque.  —  Dans  ee  qui  precede,  nous  avons  suppose  la  barre  libre 
dans  le  plan  qui  tourne.  Supposons  que  ses  deux  extremite's  A  et  B  soient 
assujetties  a  glisser  sur  les  axes  Oa;  et  Oy  comme  dans  le  probleme  du 
n°  430.  Alois  £,  rh  0  ne  sont  plus  independants;  on  a,  en  designant  par  i  l 
la  longueur  de  la  barre, 

£  =  /cosO,        tj  ==7  shift,        £s==  |/2. 

11  faut  exprimer  Ta  et  U  en  fonction  du  seul  parametre  independant  6, 
ce  qui  donne,  en  remplacant  dans  les  valeurs  trouvees  plus  haut  £  et  v\ 
par  leurs  expressions  actuelles, 

fa  =  |  M  l0- (  8'2  +  u)2  cos'-  0  ),        U  =  M  gl  sin  0, 
et  Tequation  du  mouvement  est 


0 1-  0'  \  -+-  Tt  or2 1°-  sii 
dt  \  3       /  3 


comme  nous  l'avons  trouvti  autrement  (n°  430). 

456.  Deuxieme  methode  tiree  delatheorie  du  mouvement  relatif.  — 
Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  mouvement  relatif  d'un  systeme  par 
rapport  a  des  axes  Oxyz  animes  d'un  mouvement  connu.  La  position  du 
systeme  par  rapport  a  ces  axes  depend  de  certains  parametres  q{,  q»,  .  .  ., 
qk  geomtitriquement  independants;  d'autre  part,  le  systeme  est  sollicite 
par  des  forces  donnees,  et,  si  Ton  imprime  au  systeme  un  deplacement 
virtuel  compatible  avec  les  liaisons  en  faisant  varier  les  parametres  de  oq\, 
or/,,  $q/t,  la  somme  des  travaux  e'lementaires  de  ces  forces  est  de  la 

forme 

Qi  bqi  -+■  Q2  oq-i  -(-...  +  Qk 

On  peut  regarder  les  axes  mobiles  comme  fixes  a  condition  d'ajouter 
;iux  forces  qui  agissent  reellement  sur  chaque  point  ///  la  force  centrifuge 
ct  la  force  centrifuge  composee;  soit 

R 1  oqi  -+-  Ho  oqo  •+- .  .  .  -+-  H/  oq/c 

la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  forces  fictives  pour  un  deplacement 
jflj  oq2.  .  .  .,  oqk. 

On  appliquera  alors  les  equations  de  Lagrange  au  mouvement  du  sys- 
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teme  par  rapport  aux  axes  Oxyz  regardes  corn  me  fixes.  Pour  cela,  on 
formera  la  demi-force  vive  Tr  du  systeme  dans  son  mouvement  par  rap- 
port a  ces  axes;  ce  sera  une  fonction  de  q\,  q%,  qt,  q\,  q'2,  .  .  q\  et 
peut-etre  de  t;  les  equations  du  mouvement  seront 

—  (  — r  )  j —  =  Qv-f-  Rv       (v  =  i,  2,  . * .,  kj. 

On  appliquera  sans  peine  cette  methode  aux  exemples  traites  prece- 
demment  dans  la  theorie  du  mouvement  relatif. 

457.  Methode  mixte  de  Gilbert.  —  En  s'appuyant  en  partie 
sur  la  theorie  du  mouvement  relatif,  Gilbert  a  employe  la 
methode  suivante  [Application  de  la  me'thode  de  Lagrange  a 
divers  problemes  de  mouvement  relatif  [A  nnales  de  la  Societe 
scientifique  de  Bruxelles.  1 883)]. 

Soit,  comme  precedemment,  a  chercher  le  mouvement  d'un 
systeme  par  rapport  a  des  axes  Oxyz  animus  d'un  mouvement 
connu;  la  position  du  systeme  par  rapport  a  ces  axes  est  supposed 
d^pendre  de  k  parametres  q{,  q2,  .  .  . ,  qu  geometriquement  inde- 
pendants,  et  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquees 
pour  un  deplacement  $qi}  oq2,  .  ..,  oq/{,  est  encore  supposed 
egale  a 

Qi  oqi  -h  Q2  og2-+-. . .-+-  Q*  oqk- 

Menons,  par  l'origine  mobile  O,  des  axes  auxiliaires  Ox^yiZi 
paralleles  aux  axes  fixes  O0x0yo 

On  peut  considerer  ces  axes  Ox^yKz^  comme  fixes  a  condition 
d'ajouter  aux  forces  r^ellement  appliquees  les  seules  forces  cen- 
trifuges, car  les  axes  Ox^yK  Z\  sont  animes  d'un  mouvement  de 

translation  (n°  416).  Si  nous  appelons  J  l'accele>ation  de  l'ori- 
gine mobile  O,  la  force  centrifuge  a  appliquer  en  chaque  point  est 

—  mJ.  Appelons  J, ,  Jr,  J-  les  projections  de  J  sur  les  axes  Oxyz  : 

les  projections  de  —  mJ  sur  les  memes  axes  seront 

—  mJx,    — mJY,    — /ttJ-, 

et,  pour  un  deplacement  virtuel  imprime  au  systeme,  la  somme 
des  travaux  de  ces  forces  centrifuges  est 

—  2  m{  J.r  ox  -h  jy  hy  -+-  3Z  $z). 
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la  sommc  etant  Vendue  a  tous  les  points.  Les  quantity  J Jr,  J- 
sont  des  fonctions  connues  de  t;  en  posant 

K  =-Sm(a;J.r  +  (yJr  +  z 3Z)  =  —  M(|Ja..+  T,Jv-h  £JS), 

on  voit  que  la  somme  des  Iravaux  virtuels  des  forces  centrifuges 
est  oR;  nous  avons  ecrit  autrement  la  fonction  K  en  introduisant 
la  masse  totale  M  du  systeme  et  les  coordonn^es  |,  yj,  £  du  centre 
de  gravite  G  par  rapport  aux  axes  Oxyz.  On  voit  que 


K  =  —  MJ  OG 


—  MJ.OGcosJOG. 


Grace  a  1'introduction  de  ces  forces  centrifuges,  on  peut  regar- 
der  les  axes  Ox\y\ZA  comme  lixes  et  appliquer  les  equations 


Fig.  a65. 


de  Lagrange  au  mouvement  par  rapport  a  ces  axes,  devenu  un 
mouvement  absolu.  Appelons  T  la  demi-force  vive  du  sjsteme 
dans  ce  mouvement  par  rapport  aux  axes  Ox\j'iZ\  ;  les  equations 
du  mouvement  sont 

d 


dt  \  dq[t  )       dqv  ~  ^V       dqv  ' 


Le  lerme       provient  des  forces  centrifuges;  le  travail  virtuel 

de  ces  forces  etant  £gal  a  6K  devient,  en  effet;  en  fonction  des 
variables  y , ,  72;  .... 


r)K  „ 


dK 

dqk 


oq/; 


Si  les  forces  donnees  derivent  d'une  fonction  de  forces  U 
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le  second  in  em  b  re  est, 

f)(U  -+-  K) 

Calcul  de  T.  —  La  vitesse  d'un  point  m  par  rapport  aux 
axes  Ox^yiZi  regardes  comme  fixes  est  la  r^sullante  de  sa  vitesse 

relative  vr  par  rapport  aux  axes  Oxyz  et  de  sa  vitesse  d'entraine- 

merit  v'e  par  ces  axes. 

La  vitesse  vr  a  pour  projections  sur  Oxyzles  de>iv£es  x\  y' ,  z' : 

la  vitesse  v'e  a  pour  projections  sur  ces  memes  axes  qz  rj\ 
rx  —  pz,  py — qx\  car,  dans  le  mouvement  du  triedre  Oxyz, 
par  rapport  a  OxiyiZi,  l'origine  O  est  fixe,  p,  q,  r  d^signenL 
comme  plus  haut,  les  eomposantes  suivant  Oxyz  de  la  rotation 

instantan^e  co  du  triedre  mobile  Oxyz. 
On  a  done 

T  =  ~  2  m  f  ( x  -+-  q  z  —  r  j)2  +  (/  -h  rx  —  p  z)°-  +  (  z'     p  y  —  q  x)-\, 
ce  que  I'on  peut  ecrire 

en  posant 

T,=  |S/«(.r'5  +  /2+i;'2),' 

V  —  *Lm[x'{qz  —  ry)  ■+■  y'(rx  —  pz)  -h  z  {py  —  yar)]. 

La  quantity  T,  est  la  demi-force  vive  du  systeme  dans  son  mou- 
vement relatif  par  rapport  aux  axes  Oxyz;  elle  s'exprimera  direc- 
tement  au  moyen  des  variables  qv  et  de  leurs  derivees  q'v. 

La  quantite  §  repr^sente  la  demi-force  vive  du  systeme  due  a 

— y 

la  rotation  d'entrainement  autour  de  l'axe  instantane  Oco  du 
triedre  Oxyz  \  elle  a  done  pour  expression 


2 
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H  tHant  le  moment  d'inerlie,  a  l'instant  t,  du  systeme  materiel 

— >■ 

par  rapport  a  l'axe  Oco,  et  co  la  grandeur  de  la  rotation  d'entrai- 
nement. 

Enfin,  la  valeur  de  "V  peut  s'ecrire 

V  =  p^m{yz'—  zy')  -h  q%m'  zx'  —  xz')  +  rZm{xy'  —  yx')\ 

le  vecteur  Oa  ajant  pour  projections  sur  les  axes  mobiles 

2  m  (yz  —  zy' ),    S  m(zx'  —  xz' )    e  t    2  m  ( a?y  —  jk#'  ) 

est  le  moment  cin^tique  resultant  relatif  des  divers  points  par 
rapport  au  point  O ;  on  a  alors  immediatement 

— >■  — >■  y\ 

LV  =  Oa.Ow  =  w  a  cos  ojot. 

L'avantage  que  pr^sentent  ces  formes  geomeHriques,  donnees 
aux  quantites  K,  Tr,  V,  consiste  en  ce  que,  dans  chaque  pro- 
bleme  particulier,  elles  fournissent  directement  les  expressions  de 
ces  quantites  en  fonction  des  et  des  sans  que  Ton  doive 
passer  par  les  transformations  de  coordonn^es. 

4o8.  Application  au  mouvement  relatif  d'un  systeme  pesant  par  rap- 
port a  la  Terre,  en  tenant  compte  du  mouvement  de  la  Terre.  —  Ima- 

ginons  un  systeme  pesant  S  assujetti  a  des  liaisons  donnees  en  un  point  O 
de  la  surface  terrestre;  nous  nous  proposons  d'etudier  son  mouvement 
relatif  par  rapport  a  des  axesOarK-s  He's  a  la  Terre  et  entraine's  par  elle 
dans  son  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne  des  poles  PP'  Si, 
d'apres  la  methode  de  Gilbert,  on  mene  par  0  des  axes  Ox\yxz\  de 
directions  fixes  dans  l'espace,  le  mouvement  du  triedre  O xyz  par  rapport 
a  ces  axes  est  une  rotation  oj,  egale  a  celle  de  la  Terre,  s'effectuant  autour 
d'un  axe  Oco  parallele  a  la  direction  sud-nord  P'P. 

Les  quantites  Tr,        LX>  se  calculeront  comme  nous  Tavons  explique, 

en  particulier,  Q  est  egal  a  -  II  to2,  II  etant  le  moment  d'inertie,  a  l'instant  /, 

du  systeme  materiel  S  par  rapport  a  l'axe  Oto.  Calculons  d'autre  part  U, 
tonction  des  forces  reellement  appliquees  (attraction  de  la  Terre  j,  et  K. 
I  >n  sail  que  le  poids  mg  d'un  point  quelconqne  du  systeme  S  est  la  resul- 

tante  de  Tattraction  et  de  la  force  centrifuge  <I>  de  grandeur  mio-p  (n°  424). 
I'u  adoptant  la  maniere  de  voir  de  Gilbert,  nous  regarderons  Vaccele- 

ration  g  comme  constante  en  grandeur  et  en  direction  par  rapport  a 
In  Terre  dans  tnute  Vetendue  du  systeme  S,  dont  les  dimensions  sont 
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supposees  tres  petites.  La  direction  constante  de  g  est  la  verticale  descen- 
dante  ou  nadirale  OV  au  point  O.  Les  forces  reellement  appliquees  sont 

les  attractions  A  de  la  Terre  sur  les  differents  points  m  du  systeme  S.  Or, 

commc  mg  est  la  somme  geometrique  de  A  et  de  <I>,  A  est  la  difference 

geometrique  de  mg  et  de  <I>;  pour  un  deplacement  quelconque  imprime  au 

point  m,  le  travail  de  A  est  la  difference  entre  le  travail  de  mg  et  celui 

de   %.  done,  enlin,  la  fonction  des  forces  U  d'ou  derivent  les  forces 

-J* 

reellement,  appliquees  A  est  la  difference  de  la  fonction  de  forces  donr. 


derivent  les  poids  et  de  celle  dont  derivent  les  forces  <I>.  La  hauteur  du 
centre  de  gravite  G  au-dessus  du   plan  horizontal  du  point   0  etant 

OG  cos  GOV,  les  poids  derivent  de  la  fonction  de  force  M  ^  OG  cos  GOV 
ou  M  est  la  masse  totale  du  systeme. 

Les  forces  $  sont  normales  a  Taxe  terrestre  PP'  et  p  designe  la  distance 

du  point  m  a  cet  axe;  le  travail  elementaire  d'une  force  $  est 

m  to- o  do  =  a  —  \ 

2  ' 

l'ensemble  des  forces  derive  done  de  la  fonction  de  forces 


Hi  designant  le  moment  d'inertie  du  systeme,  £  in  p- ,  par  rapport  a  i'axe  PP' 
de  la  Terre.  Done  la  fonction  U,  difference  des  precedentes,  est 


U  =  M^OGcosGOV  — -Hlto2 
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Mais  nous  pouvons  calculer  Hi,  moment  d'inertie  par  rapport  a  PI'',  en 
fonction  de  H,  moment  d'inertie  par  rapport  a  la  parallele  Ooj  a  PP';  en 
cfl'et,  d'apres  un  theoreme  connu,  si  Ton  appelle  dx  et  d  les  distances  GC^ 
et  GQ  du  centre  de  gravite  aux  axes  paralleles  PP'  et  Oto,  on  a  (n'  317) 

Ht—  H  =  M(dl—  d-i). 

D'autre  part,  dans  le  triangle  GQQi,  on  a,  en  appelant  8  la  distance  QQi 
evidemment  egale  a  la  distance  OH  du  point  O  a  l'axe  de  la  Terre, 

d\  —  d-  —  o-  —  2     cos  GQQ  i ; 

la  quantite  ^/eosGQQi  est  la  projection  de  QG  sur  QQi ;  e'est  done  aussi  la 

projection  de  OG  sur  QQ,  et  sur  sa  parallele  OR,  e'est-a-dire  OG  cos  GOR. 
Done 

H,  =  H      m(o2—  20  OGcos  GOr). 

D'apres  cela, 

U  =  M  fi-OG  cos  GOT  —  -  H  w2  -4-  M  oj2  0  OG  cos  GOR  —  -  w2  M  8*. 

2  2 

Pour  evaluer  K,  observons  que  l'origine  0  du  systeme  de  comparaison 
Oxyz  decrit,  par  suite  de  rotation  de  la  planete,  un  cercle  de  rayon  o 

autour  de  PP'  avec  une  vitesse  angulaire  w.  L'acceleration  J  a  done  pour 
grandeur  oo2o  et  elle  est  dirigee  de  O  vers  R;  done,  d'apres  la  valeur 

g^nerale  de  K,  —  MJ .  OG  cos  jToG,  on  a 

K  =  —  M  io~  o  OG  cos  GOR . 

On  trou\ e  enfin 

U  +  K  =  M^OG  cos  GOT  —  -  Hoj2—  -  co2M  o2 


ou  le  dernier  terme  est  une  const  ante  qui  disparaitra  dans  les  differentia- 
tions. On  a  d'ailleurs, 

T  =  TV-f-     —  V  =  Tr-+-  V  4-  £  Hoys 

d'apres  la  valeur  de  ^.  Si  Ton  appelle  ql}  q>,  .  .  .  ,  qk  les  parametres  defi- 
nissant  la  position  du  systeme  pesant  par  rapport  aux  axes  Qxyz,  les 
equations  du  mouvement  relatif  sont  alors 

Si  Ton  remplace  T  et  U  +  K  par  leurs  valeurs,  il  se  produit  encore 
d'importantes  reductions.  D'abord ^  =  -II  to-  ne  depend  que  de  la  position 

APPBLL.  —  Traiti  dc  Martinique.  11.  24 
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actuelle  des  points  du  systemc  et  non  de  leurs  vitesses;  cette  quantite 
ne  contient  done  pas  q\,  q'2,  q'k  et  -r-^-  est  nul.  Ensuite,  le  terme 


d&  1  •  1     /  n  -     1  I  r)Hu)z  . 

 —  du  premier  membre  de  (a)  est  egal  au  terme  —  — :  du  second, 

dqv       r  2  dqH 


rJq 

ibre  de  (a)  est  egal 
II  reste  done  I'equation 

_^  <*(Tr-+-^)  _  ^(Tr-h^)  _  M^  ^(oGcosGOV 


dt        dq{,  dq,,  dq,, 

(v  =  1,  2,  .  .  . ,  /i). 

Ge  sont  la  les  equations  definitives  du  mouvement  relatif  d'un  systeme 
pesant  a  la  surface  de  la  Terre ;  pour  les  ecrire,  on  voit  qu'il  suffit  de  cal- 

culer  Tr,  V  et  OG  cosGOV. 

459.  Exemple,  —  On  corps  solide  homo  gene  pesant  de  revolution  est 
suspendu  par  un  point  O  de  son  axe  de  revolution  OZ ;  cet  axe  est,  de 
plus,  assujetti  a  rester  dans  un  plan  fixe  par  rapport  a  la  Terre. 
Mouvement  du  solide  par  rapport  aux  objets  terrestres,  en  tenant 
compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre. 

Soient  OXYZ  les  axes  principaux  d'inertie  du  solide  entraine  avec  lui, 
Oxyz  des  axes  lies  a  la  Terre  par  rapport  auxquels  on  cherche  le  mou- 
vement. Nous  choisirons  comme  plan  des  xy  le  plan  dans  lequel  se  meut  OZ 
et,  pour  axe  Ox,  la  projection  sur  ce  plan  d'une  parallele  O  w  au  vecteur 
representatif  de  la  rotation  terrestre  :  Ou  est  parallele  a  la  direction 
sud-nord  de  l'axe  du  monde.  Nous  prenons  Oz  dirige  du  meme  cote 
que  Ow  par  rapport  au  plan  xOy.  Le  centre  de  gravite  G  est  suppose 
sur  la  partie  positive  OZ  de  l'axe  de  revolution  a  une  distance  OG  ==  /  du 
point  fixe. 

La  position  du  solide  par  rapport  aux  axes  Oxyz  depend  de  deux  para- 
metres,  par  exemple  des  angles  d'Euler  ©  et     que  font  les  axes  XYZ  avec 

xyz;  Tangle  appele  6  est  ici  egal  a       car  zOZ  =  ^« 

Calculons  Tr  et  V.  La  quantite  Tr  est  la  demi-force  vive  du  solide  par 
rapport  aux  axes  Oxyz\  le  mouvement  du  solide  par  rapport  a  ces  axes 
est  le  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe;  si  done  nous  appe- 
lons  P,  Q,  R  les  composantes  suivant  les  axes  principaux  OXYZ  de  la 

•> 

rotation  instantanee  Q  du  corps  par  rapport  aux  axes  Oxyz,  nous  avons, 
d'apres  les  formules  generales  (n°  382), 

sin  0=i,        P  =  4"sin©,        Q  =  ^'cos?j        R  = 
2Tr=  A(P»  +  Q«)4-  CR2  =       2+  C©'2. 

Calculons  de  meme  V.  En  appelant  a  la  grandeur  du  moment  resultant  <s 
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par  rapport  a  0  des  quantites  de  mouvement  relatif  par  rapport  aux 
axes  Oxyz,  on  a 

/\ 

ft  ......  > 

^  ==  0)7  CO?  (0,  J. 

Figurons  la  droite  Of  intersection  du  ])lan  XOY  et  du  plan  JcOy  \  on  a 

.zOI  =6,  IOX=e. 

Le  vecteur  a  a  pour  composantes,  suivant  les  axes  OXYZ,  AP,  AQ,  CR;  il  a 
done  pour  projections,  sur  Of,  A(P  cos z>  —  Q  sin  9),  e'est-a-dire  zero  d'apres 
les  valeurs  de  P,  Q,  R3  et  sur  OZ,  A(Psincp  -i-Qcoss),  e'est-a-dire  Ad/. 

z 


Fig.  267. 


Le  \ecteur  a  est  la  somme  d'tin  vecteur  de  mesure  Ad/'  porte  par  0^  et 
d'un  vecteur  de  mesure  CR  ou  G<p'  porte  par  OZ;  sa  projection  sur  Ow 
esl  done,  en  appe lant  a  Tangle  constant  co0.r, 

/\  • 

a  cos  oj,  or  =  Ad/  sin  oi  +  Cii'  cos  a  sin 

et  V  est  egal  an  produit  de  cette  quantite  par  oj. 

La  quantite  Tr-hV,  que  nous  appellerons  0  pour  abreger,  a  done  pour 
expression 

8  =  Tr-r-V  =  -(At|/2H-  C?'2)  +  io(  A -V  sin  a  ■+■  Ccp'cosa  sind,). 

D'autre  part,  appelons  a,  6,  c  les  cosinus  des  angles  constants  que  fait 
la  nadirale  OV  avec  les  axes  Ozr:,  et  remarquons  que  la  coordonnee £  du 
centre  de  gravite  G  est  nulle,  car  ce  point  etant  sur  Paxe  de  revolution  OZ 
esl  dans  le  plan  xOy\  nous  anions,  ponr  la  projection  de  OG  snr  la 
nadirale. 


OG  cos  GOV  —a  \  -h  6r,  =s  l(a  sind*  —  bcos<b), 
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car,  dans  le  plan  xOy,  l'axe  OGZ  fait  avec  Ox  Tangle  'b —       et  OG  est 

appele  /;  les  coordonnees  £  et  t]  sont  done  /sin-i;  et  — Icosb.  Les  deux 
equations  du  mouveraent  sont  alors,  d'apres  (6),  si  l'on  remarque  que  ni  6 


in 


i  OG  cos  GOV  ne  contiennent  tp. 


On  peut  obtenir  deux  integrales  premieres  de  ces  equations.  On  a  d'abord 

de  ,  . 

immediatement  — ,  =  const.,  e'est-a-dire 

do 

(2)  o  -f-  oj  cos  a  sin  <b  =  k. 

Puis  on  peut  faire  sur  les  equations  (1)  la  combinaison  qui  donne  l'inte- 
grale  des  forces  vives  generalised  par  Painleve  (n()  448),  en  multipliant 
la  premiere  par  9',  la  deuxieme  par  d/  et  ajoutant;  on  obtient  ainsi  une 
relation  qu'on  peut  ecrire 

d&      t,')Q\      (  „  M      ,  .  M         OS      , ,  de 

(3)  7  do'       '  dVJ      V'   do'       '    d<b'       •  do       '  d<b 


\  d  /  rd& 

d,-^dj)-^d?  ;   "     '  - 

'      =  Mgl(a  cos 'J;  H-  b  sin  ty)'b' . 


Comme  0  ne  coutient  pas  le  dernier  groupe  des  termes  du  premier 
membre  est  d'autre  part,  en  separant  dans  0  les  termes  02  du  second 
degre  en  9'  et  d/  et  les  termes  du  premier  degre  61}  on  a 

0  =  0o  +  0i,      ©''4?  4- d/  ~  ■=  283-1-  el3 

'  d<l>       '  do 

et  1'equation  (3)  s'ecrit 

j£ (202  -+-  0,)—  ^  (02+  0, )  =  Mgl(a  cos h-  6  sin6)d/, 

d'ou,  en  integrant, 

0.2  =  M  gl  (  a  sin  <L  —  b  cos  ^ )  -f-  const . , 

e'est-a-dire 

(4)  A  d/2  -+-  C  cp'?  =  2M^/(a  sin  t|<  —  b  cos  6 )  h-  h. 

Gette  integrate  premiere  peut  evidemment  etre  obtenue  independamment 
de  la  methode  de  Gilbert;  e'est  l'integrale  des  forces  vives  appliquee  au 
mouvement  relatif  par  rapport  aux  axes  Oxyz. 

Nous  appliquerons  ces  formules  a  deux  cas  particuliers  simples. 

4G0.  Boussole  gyroscopique  de  Foucault.  —  Supposons  le  corps  sus- 
pendu  par  son  centime  de  gravite.  Alors  OG  =  I  =  o,  et  les  deux  integrales 
premieres  deviennent 

o'-hto  cos  a  sind>  ==  Ad/2-t-  Geo'2  =  h. 
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Ces  equations  s'integrent  par  des  quadratures  elliptiques.  Mais,  com  me 
la  vitesse  angulaire  u  de  la  Terre  est  tres  petite,  on  peut  ne'giger  u>2;  on 
a  alors,  en  tirant  9'  de  la  paemiere  pour  le  porter  dans  la  deuxieme,  et 
negligeant  a)2, 

(5)  A  6'2  —  2  C  k o)  cos  a  sin  <L  =  /• 

/designant  une  nouvelle  constante.  Nous  pouvons  toujours  supposer  qu'on 
ait  clioisi  comme  sens  positif  OZ  sur  Taxe  du  corps,  un  sens  tel  que  la 
valeur  initiale  R0  ou  c'0  de  la  rotation  du  corps  suivant  OZ  soit  positive; 
supposons,  de  plus,  cette  valeur  suffisamment  grande  :  alors  k  est  positif. 
L'equation  (5)  se  ramene  alors  immediatement  a  l'equation  du  mouve- 
ment  d'un  pendule  simple.  En  effet,  Tangle  xOZ,  etant  appele  «,  on  a 

•I  —  u  -+-  —  et  l'equation  (5)  devient 

iCku  f 

u'2=  — t  cosacosw  +  V 

A  A 

identique  a  Tequation  du  mouvement  d'un  pendule  simple  dans  lequel  u 
est  Tangle  d'ecart  avec  la  verticale. 

L'axe  du  gyroscope  OZ  est  done  anime  d'un  mouvement  pendulaire  au- 
tour  de  Ox.  Dans  la  realite,  par  suite  de  la  resistance  de  l'air  et  du  frotte- 
ment,  l'axe  OZ  s'arrete  au  bout  d'un  certain  temps  en  Ox,  e'est-a-dire 
suivant  la  projection  de  l'axe  du  monde  Ooi  sur  le  plan  fixe  xOy. 

De  la  le  nom  de  boussole  gyroscopique  donne  a  cet  appareil.  Si  le 
plan  xOy,  dans  lequel  l'axe  du  gyroscope  est  assujetti  a  se  mouvoir  est  le 
plan  horizontal  du  lieu  de  I'observation,  la  position  d'equilibre  relatif  de 
Taxe  OZ  est  la  direction  de  la  meridienne  :  l'appareil  peut  servir  de  bous- 
sole de  declinaison.  Si  le  plan  xOy  coincide  avec  le  plan  meridien,  l'axe 
se  place  suivant  Oco  qui  coincide  alors  avec  Ox;  l'appareil  sert  de  bous- 
sole d'inclinaison. 

On  peut  resumer  la  discussion  en  disant  que  l'axe  de  la  boussole  gyro- 
scopique tend  a  faire  le  plus  petit  angle  possible  avec  Taxe  de  la  Terre. 

161.  Barogyroscope  de  Gilbert.  —  Dans  la  boussole  gyroscopique  de 
Foucault  que  nous  x  enons  d'etudier,  le  centre  de  gravite  du  corps  de  revo- 
lution est  suppose  place  au  point  de  suspension  0  et  l'axe  OZ  du  corps  assu- 
jetti  a  decrire  un  plan  lie  a  la  Terre  et  passant  par  O.  La  condition  que  le 
centre  de  gravite  se  trouve  en  O  etant  tres  difficile  a  realiser  experimen- 
talement,  Gilbert  a  cherche  l'inlluence  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le  mou- 
vement  d*un  corps  pesanl  de  revolution  suspendu  par  un  point  fixe  0  de 
son  axe  OZ,  quand  cet  axe  OZ  est  assujetti  a  se  mouvoir  dans  un  plan 
vertical  lie  a  la  Terre,  le  centre  de  gravite  G  n'etant  plus  en  0.  Gilbert 
realise  experimentalement  les  conditions  que  nous  venous  d'indiquer  dans 
Tappareil  suivant  appele  barogyroscope. 

(maginons  un  lore  en  bronze  D  dont  Taxe  d'acier  a  pivote  librement 
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dans  les  tourillons  coniques  creuses  dans  des  vis  en  acier  p  et  v'  qui  tra- 
versent  une  chape  CC  en  acier  reposant  par  les  couteaux  A  et  A'  sur  des 
surfaces  en  acier  trempe,  de  forme  cylindrique,  dont  les  couteaux  occupent 
le  fond.  Ce  systeme  presente  une  symetrie  exacte  par  rapport  au  plan  pas- 
sant par  l'axe  du  tore  et  les  aretes  des  couteaux,  et  sa  mobilite  autour  de 
celles-ci  est  telle  qu'un  souflle  leger  suffit  a  piovoquer  des  oscillations. 

Une  fois  qu'on  a,  par  des  vis  calantes  V,  V,  V",  assure  Thorizontalite  de 
l'axe  de  suspension  AA.',  le  tore  constitue  un  corps  solide  de  revolution 


Fig.  268. 


mobile  autour  d'un  point  fixe  O  place  a  Intersection  de  son  axe  de  revo- 
lution vv  et  de  l'axe  de  suspension  AA';  de  plus,  l'axe  de  revolution  vv'  du 
tore  ne  peut  que  se  mouvoir  que  dans  un  plan  vertical  fixe  par  rapport  a 
la  Terre. 

En  agissant  sur  les  vis  v  et  v ',  sur  d'autres  vis  it  et  a  et  sur  un  curseur p7 
glissant  a  frottement  dur  sur  une  aiguille  formant  le  prolongement  infe- 
rieur  de  l'axe  du  tore  vv\  on  arrive  a  placer  le  centre  de  gravite  G  du  sys- 
teme mobile  sur  l'axe  du  tore  tV,  un  peu  au-dessous  du  point  0.  Le  tore 
etant  en  repos,  on  a  ainsi  un  pendule  compose,  suspendu  par  l'axe  AA', 
qui  est  en  equilibre  stable  quand  1'aiguille  v  p,  c'est-a-dire  l'axe  du  tore, 
est  verticale.  On   porte  ainsi  la  chape  sur  un   rouage  moteur  et  Ton 
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imprime  au  tore  une  rotation  tres  rapide  autour  de  son  axe,  apres  quoi  on 
la  replace  sur  son  support  en  la  guidant  par  des  fourchettes  F,  afin  que  les 
aretes  des  couteaux  A,  A'  occupent  exactement  la  position  horizontale  qui 
leur  a  ete  assignee.  C'est  a  cet  instant  que  se  developpent  les  phenomenes 
delicats,  mais  blen  nets,  qui  accusent  la  rotation  de  la  Terre.  Le  systeme 
reprend  une  nouvelle  position  apparente  d'equilibre  stable,  dans  laquelle 
l'axe  du  tore  n'est  plus  vertical,  mais  fait  avec  la  verticale  un  petit  angle  E 
d'autant  plus  grand,  a  vitesse  egale,  que  le  plan  vertical  dans  lequel  l'axe 
du  tore  peut  se  mouvoir  est  plus  voisin  du  plan  meridien.  Si  Ton  se  place 
dans  les  conditions  les  plus  favorables,  en  mettant  le  plan  dans  lequel  se 
meut  l'axe  du  tore  dans  le  plan  meridien,  Tangle  d'eeart  E  de  l'axe  du 
tore  avec  la  verticale  se  percoit  nettement.  II  est  d'autant  plus  grand 
que  la  rotation  propre  du  tore  est  plus  grande  et  que  la  distance  OG  du 


Fig.  269. 


centre  de  gravite  a  l'axe  AA'  est  plus  petite  :  cet  ecart  E  se  fait  d'alleurs 
vers  le  nord  ou  le  sud,  suivant  le  sens  de  la  rotation  du  tore.  G'est  ce 
qu'on  explique  facilement  en  appliquant  les  formules  generates  que  nous 
avons  etablies  plus  haut  au  cas  actuel. 

Le  plan  dans  lequel  se  meut  l'axe  du  corps  OZ  {fig.  269)  est  ici  le  plan 
du  meridien  du  point  O,  POP';  nous  devons,  pour  appliquer  les  formules 
generales,  prendre  ce  plan  pour  plan  des  xy,  en  prenant  pour  axe  des  x 
la  projection  de  la  rotation  Oto,  egale  et  parallele  a  la  rotation  de  la  Terre 
sur  le  plan  xOy.  Actuellement,  Oto  coincide  done  avec  Ox. 

Figurons  la  verticale  descendante  OV;  elle  est  dans  le  plan  yOx  et  fait 
avec  Ox  un  angle 

2 

a  etant  la  latitude  du  point  0;  les  cosinus  a,  b1  c  des  angles  que  fait  la 
verticale  OV  avec  les  axes  Oxyz  sont  done 

u  — — sin).,       &  =  cosa,       c  =  o, 
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et  le  tcrme  a  sin —  b  cos-j>,  ([ui  figure  dans  Tintegrale  (4)  a  Pf>ur  valcur 

—  cos(X  —  6). 

Les  deux  integrates  premieres  obtenues  plus  haut  (2)  et  (4)  sont  done 
maintenant,  puisque  a  est  nul 

j  9'  ■+-  to  sin  'I  =  /.  ==  n-ho)  sin  <J/0, 

(  A^'2-+-G?'2  =  — 2M^cos(X  —  ty-hh. 

//,  designant  la  valeur  initiale  9',  c'est-a-dire  de  la  rotation  du  tore. 

Eliminons  ©',  en  negligeant  w"2,  nous  aurons,  pour  determiner  'I,  1'equa- 
tion 

(7)  A<1/2 —  2/iGto  sin«];  =  —  2Mgl  cos(X  —  -b)-h  /, 

/designant  une  nouvelle  constante. 

Introduisons,  a  la  place  de  'b,  Tangle  E  que  fait  1'axe  OZ  du  gyroscope 
avec  la  verticale;  cet  angle  etant  compte  positivement  de  0  x  vers  O  r, 
on  a 

SToZ  =  <L  —  -,  £0V=-4-X, 

T      2  2 

E  =  xOZ  —  xO\  ==ty  —  X  —  jc. 

L'equation  devient 

^  ^  =  —  2  n  C  w  sin  ( E  -+-  X )  H-  2  M  £■/  cos  E  -+-  /; 

on  pourrait  facilement  la  ramener,  par  un  nouveau  changement  de  l'ori- 
gine  des  angles,  a  etre  identique  a  l'equation  de  mouvement  d'un  pendule 
simple.  Bornons-nous  a  chercher  la  position  d'equilibre  de  Taxe.  Nous 

Tobtiendrons  en  cherchant  les  valeurs  de  E  qui  annulent        ?  c'est-a-dire 

^  at1 

la  derivee  du  second  membre;  on  a  ainsi 

/<G(o  cos(  E  -+-  X)  h-  Mgl  sin  E  ==  o, 
/ioj  G  cosX 


(8)         -  tangE  = 


n  to  G  sin  X 


On  a  ainsi  Tangle  E  que  fait  avecla  verticale  Taxe  du  tore  apres  quelques 
oscillations  de  part  et  d'autre  de  la  direction  definie  par  cet  axe. 

Comme  10  est  tres  petit,  le  signe  du  denominateur  est  celui  de  Mgl, 
c'est-a-dire  ;  tangE  est  done  du  signe  de  —  n,  si  n  est  positif,  c'est- 
a-dire  si  le  tore  tourne  dans  le  sens  positif  autour  de  Taxe  OG,  la  deviation 
se  fait  vers  le  nord  car  E  est  n^gatif,  si  n  est  negatif,  elle  se  fait  vers  le  sud. 
On  voit  que,  a  vitesse  de  rotation  en  valeur  absolue  egale,  la  deviation  est 
plus  grande  quand  n  est  positif. 
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VI.  —  SYSTflMES  NON  HOLONOMES. 

162.  Forme  des  equations  de  liaison  dans  les  systemes  non 
holonomes.  —  Nous  avons  deja  dit  qu'un  systeme  est  appele"  non 
holonome  quand  certaines  des  liaisons  qui  lui  sont  impos^es  ne 
peuvent  pas  etre  exprim^es  en  termcs  finis,  mais  se  traduisent 
analvtiquement  par  des  relations  differentielles.  Tels  sont  le  cer- 
ceau,  la  bicjclette. 

Ce  fait  se  presente  toutes  les  fois  qu'un  corps  solide  est  assu- 
jetti  a  rouler  et  a  pivoter  sur  une  surface  fixe.  En  effet,  la  posi- 
tion d'un  corps  solide  enlierement  libre  depend  de  six  coordon- 
nees  qui  sont,  par  exemple,  les  trois  coordonn^es  du  centre  de 
gravitc  et  les  trois  angles  d'Euler.  Pour  exprimer  que  le  corps 
roule  et  pivote  sur  une  surface  fixe,  il  faut  e^crire  que  la  vitesse 
de  la  molecule  an  contact  est  nulle.  Or,  en  appelant  qK,  q2,  q^, 
<],■>  asi  cJ<i  les  s*x  coordonnees,  cette  condition  s'exprime  par  des 
relations  de  la  forme 

At  dqi-i-  Ao^2  +  . .  .-+■  A^dqfi  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  q±1  q<±,  q*,  q&,  mais 
dont  le  premier  membre  est  pas,  en  general,  une  differen- 
tielle  exacte,  et  nadmet pas  de  facteur  integrant. 

La  liaison  imposed  au  corps  ne  peut  done  pas  s'exprimer  par 
des  relations  en  termes  finis  entre  les  coordonnees.  De  la  re- 
sultent,  pour  l'application  des  theoremes  de  la  M^canique  ana- 
lytique,  des  difficult^  particulieres,  dont  la  plus  saiilante  est  que 
les  equations  de  Lagrange  ne  peuvent  pas  etre  appliquees  quand 
on  tient  compte  de  ces  liaisons  exceptionnelles  pour  modifier 
l'expression  de  la  force  vive  2T. 

Les  difficult^  resultant,  a  ce  point  de  vue,  de  ce  genre  de  liai- 
sons ont  e"t6"  signages  et  etudie"es  par  G.  Neumann  [Grundziige 
<ler  AnalytiseJien  Mechanik  (Berichte  der  konigl.  sdchs. 
Gesellschaft  der  IVissenschaften  zu  Leipzig,  1888,  p.  32)]; 
par  Vierkandt  [Ueber  gleitende  und  rollende  Bewegung 
I  Wonatsheft  filr  Mathematik  und  PJiysik,  t.  Ill,  1892)];  par 
M.  Hadamard  [Sur  les  mouvements  de  roulement  (Societe  des 
Sciences  de  Bordeaux,  1895)];  par  Carvallo  dans  un  Memoire 
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insere"  au  Journal  de  VEcole  Poly  technique,  en  1900,  et  par 
Korteweg  (Nieuw  Archie/,  1899). 

Premier  example .  —  Prenons,  par  exemple,  une  sphere  homo- 
gene  de  rayon  a  assujettie  a  rouler  sur  un  plan  fixe.  Prenons 
cornme  axes  fixes  deux  axes  OE,  Oyj  dans  le  plan  et  un  axe  per- 
pendiculaire  0£  du  cole  oii  se  trouve  la  sphere;  soient  £,  rj,  £  les 
coordonnees  du  centre  G  de  la  sphere  par  rapport  a  ces  axes 
(£  =  a).  Menons  par  G  trois  axes  Gxiyizi  paralleles  aux  axes 
0£y)£,  et  appelons  pi}  r{  les  composantes  de  la  rotation 
instantanee  de  la  sphere  suivant  ces  axes.  En  ccrivant  que  le  point 
de  la  sphere  qui  est  au  contact  a  une  vitesse  nulle,  on  a 

.  ^  dj)  dX, 

W  dt-a^=°'       dt+a^  =  °>  di=°' 

D'ailleurs  0,  cp,  di  £tant  les  angles  d'Euler  d'un  systeme  d'axes 
Gxyz  li£  a  la  sphere  par  rapport  aux  axes  Gx^yK  zl:  on  a,  d'apres 
des  formules  faciles  a  etablir  (n°  382), 

!px  =  0'  cos  41  +  ?  sm  ^  sin  <b, 
qx  =  6'  sin  <b  —  o'  sin  6  cos  d», 
n  —  <J/-f-  cp'cos 0, 

0',  cp',  ij/  sont  les  derivees  Les  relations  (1)  expri- 

mant  que  le  deplacement  reel  est  un  roulement  s'ecrivent  alors 

j  d\  —  a  sin  6  d 0  -+-  a  sin  0  cos  6  do  ==  o, 
(  dr\  -h  a  cos  <1>  dti  -+-  a  sin  0  sin    dv  =  o. 

Les  deplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  sont, 
de  meme,  caracterises  par 

Io£  —  a  sin  <\i  80  +  a  sin  0  cos  689  =  0, 
8t)  -4-  «  cos  <!>  80  -+-  a  sin  0  sin  6  80  ==  o. 


(4) 


La  coordonnee  £  etant  constante,  la  position  du  systeme  depend 
des  cinq  parametres  £,  yj,  0,  cp,  d;  lies  par  les  relations  (4)  dont  les 
premiers  membres  ne  sont  pas  des  differentielles  totales 
exactes  et  ne  peuvent  pas  etre  integres.  Le  systeme  est  a  trois 
degres  de  liberte,  car  oG,  09,  d'h  restent  arbitraires,  dl,  &rj  eHant 
determines  par  les  relations  (4). 
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Deuxieme  example;  cerceau.  --  Considerons  un  cerceau  de 
rayon  a  assujetti  a  rouler  et  a  pivoter  sur  un  plan  horizontal  fixe  II 
comme  au  n°  411. 

Prenons  deux  axes  fixes  0£,  Or?  dans  ce  plan  et  un  axe  fixe  0£ 
vertical  ascendant.  Appelons  £,  rj,  £  les  coordonn^es  du  centre  de 
gravite  G  du  cerceau  par  rapport  a  ces  axes,  0,  cp,  ^  les  angles 
d'Euler  definis  au  n°  411  et  determinant  la  position  du  cerceau 
par  rapport  aux  axes  Gx^y^Zi  paralleles  aux  axes  fixes  Q£yj£.  La 

vitesse  V  du  centre  de  gravite  G  a  pour  projections  sur  les  axes 
(ixes  O'lri*  et,  par  suite,  sur  les  axes  paralleles  Gx^y^z^ 

*  d£     dx\  d£ 

dt]     dS  dt' 

D'autre  part,-  le  point  de  contact  H  du  cerceau  avec  le  plan  II 
{fig-  244)  a  pour  coordonn^es,  par  rapport  aux  axes  Gxiy^zi7 

(5)       xy  =  a  cos  0  sin  •b,  =  — a  cos 6  cost!;,       Zi  —  — a  sin  6. 

Pour  exprimer  que  le  cerceau  roule  et  pivote  sur  le  plan  II  il 
faut  ecrire  que  la  vitesse  du  point  materiel  place  en  H  est  jiulle. 

Appelons  pL,  q^,  i\  les  composantes  de  la  rotation  instantan^e  oj 
du  cerceau  suivant  les  axes  Gx\_Y\Z^  et  remarquons  que  la  vitesse 
du  point  materiel  place  en  H  est  la  resultante  de  la  vitesse  due  a 
l'entrainement  des  axes  Gx1y1zi,  et  de  la  vitesse  due  a  la  rota- 
tion go  autour  de  G  :  nous  aurons  done,  en  6crivant  que  les  trois 
projections  de  la  vitesse  du  point  materiel  H  sont  nulles  : 

[dt  -^1-^1=0, 


(6)  J  ~  +       —piZi  = 


d<\ 
It 

d: 


D'apres  les  expressions  ci-dessus  (2)  de  jn,  qi,  ''i  et  les  va- 
leurs  (5)  de  xl}  yi,  Zi  on  voit  que  les  conditions  precedentes  (6) 
donnent,  a  la  suite  de  reductions  evidentes, 

(  dc  —  a  sin  'b  sin  0  <r/0  -+-  a  cos  <b  cos  6  db  -f-  a  cos  'b  dv  =  o, 
(  7 )         I  dt\  -+■  a  cos  'b  sin  0  di)  -+-  a  sin  'b  cos  6  d<b  -+•  a  sin  'b  dz>  =  o, 
/  d£  —  a  cos  6  rfO  =  o, 
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Ges  relations  expriment  que  le  displacement  r£el  est  un  ron- 
lement. 

De  meme,  en  expriinant  que  les  deplacements  virtuels  compa- 
tibles avec  les  liaisons  sont  des  roulements  du  cerceau  sur  le  plan, 
on  a,  pour  les  difl^rentielles  o£,  077,  6'C,  oo,  o'l  definissant  ces 
deplacements,  les  equations  de  condition 

/  o£  —  a  sinty  sin  0  80  -+-  a  cos^  cosO  o<b  ■+-  a  cos <b  0-^  =  0, 

(8)  I  o-r\  -f-  acos^1  sin 6  oO  -4-  a  sin-i;  cosO  o'l  ■+■  a  sintp  09  =  o, 
(  8£  —  a  cos  0  06  =0. 

La  derniere  des  relations  (7)  ou  (8)  equivaut  a  la  relation  en 
termes  finis 

Xz  =  a  sin  0 

qui  est  evidente  geometriquement  si  Ton  evalue  la  distance  £  du 
point  G  au  plan  II;  mais  les  deux  premieres  relations  (8)  ne 
peuvent  pas  etre  int^gr^es  et  ecrites  sous  forme  finie.  On  voit 
done  que  le  systeme  considere  n'est  pas  holonome  :  e'est  un  sys- 
tems a  trois  degres  de  liberie,  car  le  deplacement  virtuel  le  plus 
general  compatible  avec  les  liaisons  s'obtient  en  donnant  a  oO,  09, 
cty  des  valeurs  arbitraires;  o£,  drly  St,  sont  ensuite  determines  par 
les  relations  (8). 

463.  Emploi  des  equations  de  Lagrange  combine  avec  la 
methode  des  multiplicateurs.  —  Imaginons,  en  general,  un  systeme 
assujetti  d'abord  a  des  liaisons  exprimables  par  des  relations 
en  termes  finis  enlre  les  coordonnees  des  divers  points.  Soit, 
en  tenant  compte  de  ces  liaisons,  k  le  nombre  de  parametres 
independants  qiy  q2:  .  . . ,  qu  qui  fixent  la  position  du  systeme.  On 
aura  pour  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  du  systeme,  en 
supposant  les  liaisons  ind^pendantes  du  temps, 

I  x  =  /(?i,  q-i,  •  -i  §*), 

(9)  y  =  ?(qi,  • 

(  -  =Hq±:  q»~,  •  qk)- 

On  obtient  un  deplacement  virtuel  compatible  avec  ces  liaisons 
en  faisant  varier  q.2,  . ..,  q/{  de  dqi}  o</2,  oq^.  L'equation 
generale  de  la  Dynamique  prend  alors  la  forme  (n°  441) 

(10)  (P1_Ql)o^1  +  (P,-Q2)o^  +  ...-4-(Px.-Q/t)o^-=o, 
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Oil 

Pa=  *(£L)  _  fS.- 

dt\dtfzf  dqa 

S'il  n'y  a  pas  d'autres  liaisons,  les  dqi}  <5</2,  •  •  •  s  tyk  sont  arbi- 
trages, et  l'equation  (10)  fournil  k  equations  qui  sont  les  equa- 
tions de  Lagrange. 

Mais  supposons  maintenant  qu'on  ajoute  aux  liaisons  pr^ce- 
dentes  de  nouvelles  liaisons  independantes  du  temps,  exprimables 
par  des  relations  differentielles  non  integrables  entre  les  para- 
metres  ql}  q2,  qui  Pour  un  deplacement  virtuel  compatible 
avec  ces  liaisons,  on  aura 

A-i  oq±  h-  A2  <5</2  ■+- .  •  .  -f-  A  a  oqt  =  o, 
B,  oqi  -+-  B2  S^2  +  .  .  .  +  Bi  §qh—  o, 

Li  0*7 1  +  L2o5-,  +  ...+  La  oqk  =  o, 

ou  les  premiers  membres  ne  sont  pas  des  differ entielles  exactes 
et  n1  admeltent  pas  de  combinaisons  integrables. 

Dans  ces  conditions,  l'equation  (10)  devra  avoir  lieu  pour  tous 
les  deplacements  dqL,  oq2,  oqu verifiant  ces  conditions  (n). 
Les  equations  du  mouvement  sont  alors,  d'apres  la  methode  des 
multiplicateurs  de  Lagrange, 

Pj  =  Qj  -+-  Xi  At -h  X2Bi  -h. .  .-+■  lpLu 

P.,  =  Q2  H-  A j  A2  -h  Ao  B2  -+-...  -4-  L,, 
Pyfe=  Q/c-h  Xi  A/t-f-  X2Byfc-4-.  .  .4-  lpLk, 

Pa  ayant  Texpression  ci-dessus.  Ces  equations  jointes  aux p  equa- 
tions 

Ai  dqy  -f-  Ao  dq.2-i-.  .  .  -+-  A*  <r/^>t  =  o, 
Bi  dqi  -h  B2  ^o  -+-...■+-  !>/,  aft^  ==  o, 

Lj  dqi  -+-  L2  r/^o  +  .  .  .  -4-  Lk  dqu  =  o, 

qui  expriment  que  le  deplacement  reel  est  compatible  avec  les 

liaisons,  determinent  ql:  q2  (ju  et  Xi,  /..j,  . .  .  ,  >7,. 

Cette  methode  a  ete  employee  par  Routh  (Advanced  rigid 
Dynamics,  p.  i.">2)  et  par-  \  ierkandt  (/oc.  <//..  p.  47~5o). 
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464.  Impossibility  d'appliquer  directement  les  equations  de 
Lagrange  au  nombre  minimum  de  parametres  — ■  Nous  venons 
de  voir  coinrnent  on  pent  utiliser  les  equations  de  Lagrange  en 
tenant  compte  dcs  relations  (i  i)  par  La  methode  des  multiplica- 
teurs. 

Mais  on  pourrait  essayer  de  ramener  les  parametres  au  moindre 
nombre  possible  en  se  servant  des  relations  (i  i)  pour  laisser 
subsister  le  nombre  minimum  de  parametres  dans  I'expression  du 
deplacement  virtuel,  et  des  equations  (i3)  pour  laisser  subsister 
le  nombre  minimum  de  parametres  dans  I'expression  de  la  demi- 
force  vive 

T  =  i.Sm(4f'»+  r'2-f-  z'1). 

2 

Apres  ces  modifications,  les  equations  de  Lagrange  ne  sont 
plus  applicables.  G'est  ce  que  nous  allons  demontrer  rapidement. 

Un  deplacement  virtuel  compatible  avec  toutes  les  liaisons 
imposees  au  systeme  est  defini,  pour  le  point  x,  y,  z,  par 


ox  = 

<)x 

oq\  4- 

dx 

dx  . 

dqk 

By  = 

*y 

tyi  •+■ 

dy  s  , 
-f-  oq2  -+- . 
dq. 

dy  . 

•     y—  °qk 

oz  = 

dz 
dqv 

oqi-h 

dz  R 

-r~  oq,  -+- . 

dq. 

dz  „ 
dqk 

ou  dq^  dq.2.  dq/{  sont  lies  par  les  p  relations  (i  i).  Tirons  de 
ces  relations  p  des  variations  dq/;:  dq/;_L,  dqk_p+i  en  fonction 
lineaire  et  homogene  des  autres;  nous  aurons,  en  portant  dans  dx. 
dy,  dz,  et  faisant  n  —  k  —  p, 

ciioqi-h  a>>  oq<>-+- .  .  .  -h  an  oqn, 
bi  Bqt  ■+-  bo  Bq*  -+-...  -H  bn  tyn, 
Ci  oqi  +  c2  Bq*  -f-  .  .  .  -h  cn  Bqn, 

oii  maintenant  dq±,  dq2,  . . . ,  dqn  sont  arbitraires.  Portant  ces 
valeurs  de  ox,  dy,  dz  dans  Pequation  generale  de  la  Dynamique, 


<i4) 


0/  = 


(')  P.  Appell,  Les  rnouvernents  de-  roulement  en  Dynamique  (Collection 
Scientia,  Gautliier-Villars ). 
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on  oblient  une  relation  dans  laquelle  les  coefficients  de  dqi7 

oq-2  oqn  doivenl  etre  nuls,  et  l'on  a  ainsi  les  equations  du 

mouvement  (n°  433) 


(i5) 


.     (a  =  i,  2,  .  .  .,  n), 


ou  nous  designerons  les  deuxiemes  membres  par  Qa. 

D'ailleurs,  le  deplacement  reel  £tant  actuellement  compatible 
avec  les  liaisons,  on  a,  d'apres  (i4)? 

dx  —  ci\  dqi-h  «2  dq-i  -i-  .  .  .  -4-  an  dqn, 


ou.  en  adoptant  la  notation  de  Lagrange  pour  les  derivees, 

x'  =  «i  q\  -+-  a%  q\  -h . . .  -h  an  q'm 
y'=  bt  q\  +  b«q\  +  .  .  . -h  6„ 
-'  =  Cj  ^'t  +c2y/2  +  ...  +  c„ 

Essayons  de  suivre,  sur  la  premiere  des  equations  (i5),  la 
methode  qui  conduit  aux  equations  de  Lagrange.  Nons  suppo- 
serons,  pour  simplifier,  que  les  coefficients  a4,  61?  c4,  . . .  ,  a2, 
c2,  ....  aw,         cn  dependent  uniquement   de  qi7  q2, 
On  peut  ecrire  la  premiere  equation  (i5)  (a  =  i)  : 

(16)  ^/n(a^'+  6i/-h  c^')  —  Rt  =  Qi, 

ou  Ri  designe  la  quantite 


day        ,  dbi        ,  dc\ 

'  v 


\      dt      J    dt  dt 


Or,  ai,  6i,  Ci  £tant  evidemment  egaux  a  le  pre 


inier  terme  de  l'equation  (16)  est 

/  dT 
dt  \  dq\ 

com  me  dans  les  equations  de  Lagrange;  mais  le  deuxicmeRi  n'esl 
pas.  en  general,  egal  a         En  effet.  Ton  a 

—  -V     /  '—  ■    '— ^ 

<tyi  ~ Zum  \     d(]s      y  dqi       "  dqi  J 
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Done 


db±_dy 
dt  dq 


~J  \dt  dqjj 


Or,  les  coefficients  a1}  bi,  ...  £tant  supposes  fonctions  de  qit 

q2,  . . . ,  qn,  on  a 

el,  en  differentiant  par  rapport  a  qlt  l'expression  ci-dessus  de 

dx       dcii  0a.->  dan  , 

Le  coefficient  de  x'  dans  la  difference  Pii  —  4—  est  done 


0 


ON      /  ,       (  dax       <)a?,\    .  I  ()ax  dan\ 


j7  ri'est  pas  nul  en  general.  Les  coefficients  de  y'  et  z[  ont  des 
formes  analogues.  D'apres  les  valeurs  de  x' ,  y',  z'  en  fonction 

de  q\,  la  difference  Pi! —  ^  est  done,  en  general,  une 

forme  quadratique  de  q\,  q'.2,  ....  q'n.  Pour  que  R4  soit  egal  a  ~-  ? 

e'est-a-dire  pour  que  l'equation  de  Lagrange  puisse  s'appliquer 
au  parametre  q±,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  forme  quadratique 
soit  identiquement  nulle,  quels  que  soient  les  q  et  les  q' . 

Cas  particuliers.  —  i°  Si  les  expressions  (i4)  de  ox,  dy,  6z 
sont  des  diffe>entielles  totales  exactes,  toutes  les  quantitds  telles 
que 

da-i  dav  dbi  dbv  dci  <)cv 
<)qv       dqt  '  dq^       dqt '  dqv  dqt 

sont  nulles.  Les  expressions  telles  que  (17)  sont  nulles,  et  les 
equations  de  Lagrange  s'appliquent  a  tons  les  parametres.  Dans  ce 
cas  on  peut  integrer  les  expressions  (i4)  et  exprimer  x,  y,  z  sous 
forme  finie  en  fonction  de      q^,  .  •  • ,  qn>  Le  systeme  est  holonome. 
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2°  Voici  un  cas  oii  liquation  de  Lagrange  s'applique  au  para- 
metre  qv.  Supposons  que  Ton  ait,  pour  tous  les  points, 

da\  _  dan 
"  0qn  ~~  dq,  ' 


(19) 


da. 

day 

_  da* 

dq% 

~  dqy 

dbx 

_  db2 

dbi 

_  db. 

dq. 

~~  dq{  ' 

dqz 

~  dq. 

dci 

dc. 

dc. 

dCr, 

dq. 

dqi 

~  dq  , 

db,  _  djbn 
dqn  ~~  dqC 
dci  _  dcn 
dqn  ~  dq, 


Alors  les  quantity  telles  que  (18)  formant  les  coefficients  de 
x\  r\  d  dans  R4 —  —  sont  Jiulles,  et  RA  est  cgal  a  ^— •  Liqua- 
tion de  Lagrange  s'applique  done  au  parametre  q±.  On  peut 
caracteriser  autrement  ce  cas.  Les  conditions  (19)  6tant  supposes 
remplies,  delerminons  des  fonctions  de  ql}  q2,  . .  '. ,  qn  par  les 
conditions 

'      a,dqu        V4=  /      b,dq,,        W4  =  /  CiO^i, 

ou  </J  est  une  constante  quelconque,  l'inlegration  e"tant  faite  par 
rapport  a  qx .  On  trou ve  immediate ment,  d'apres  les  conditions  (19), 

-j —  —  /      —  dq^  /  — —  dq,=  a,_  —  a\, 
dq,      Jql    dq,  JqX  dq, 

a\  £tant  ce  que  devient  a2  quand  on  y  remplace  qx  par  la  cons- 
tante q\.  De  meme 

dUi  0  d\J\ 

On  a  des  relations  analogues  pour  Vi  et  Wj.  On  peut  alors 
ecrire 

(  ox  =  SUi  4-  a?  ^2  -+-  a\  ^3  +...+  0^  o^n? 
(20)  <  ojk  =  8Vj  -+-  b\ $q«  -h  ...+  6)1  oqn, 

f  8        8Wj  -+-  c\  Zz,_-+- ...-+-  c£  Zqn. 

Vinsi,  Tequation  de  Lagrange  s'applique  a  q,,  quand,  pour  un 
point  quelconque  du  systeme,  ox,  07,  oz  peuvent  se  mettre  sous 
la  forme  d'une  different  telle  totale  suivie  tVune  expression 
different  telle  ne  contenant  pas  qi. 

APPBLL.  —  Traiti  de  Mdcaniquc.  II.  25 
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Par  exemple,  dans  le  mouvement  du  cerceau,  liquation  de 
Lagrange  peut  etre  appliqu^e  au  parametre  8,  comme  l'a  doja 
remarque"  Ferrers  (Quarterly  Journal  of  Mathematics,  1871- 
1873).  En  effet,  la  position  du  cerceau  autour  de  son  centre  de 
gravite*  G  etant  definie  par  les  valeurs  des  angles  0,  9,  'b,  les 
coordonn^es  a?i,  jKi,  ~i  d?un  point  du  cerceau  par  rapport  aux 
axes  Gxiy^Zi  sont  des  fonctions  de  0,  o.  L  : 

tfi=/(6,  9,  *,  40,       ^i=/2(0,  9,  i). 

Les  coordonn^es  absolues  x,  y,  z  du  meme  point  par  rapport 
aux  axes  fixes  0£y)£  sont  de  la  forme 

*  =  \  ?,  *)> 

r  =  n^/iC6)  ?>  'H 

Imprimons  au  sysleme  un  d^placement  virtuel  compatible  avec 
les  liaisons;  nous  aurons 

8.2;  =  8£  +  8/,       8/  ==  Stj  -t-  a/i,         8,s  =  8£  +  8/2j 

ou  il  faut  remplacer  0;,  077,  o£  par  leurs  valeurs  (8)  :  mais  on  voit 
imm^diatement  que  ces  valeurs  s'ecrivent 

8£  =  o( —  a  sin  4>  cos  6)  —  a  cos 6  09, 
of]  =  8(  a  cos  <\>  cos  0)  —  a  sin  89, 
8'C  =  8(a  sin  6). 

On  a  done  enfin  pour  da?,  dy,  dz  les  expressions  suivantes  : 

8a?  =  8( —  a  sin^  cos  0  -+- /)  —  a  cos6  89, 
8j  =  8(a'cos^  cos6  -+-  J\)  —  a  sin^1  8<p, 
8s  =  8(a  sinO  -h/2), 

qui  sont  bien  de  la  forme  (20).  En  efFet,  nous  avons  actuellement 
trois  variations  arbitraires  6%  ocp,  cty  et  nous  vojons  que  ox,  or, 
oz  peuvent  se  mettre  chacune  sous  la  forme  d'une  differentielle 
totale  suivie  d'une  expression  differentielle  ne  contenant  pas  0 
On  pourra  done  exrire  liquation  de  Lagrange  relative  au  para- 
metre  0. 
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La  force  vive  du  cerceau  est,  en  prenant  la  masse  du  cerceau 
pour  united  et  en  employant  les  notations  du  n°  411, 

2 T  =  u- -+-  v'1  +  w- ■+■  A (p-  +f-)  +  Gr2, 
ou,  comme  u  —  —  ar,  v  —  o,  w  —  ap. 

2  T  = '(  A  -h  «-)p2-h  A  q-     (C  -h  ((-)  r-; 

on  pourrait  ecrire  celte  expression  a  priori  en  remarquant  que, 
la  vitesse  de  la  molecule  H  au  contact  etant  nulle,  les  vitesses  des 
divers  points  du  cerceau  sont  les  memes  que  s'il  £tait  anime  de  la 
rotation  w  autour  d'un  axe  passant  par  le  point  de  contact  H  :  il 
faudra  dans  cette  expression  de  2T  remplacer  p,  g,  r  par  leurs 
valeurs  (411 ), 

p  =  6',       q  =  <]/  sin  0,       r  =  ty' cos  ^      ?'  5 
d'autre  part,  il  existe  une  fonclion  de  forces 

U  =  —  gl,  =  —  ga  sin8. 

Nous  venons  de  voir  que  Tune  des  equations  du  mouvement  du 
cerceau  est  liquation  de  Lagrange  relative  a  6  : 

d_  /dT\  _      _  dV 

Comme  p  seul  contient  0',  on  a 

-=(A  +  a-)p 

comme  q  et  r  dependent  de  0,  on  a 

—  =  Atftl/cosO  —  (G  -h  a2)  r'V  sin  0. 
on 

( )n  a  ainsi  liquation 

(A  -4-  «2)^  —  A^'cosO  +  (C  +  a-)  r-J/  sin0  =  —  gacosQ, 


qui  n'est  autre  chose  que  l'equation  obtenue  en  eliminant  Z  entre 
la  troisieme  des  Equations  (6)  et  la  premiere  des  Equations  (7) 
du  d°  411. 
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On  pourrait  adjoindre  a  cettc  Equation  liquation  des  forces 

vives 

T  -  U  =  h, 

puisque  les  liaisons  sont  independantes  du  temps;  mais  on  ri'au- 
rait  pas  le  droit  d'e'crire  les  equations  de  Lagrange  relatives 

a  cp  et  a  ^. 

465.  Forme  generale  des  equations  du  mouvement  convenant 
a  tous  les  systemes  holonomes  et  non  holonomes  (4).  —  Imaginons 
un  systeme  assujetti  a  des  liaisons  telles  que,  pour  obtenir  le 
de"placement  virtuel  le  plus  general  compatible  avec  les  liaisons  a 
l'instant  t,  il  suffise  de  faire  subir  a  k  parametres  qLf  q<>,  qk 
des  variations  arbitraires  Bqi,  dq>2l  . . . ,  dqk.  Si  nous  appelons 
alors  y,  z  les  coordonne'es  d'un  quelconque  des  points  du  sjs- 
teme par  rapport  a  des  axes  fixes,  le  d^placement  virtuel  de  ce 
point  a  pour  projections  sur  les  axes 

!ojc  =  a\  S^i  -h  a2  S^o  -+-...-+-#*  tykj 
$y  =  bv  oqy  -h  bi  Bqz  H-. . . -4-  bk  8?£, 
oz  =  C\  oq{  -+-  d  8^2  -+-.  .. ■+-  Ck  oq/;, 

ou  dqi}  dq2,  . . . ,  oqk  sont  arbitraires  :  dans  ces  formules,  les 
coefficients  a±,  a2,  •  .  • ,  c/f  peuvent  dependre  du  temps  des  para- 
metres qi}  q2,  . . . ,  q/c  el  d'autres parametres  qk+i,  ^a+25  •  •  • »  Qk+p 
dont  les  variations  sont  lieges  a  celles  de  qi,  q2,  qk  par  des 
relations  de  la  forme 

hqic+\  =  oq{  -4-  a2  oq2  H-  •  •  .  +  a*  oqk, 
8?*+2  =  Pi  8yi -h  [3-2  o^o  -+-  •  •  •+  $k%qk, 

§qk+P=  Ai  Bgrt-t-Xjifigrj-h.  .  ,-h"kktytt 

les  coefficients  a1?  a2,  A*  dependent  e"galement  de  £  et  de 
l'ensemble  des  parametres  qly  q2.  . ..,  ^a+/>«  Dans 


(*)  Appell,  Comptes  rendus,  7  aout  1899;  Journal  de  Crelle,  t.  121;7ow/vzaZ 
c?e  Jordan,  t.  VI,  1900. 
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ces  conditions  le  deplacement  r^el  du  systeme  pendant  le  temps  dt 
est  defini  par  des  relations  de  la  forme 

(  dx  =  ax  dq{  -h  a->  dq2  ■+-...  -+•  <ik  dqk  ■+-  a  dt, 
( 3 )  <  dy  =  b\  dq\  H-  62  rfyi  ■+-...-+-  6a  aT?*  4-  b  dt, 

f  dz  =  Ci  dq{  -h  c-2  dq-i  +  Q  fl^x-  -+-  C 

avec 

dqk-r-v  =  a!  <f^!  -f-  a2  dq2-h  .  . .-+-  a*  dq^-h  a 
d^A+o  =  pi  ^1  -h  P2  ^2  -+-.  .  .■+■  pvt        4-  p  rf/; 

dqk+p  ==  Vi  ^1  -+-  X2  ^2  -+-.'.  .  H-  Xyt        +  A 

011  les  coefficients  a/,  6/,  c,,  a/,  (3,,  . . . ,  A,  sont  les  memes  que  dans 
les  Equations  (1)  et  (2).  Les  coefficients  a,  b,  c,  . . . ,  a,  (3,  . . . ,  a, 
mulipliant  seront  nuls  si  les  liaisons  ne  dependent  pas  du 
temps. 

On  peut  alors  obtenir  les  equations  du  mouvement  comme  il  suit. 
Liquation  gencrale  de  la  Djnamique,  deduite  du  principe  de 
d 'Alembert  et  du  principe  du  travail  virtuel,  est 

( 5 )  2  m(x"  ox  -\-y"  By  -+-  z"  Ss  )  =  2  (X  ox  -+-  Y  oy  +  Z82), 

ou  x\  y",  z"  sont  les  derivees  secondes  des  coordonnees  par 
rapport  an  temps,  et  X,  Y,  Z  les  projections  d'une  quelconque 
des  forces  donnees  (n°  431). 

Cette  equation  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  deplacements  (1) 
compatibles  avec  les  liaisons  :  elle  se  decompose  done  dans  les 
/.  equations  suivantes  : 

^m{x"  ax-+-  y"bi  -+-  z"cx)  =  S(X«i-+-  Zci), 
Smt/a4H-/62+  z"c*_)  =  2(X«2-h  Y62-+-  Zc2), 

2m(x'rak-hywbk-hz"ck)=  S(Xa*  +  Y^+Zq). 

Dans  ces  Equations  les  deuxiemes  membres  se  calculent  comme 
dans  les  Equations  de  Lagrange.  En  remplacant  &p,  or,  5s  par 
leurs  valeurs  (1),  on  a,  pour  la  somme  des  travaux  virtuel  des 
forces  appliqu^es, 

S(X  Zx  ■+■  Yoy  -+-  Z  o«)  =  Qi  B^i -f-  Q26<72  +  .  •  .+  Q*  2<7*. 
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Los  quantity  Qi ,  Q2,  .  . . ,  Q/.  sont  les  deuxiemes  membres  des 
Equations  (6) 

Q,  =  S(X<7,-+-  Yfti-f-Zci), 


Pour  calculer  les  premiers  membres,  divisons  par  dt  les  rela- 
tions (3),  defmissant  le  deplacement  reel,  et  designons  par  x\  y' , 
t     i      '  'i      ji  •   i     .  ,  l      dx    dy    dz    dqx    da*  dqk 

s*,?,,  ?„...,*/ les  ddnv**  tolales  777'  777  '  7ft'  ftT' •"'  rfT 
Nous  aurons 

L      =  «i  £  i  -+-  dig'*  -+- . . .  -h  a*  ^  4-  a, 
(7)  I  v'  =  61  q\  <+-  62^2 -4--  •  •+  6*  H- 

[  z   —  Cj        -h  Co  <7'2  -+-  •  •  •  4"  -+-  C, 

Prenani  encore  une  fois  les  derivdes  totales  des  deux  membres 
par  rapport  a  I,  on  a 

!x"  ==  «i  <^  -4-  a-2  q\  -+- .  .  .  -+-  <r//t  g'jfc  -h . . . , 
/'=  &i  #i  rir  62  r/2  -h  .  .  .  -4-  bh  q\  -h ... , 
=  cj  0"  +  c2^  +  ...+     y|  -h .  .  . , 

ou  les  Lermes  non  Merits  ne  contiennent  pas  q'[,  q\,  q"k.  Mais 
alors  on  a  evidemment 

dz" 

dz" 
■2  =  tit  » 
^2 


dx 
dx" 


b,=  XL 


if 

dq\ 

dy 

dq\ 


Les  Equations  du  mouvemenl  s'ecrivent  done 


Considerons  maintenant  la  fonction 
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ou  J  est  la  grandeur  de  l'acceleraUon  du  point  m  :  les  equa- 
tions (9)  du  mouvement  prennent  la  forme 

On  voit  que,  pour  les  6"crire,  il  suffit  de  calculer  la  seule  fonction  S 
et  de  1'exprimer  de  faoon  qu'elle  ne  contienne  plus  d'autres  derivees 
secondes  que  celles  des  parametres  qlt  q2,  .  . . ,  <ju  dont  les  varia- 
tions sont  regardees  comme  arbitraircs.  II  peut  arriver  que  cetle 
fonclion  S,  calculee  en  fonction  de  r/,,  .  .  .,  q/c+p,  contienne 
lours   derivees   premieres  q\,   q'2,  q'k      et  leurs  derivees 

secondes  q"n  q"2,  qk+f}\  les  relations  (4)  clivisees  par  dt 

donnent  qk+1,  q'/t+2i  •  •  •  1  Cl'k+P  eQ  fonction  lineaire  de  q't,  q'z,  .  .  . ,  q'k, 
et,  en  les  de>ivant  par  rapport  au  temps,  on  obtient  de  meme 
q"k+*>  •  •  •  >  <j'k+P  en  fonclion  lineaire  de  q[,  q"2,  .  .  . ,  qk  ;  on  peut 
done  toujours  faire  en  sorte  que  la  fonclion  S  ne  contienne  plus 
d'autres  derivees  secondes   que  q'[,  q[n  q\  :  elle  contient 

d'ailleurs  ces  quantites  au  deuxieme  degre.  Une  fois  la  fonction  S 
ainsi  prepared,  on  peut  ecrire  les  equations  (10).  Ces  equations 
joinles  aux  conditions  (4)  forment  un  sjsteme  de  k  +  p  equations 
definissant  q±,  q2,  .  .  . ,  qk+.p  en  fonction  du  temps. 

Le  mouvement  est  done  caracterise"  par  la  connaissance  de  la 
fonction  S  qu'on  appelle  (*)  Yenergie  d  acceleration  du  systeme 
et  par  les  quantites  Qi,  Q2,  .  .  .,  Q/£  calculees  comme  dans  les 
Equations  de  Lagrange. 

La  fonction  S  est  du  deuxieme  degre  en  r/[,  q\,  .  .  . ,  q\.  II  suffit 
c\  idomment  de  calculer  dans  S  les  termes  contenant  les  derivees 
secondes  des  parametres,  car  les  autres  ne  donnent  rien  quand  on 
prend  les  derivees  partielles  par  rapport  a  q\,  q\,  .  .  .,  q"k. 

On  peut  remarquer,  d'apres  les  formules  (7)  et  (8),  que  si  l'on 
forme  la  de  mi-force  vive 

t  =  *  ^  m  ( x>- ■+-  y-  -+- z'- )> 

les  coefficients  des  termes  du  deuxieme  degre  en  q\ ,  q[, ,  ...,// 


(')  Gette  denomination  a  ete  proposee  par  A.  de  Saint-Germain  (Comptcs 
rendus,  t.  CXXX). 
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dans  T  sont  identiques  aux  coefficients  des  termes  du  deuxiome 
degre  en  <j\ ,  q\,  .  .  . ,  q\  dans  S.  Dans  cette  fonction  S.  les  coeffi- 
cients des  termes  du  deuxieme  degre  en  q\:  q\,  . . .,  qk  dependent 
des  parametres  q2,  .  .  . ,  qk+p  et  du  temps;  ceux  des  termes  du 
premier  degre  en  q\,  q"if  .  .  . ,  q"k  conliennent  en  outre,  au  second 
degre,  les  derives  premieres  q\,  q'0,  .  .  .,  q'k+p* 

464.  Exemples  :  Premiere  application.  —  Mouvemenf  plan  cFun  point 
materiel  en  coordonnees  polaires.  —  Soient  r  et  0  les  coordonnees 
polaires  d'un  point  (x,  y)  de  masse  m.  On  a 

x  =  r  cos  0,       y  =  r  sin  0, 

S  =  =  ™  [(r"_  rb'2)2_j..  (r6"-r-  2r'0')2]. 

En  appelant  P  la  composante  de  la  force  appliquee  X,  Y,  suivant  la  per- 
pendiculaire  au  rayon  vecteur,  et  R  sa  composante,  suivant  le  rayon  vec- 
teur,  on  voit  immediatement  que  le  travail  virtuel 

X  ox  +  Y  oy 

de  la  force  est 

P/SO  +  Ro/-. 
Les  equations  du  mouvement  sont  done 

ou 

m/-(r0"+  2/0')  =  P  r,       m(r" —  r6'*)  =  R. 

Remarque.  —  Dans  S,  la  quantite 

rfr'-+-  2r'0' 

est,  au  facteur  r  pres,  la  derivee  de  r26'.  Introduisons  alors,  a  la  place  de  0, 
un  parametre  X  dont  la  variation  reelle  est  definie  par 

d\  =  /-2  ^6 

et  la  variation  virtuelle  par 

SX  =  08. 

Nous  aurons 

X' as  r20'3       X"  =  r(rr-h  2 /•'()'), 

done 


s  =  ?{(^_>ri)^±x'.], 

P  * 

X  k  +  Y  oy  =  —  oX  -+-  R  8r, 
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et  les  equations  du  mouvement  s'ecrivent 

_  P 

Or"  ~    '        d\"  ~  r' 

la  seconde  est 


m  X"  =  P  r. 

Si  P  est  nul,  X'  est  constant,  ce  qui  donne  le  theoreme  des  aires. 

DEUXIEME  application.  —  Solide  mobile  autour  dhin  point  fixe.  — 
Prenons  un  corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  O  et  calculous 
I'energie  d'acceleration  S,  en  rapportant  le  mouvement  a  un  systeme 
d'axes  O.ryz.  mobiles  a  la  fois  dans  le  corps  et  dans  l'espace.  Appe- 

Ions  Q  la  rotation  instantanee  du  triedre  Oxyz  et  P,  Q,  R  ses  composantes 

suivant  les  axes,  w  la  rotation  du  corps  et  p,  q,  r  ses  composantes.  Une 

molecule  m  du  corps  de  coordonne'es  x,  y,  z  possede  une  vitesse  absolue  v 
de  projections 

vx=qz  —  ry,   

>- 

Gette  molecule  possede  une  acceleration  absolue  J  ayant  pour  projec- 
tions 

(n)  Jx=  i  p*-4-  Q^-r  R^y?   ? 


comme  il  resulte  de  ce  que  J  est  la  vitesse  absolue  du  point  de  coordon- 
iu;es  vXl  i'y,  vz.  On  a,  en  appelant  p',  q',  r  les  derivees  de  p,  q,  r  par  rap- 
port au  temps, 

dvx         dz        dy  ,  . 

-7T  ■■■■ 

Or,       )  ^>  projections  de  la  vitesse  relative  de  la  molecule,  par 

rapport  aux  axes  Oxyz,  sont 

cai  la  vitesse  relative  est  la  difference  geometrique  entre  la  vitesse  absolue 
el  la  vitesse  d'entrainement.  D'apres  cela,  on  a  1'expression  suivante  de  Jx 
que  nous  ordonnons  par  rapport  a  x,  y,  z  : 

(12)  Ja:  =  —  x(q*  +r*)+y  [q(p—  P)-+-/?Q  — r] 

+  z[r(p-P)+pR+q']. 

I  »n  a  de  nieme  J,  et  J-,  et  enlin 

2S  =  2m(J*-+-J*H-  Jl). 
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Le  calcul  de  cette  somme  se  fait  alors  aisement.  On  voit  que,  dans  le 
resultat,  figureront  les  quantites  Smx2,  Z,my-,  Zmz2,  1,/nyz,  2  mzx, 
Zmxy,  faciles  a  exprimer  a  Paide  des  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F  de 
I'ellipsoi'de  d'inertie,  relatif  au  point  O,  rapporte  aux  axes  Oxyz. 

Pour  simplifier,  nous  ecrirons  ici  cette  somme  en  supposant  que  les 
axes  Oxyz  sont  des  axes  prinripaux  d'inertie  au  point  Oi  et  en  appe- 
lant A,  B,  G  les  moments  d'inertie  par  rapport  a  ces  axes;  nous  avons 
alors,  en  nous  bornant  aux  termcs  en  p  ,  q\  r  : 

(i3)    2.S  =  kp'*H-  tic/1-*-  Gr'2-h2[(C  —  B)  qr  h-  A(rQ  —  q\\)\p 

-f-2[(A—  C)rp  +  B(/?R—  rP)]q' 
-f-  2[(B  -  k)pq  -f-  C(qP -pQ)]  r'n-.... 

Equations  d^Euler.  —  Prenons  comme  axes  mobiles  trois  axes  invaria- 
blement  lies  au  corps  et  coincidant  avec  trois  axes  principaux  d'inertie. 

Nous  aurons  alors 

P=jP,       Q  =  f,       K  =  r, 
2S  =  A/Z^-h  B^+Cr'2 

H-  2 (  C  —  B )  y/y/  -h  2  (  A  —  C )  rpq'  -h  2(  B  —  A ) pqr  -b  

Appelons  L,  M,  N  les  sommes  des  moments  des  forces  appliquees  par 
rapport  aux  axes,  et 

5a,     o;jl,  ov 

les  angles  elementaires  dont  il  faut  faire  tourner  le  corps  autour  des  axes 
pour  l'amener  d'une  position  a  une  position  infiniment  voisine.  Nous  ferons 
jouer  a  X,       v  le  role  des  parametres  q^  q2,         qk-  On  a,  d'une  part, 

S(X  hx  •+■  Y  8j  -+-  Z  oz)  =  L  8X  h-  M  8|x  -t-  N  ov  ; 

et,  d'autre  part,  les  composantes  p,  q,  r  de  la  rotation  instantanee  du 

corps  sont 

d\      ,  .  du.        .  a\  , 

P=(Tt=l'      r'=dt=^'  r=di=v- 

La  fonction  S  est  alors 

S  =  -(A.X"a-f-  B;jl"2+  Gv"2) 

h-(G  —  B)H.'v'X"-+-(A  —  G)v'X'[jl"h-(B  —  A))/[x'v"  +  ..., 


ou  les  termes  non  ecrits  ne  contiennent  pas  X",  jj.",  v".  Les  equations  du 
mouvement  sont  done 
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La  premiere,  par  exemple,  s'ecrit 

Ar+(C-H)|x'v'  =  L ; 
d'apres  les  valeurs  de  p,  q,  r,  c'est  precisement  une  des  equations  d'Euler. 

Corps  de  revolution  suspendu  par  un  point  0  de  son  axe.  —  Menons 
par  0  un  axe  fixe  O  z\,  et  prenons,  com  me  au  n°  4-00  {fig.  234),  pour 
axe  O:  l'axe  de  revolution,  pour  axe  Ox  la  perpendiculaire  au  plan  zOz\, 
et  pour  axe  O  r  la  perpendiculaire  au  plan  .2:0,3.  Quand  la  position  du 
triedre  Oxyz  est  connue,  pour  avoir  celle  du  corps,  il  suffit  de  connaitre 
Tangle  f  que  fait  avec  Ox  un  rayon  issu  de  O  et  invariablement  lie  au 
corps  dans  le  plan  des  xy  :  la  derive'e  ?'  de  cet  angle,  par  rapport  au  temps, 

represente  la  rotation  propre  du  corps  autour  de  Oz.  La  rotation  oj  du 

corps  est  alors  la  resultante  de  la  rotation  Q  du  triedre  et  de  la  rotation 
On  a  done 

P  ==  I\-       ?  =  <R       r  =  R  +  cp'. 
La  fonction  S,  definie  par  l'expression  (i3).  devient  alors,  puisque  A  =  B  : 
( i4)      oS  =  A  (p'*-hq'*)  -h  Gr'2-f-  2(AR  —  Gr)  (pq1 —  qp')+.... 

Soient  encore  oX,  ou,  Sv  les  angles  elementaires  dont  il  faut  faire  tourner 
le  corps  autour  des  axes  O  r,  Oy,  Oz  pour  l'amener  d'une  position  a  une 
position  voisine,  et  L,  M,  N  les  moments  des  forces  par  rapport  aux  axes 
Ox,  y,  z, ;  on  a  comme  plus  haut, 

p  ==  A",       q  —  \x"  ■       r  —  v"} 

et  les  equations  du  mouvement  sont 

e'est-a-dire,  puisque  la  composante  R  de  la  rotation  Q  ne  depend  pas 
de  A",  ji.",  v", 

A/>'  —  (AR  —  Cr)q  =  L, 
Ay' -J-  (AM  —  Cr)/>  =  M, 
Gr'  =N. 

On  retrouve  ainsi  les  equations  (6i)  du  nH  400. 


167.  Theoreme  analogue  au  theoreme  de  Koenig.  Application 
au  cerceau.  —  Soient,  dans  un  syseme,  x,  r,  3  les  coordonnees 
absolues  d'un  point  de  masse  m:  '£.  ry,  £  les  coordonnees  du  centre 
de  irravite  G,  et  x*,  n,  z*  les  coordonnees  relatives  d'un  meme 
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point,  par  rapport  a  des  axes  G#i,  ri,  parallcles  aux  axes  fixes 
et  menes  par  G.  Appelons  J0  ^acceleration  absolue  du  point  G 

Jt  I'acceleration  relative  du  point  w,  par  rapport  aux  axes  Gx\. 

Ji  =  ^i2  +  yr  +  -?. 
Designons  enfin  par  M  la  masse  totale  du  systeme.  On  a 

x"  =  £"  -+-  x\ ,       y"  =  if  +  y\ ,       z"  =  X?  +  z\ . 
Calculons  alors  Yenergie  d  'acceleration 

cn  remarquant  que, 

^mxi,  ^w/i, 
etant  nuls,  on  a  aussi 

on  trouve 

i    >      i  >- 

ce  qu'on  peut  ecrire 

S  =  i  MJJh- 

•en  appelant  S1  l'energie  d'acceleration  calculee  dans  le  mouve- 
ment  relatif  autour  du  centre  de  gravity. 

On  a  ainsi  un  theoreme  analogue  au  theoreme  de  Koenig  pour 
la  force  vive. 

Reprenons  avec  cette  nouvelle  methode  le  probleme  du  cerceau  traite 
au  n°  411  {fig.  244)  avec  les  memes  notations. 

Prenons  la  masse  du  cerceau  pour  unite;  appelons  J0  Tacceleration  du 
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point  G  et  Ji  l'acceleration  relative  d'un  point  m  du  cerceau  par  rapport 
a  des  axes  de  direction  fixes  Gxi,  jki ,  Zi  passant  par  G.  En  appliquant  le 
precedent  theoreme  analogue  an  theoreme  de  Kcenig,  on  a 

S  =  ij§-f.Sl. 

Le  mouvement  relatif  du  cerceau  autour  du  point  G  est  le  mouvement 
d'un  corps  de  revolution  suspendu  par  un  point  de  son  axe.  En  appliquant 
a  ce  mouvement  les  notations  du  numero  precedent  on  a,  d'apres  (i4)> 

2St  =  A(/>'2  +  q'-)-+-  C/'-+2(AR-  Gr)pq'  —  qp')^-.  .  .. 

II  reste  done  a  calculer  J 5.  Pour  cela  appelons  u,  v,  w  les  projections  de 
la  vitesse  absolue  du  point  G  sur  les  axes  Gx,  Gy,  Gz  :  pour  exprimer 
que  le  cerceau  roule,  il  faut  ecrire  que  le  point  materiel  du  cerceau  qui  se 
trouve  en  contact  avec  le  sol,  au  point  H,  a  une  vitesse  nulle.  On  a  ainsi 

(id)  u  -+-  ar  =  0,       v  =  o,       w  —  ap  =  o. 

Comme  la  rotation  instantanee  du  triedre  Gxyz  est  Q,  l'acceleration 
absolue  du  point  G  a  pour  projections  sur  les  axes  Gx,  Gy,  Gz  : 

du 

e'est-a-dire,  d^apres  (i5), 

—  a(r'—  Qp),    —  a{Vp  -b  Rr),  aQo'+Qr), 
et  Ton  a,  en  faisant  la  somme  des  carres  et  remarquant  que  P  —  p,  Q  =  q, 
J 2  ==  a-(p'--\-  r'2)  —  ?.a^q(pr' —  rp' )-+-.  . 

ou  nous  n'ecrivons  pas  les  termes  ne  contenant  pas  p ' ,  q' ,  r'r  On  a  done 
en  fin 

2S  =5  (  A  H-  a2 )  pi  -h  kq'--h  (G  -+-  a* )  r'2 

-h  2(  AR  —  Cr)  {pq  —  qp')  —  2a2q(pr'  —  rp')-h.... 

Appelons  encore 

OA,      0{JL,  ov 


les  angles  infiniment  petils  dont  il  faut  faire  tourner  le  cerceau  autour  des 
axes  Gx,  Gy,  Gz,  pour  l'amener  d'une  position  a  une  position  infiniment 


3q8 
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voisine.  Ges  quantites  sont  arbitraires  et  determinent  completement  le 
deplacement  du  cerceau.  Nous  prendrons  a,  fx,  v  comme  parametres  ql} 

qtj  . . .,  <[k  (k  —  3),  et  nous  aurons  encore 

p  =  =  ^  =  V; 

Nous  pouvons  alors  ecrire  les  premiers  mernbres  des  equations  du  mou- 
vement  telles  que  (10).  II  reste  a  calculer  les  deuxiemes  mernbres.  Pour 
cela  il  faut  calculer  la  somme  des  travaux  des  forces  appliquees  : 

(X&t  +  Yoj-hZos) 
et  la  mettre  sous  la  forme 

L'     -h  M'  ojj.  -+-  N'  6v  ; 

L',  M',  N'  seront  les  deuxiemes  mernbres  des  equations.  Ces  quantites  ont 
une  signification  simple.  Menons  par  le  point  de  contact  II  avec  le  sol  trois 
axes  Hx',  Hj',  Hz'  paralleles  aux  axes  Gx,  Gy,  Gz  :  L',  M',  N'  sont 
respectivement  les  sommes  des  moments  des  forces  appliquees  prises  par 
rapport  a  ces  nouveaux  axes.  En  effet,  la  vitesse  de  la  molecule  placee 
en  H  etant  nulle  dans  un  deplacement  compatible  avec  les  liaisons,  le 
de'placement  infiniment  petit  du  cerceau  est  le  deplacement  resultant  de 
trois  rotations  elementaires  8X,  ou,  ov  autour  des  axes  Hx',  Hy',  Hz',  sans 
deplacement  de  H;  ce  qui  demontre  la  proposition. 

Si  la  seule  force  appliquee  est  le  poids  g  applique  en  G,  on  a  evidemment 

L'  =  —  ga  cos®,       M'  =  6,  N'=o. 

Les  equations  du  mouvement  sont  alors 

dS  '  OS  dS 

-=-gacost,        ^r=o,  ^=o, 

e'est-a-dire,  d'apres  la  valeur  de  S, 

(A  +  a2)/ —  (  AR  —  Cr)  q  -+-  a2  qr  =  —  ga  cos  0, 
A?'+(AR  —  Cr)p  =  o, 
(  C  -+-  a- )  r  —  a2 pq  =  o, 

dont  les  deux  dernieres  sont  identiques  aux  equations  (9)  et  (10)  du  n°  411 
et  la  premiere  a  l'e'quation  de  Lagrange  relative  a  8  (n°  464). 

On  traitera  de  la  meme  facon  le  probleme  general  du  roulement  d'un 
corps  pesant  de  revolution  quelconque  sur  un  plan.  [Voir  Develnppements 
sur  une  forme  nouvelle  des  equations  de  la  Dynamique,  par  P.  Appell 
{Journal  de  Mathematiques  de  M.  Jordan^  t.  VI,  fasc.  1,  1900,  p.  33).] 

Le  mouvement  d'une  sphere,  assujettie  a  rouler  sur  une  surface  de 
revolution,  a  ete  etudie  par  M.  Fritz  Ncether,  a  Erlangen,  dans  une  these 
presentee  a  l'Universite  de  Munich  en  1909  (Teubner,  editeur). 
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168.  Les  equations  du  mouvement  obtenues  en  cherchant  le 
minimum  d'une  fonction  du  second  degre.  —  Si  Yon  forme  la 
fonction 

R  =  S  -  (Q.r/t  +  Qsfir'i +  .  • .+  Qk  fk) 

qui  conlienl  les  quantites  q"  au  deuxieme  degre,  on  voit  que  les 
equalions  du  mouvement  (9)  peuvent  s'ecrire 

dR  dR  dR 

(16)  -—-=0,       —-=o,  -—-=<). 

dq\  dq\  dq'k 

Ce  sont  les  equalions  que  Ton  aurait  a  ecrire  pour  trouver  les 
valeurs  de  q\,  q"2,  .  .  . ,  q"k  rendant  R  minimum.  Inversement  les 
valeurs  des  q"  tirees  de  ces  equations  rendent  R  minimum,  car  les 
lermes  homogenes  du  deuxieme  degre  de  R  proviennent  de  S  et 
constituent  une  forme  quadratique  definie  positive.  Gomme  les 
valeurs  des  q"  determinent  les  accelerations,  on  peut  interpreter 
ce  resullat  en  disant  que  les  valeurs  des  accelerations  a  chaque 
instant  rendent  R  minimum. 

Dans  cet  enonce,  on  peut  remplacer  la  fonction  R  par  toute 
autre  fonction  qui  en  differe  seulement  par  des  termes  independants 
des  accelerations,  par  exemple  par  les  deux  fonctions  suivantes  : 

I  2  Jn  C(  mX"~  X)'2  +  ( mf~  Y  )2  +  (  m  Z"~  Z  )2  ]- 

Le  fait  que  les  accelerations  rendent  cette  derniere  fonction 
minimum  est  une  consequence  du  principe  de  la  moindre  con- 
tra inle  de  Gauss,  sur  lequei  nous  reviendrons  a  la  fin  du  Chapitre 
suivant. 

469.  Sur  rimpossibilite  de  caracteriser  un  systeme  non  holonome 
par  la  seule  fonction  T.  —  Ouand  les  liaisons  d'un  systeme  sans  frotte- 
ment  peuvent  etre  exprimees  en  termes  finis  et  quand  on  emploie  des 
parametres  qui  sont  de  veritables  coordonnees,  les  equations  de  Lagrange 
sont  applicables.  Supposons,  pour  simplifier,  qu'il  existe  une  fonction  de 
forces  U.  On  peut  alors  ecrire  les  equations  du  mouvement  des  que  Ton 
connail  les  expressions  de  la  demi-force  vive  T  et  de  U  en  fonction  des 
parametres  independants. 

Si,  au  contraire,  les  liaisons  nc  peuvent  pas  s'exprimer  toutes  par 
des  relations  en  termes  finis,  on  ne  peut  plus  appliquer  les  equations  de 
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Lagrange;  pour  ecrire  les  equations  du  mouvement,  il  suffit  deconnaitre  U 

i  ^  > 

et  Tcnergie  d'acceleration  S  =  ~^^m^2  composee  avec  les  accelerations 

corame  T  avec  les  vitesses.  Mais  cela  est-il  ne'cessaire  ? 

Ne  pourrait-il  pas  exister  des  equations  du  mouvement,  plus  generales 
que  celles  de  Lagrange,  applicables  a  tous  les  cas  et  n'exigeant,  pour  etre 
ecrites,  que  la  connaissance  des  deux  fonctions  T  et  U  ?  Nous  allons  mon- 
trer  que  de  telles  equations  n'existent  pas.  Pour  cela,  nous  indiquerons 
deux  systemes  difl'erents  dans  lesquels  les  fonctions  T  et  U  sont  identi- 
quement  les  memes  sans  que,  cependant,  les  equations  du  mouvement 
soient  les  memes. 


Premier  systeme.  —  Imaginons  un  solide  pesant  qui  remplisse  les  con- 
ditions suivantes  : 

i°  Le  solide  est  termine  par  une  arete  vive  ayant  la  forme  d'un  cercle  K 
de  rayon  a; 

2°  Le  centre  de  gravite  G  du  corps  est  situe  au  centre  du  cercle  K; 
3°  L'ellipsoide  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravite  G  est  de  revolution 
amour  de  la  perpendiculaire  Gz  au  plan  du  cercle. 

Supposons  ensuite  que  le  corps  solide  ainsi  constitue  soit  assujetti  a 
rouler  sans  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe,  qu'il  touche  par  Tarete  cir- 
culaire  K. 

Soit,  comme  au  n°  411,  Gzi  la  verticale  ascendante  menee  par  G;  pre- 
nons  comme  axe  Gx  la  perpendiculaire  au  plan  zGzi  et  comme  axe  Gj 
la  perpendiculaire  au  plan  xGz.  Gx  est  alors  une  horizontale  du  plan  du 
cercle  K  et  Gy  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan  aboutissant  au 
point  par  lequel  le  cercle  touche  le  plan  fixe.  Designons  par  0  Tangle  de 
Gz  avec  la  verticale  ascendante  Gzi  et  par  l'angle  de  Gx  avec  une  hori- 
zontale fixe.  Ges  deux  angles  determinent  l'orientation  du  triedre  Gxyz. 
Pour  fixer  la  position  du  corps  solide  par  rapport  au  triedre  Gxyz,  il 
suffit  de  connaitre  Tangle  o  que  fait  un  rayon  de  cercle  K,  invariablement 

lie  au  corps  avec  Taxe  G#.  La  rotation  instantanee  to  du  corps  est  alors  la 

resultante  de  la  rotation  du  triedre  et  d'une  rotation  —  =  c'  autour  de  Gz. 

dt 

Les  composantes  p,  q7  r  sont  done 

p  =  6',       q  —  'V  sin  0,       /•  =  <|/cos  0  +  z' . 

D'autre  part,  la  condition  que  le  cercle  K  roule  montre  que  le  carre  de 
la  vitesse  du  centre  de  gravite  G  est  a2(p--h  r-).  En  definitive,  en  prenant 
la  masse  du  corps  comme  unite  et  appelant  A  et  C  les  moments  d'inertie 
par  rapport  a  Gx  et  Gz,  on  a 

2T  =  a*(p*+  /-a).*.  k(pi~  q*)  +-  Crs, 
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d'ou,  pour  l'expression  definitive  des  fonctions  T  et  U, 

I  2T  =  A<|'2  sin'-o  +(Af  «2)  0'*-:-  (C     a2)(d/cos  0  -+-  cp')2, 

(1)  (    U=  — ^asinO. 

Deuxieme  systeme.  —  Soit  un  deuxieme  corps  pesant,  de  meme  forme, 
de  meme  rayon  a  et  de  meme  masse  que  le  precedent.  Imaginons  que  la 
distribution  de  la  masse  soit  differente,  de  telle  fecon  qu'en  appelant  Ai 
et  Gi  les  moments  d'inertie  analogues  a  A  et  C  on  ait 

A i  =  A,       Gi  =  G  -+-  a-. 

Assujettissons  ce  corps  aux  deux  liaisons  suivantes  :  le  corps  touche,  par 
l'arete  circulaire  K,  un  plan  horizontal  fixe  Pi  sur  lequel  il  peut  glisser 
sans  frottement;  le  centre  de  gravite  G  du  corps  glisse  sans  frottement 
sur  une  circonference  verticale  fixe  dont  le  rayon  est  a  et  dont  le  centre  0 
est  dans  le  plan  fixe  P4. 

Pour  exprimer  ces  liaisons,  prenons  les  memes  axes  mobiles  Gxyz  et  les 
memes  notations  que  plus  haut;  appelons  £,  r\,  t,  les  coordonnees  absolues 
du  point  G'par  rapport  a  deux  axes  0£  et  Ot\  du  plan  Pi  et  une  verticale 
ascendante  O'C-  On  peut  supposer  que  la  circonfe'rence  verticale  fixe, 
de'erite  par  G,  est  dans  le  plan  £0£;  on  a  alors 

Premiere  liaison  :  £  =  a  sin0; 
Deuxieme  liaison  :  y\  =  o,    ^2-f-     =  a- ; 

d'ou,  evidemment, 

\  =  a  cos  0 

On  a,  dans  ces  conditions, 

2  Ti  =  r2 "+"  -n'2  +  C2  +  A!  (p*  +  q* )  +  Gi  r\ 
ou,  d'apres  les  valeurs  de  ^,  i\,  £,  Ai  et  Ci, 

(  2T1  =  AtL'2  sin20  -f-  ( A  -h  a2 )  0'2  -4-  (  G  -f-  a2 )  ( *V  cos  8  -f-  cp')2, 

( 2 )  < 

f    Ui  =  —  ga  sin  0. 

On  voit  que  les  fonctions  T  et  Ti,  U  et  Ui  sont  identiques  :  cependant, 
les  equations  du  mouvement  sont  differentes,  car  les  equations  de  Lagrange 
s'appliquent  au  deuxieme  systeme  et  ne  s'appliquent  pas  au  premier.  C'est 
ce  que  nous  voulions  montrer. 

On  peut  remarquer  que,  sur  les  trois  equations  du  mouvement,  deux 
peuvent  £tre  amenees  a  avoir  la  meme  forme  dans  les  deux  systemes  :  en 
effet,  l'integrale  des  forces  vives  est  evidemment  la  meme  pour  les  deux; 
de  plus,  on  a  le  droit  d'ecrire  pour  le  premier  systeme  l'equation  de 
Lagrange  relative  a  0  (n°  164),  ce  qu'on  peut  faire  evidemment  pour  le 
deuxieme.  Mais  les  troisiemes  equations  sont  diflerentes  dans  les  deux 
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mouvements;  pour  le  deuxieme  systeme,  on  ;i  l'integrale  r  =  r0  qui 
n'existe  pas  pour  le  premier. 

fl  va  de  soi  que  la  difference  entre  les  deux  mouvements  apparait  imme- 
diatement  si  Ton  forme  les  deux  fonctions  S  et  Si. 

Remarque  sur  les,  liaisons  exprimees  par  des  relations  non  lineaires 
par  rapport  aux  composantes  des  vitesses.  —  Les  liaisons  non  holonomes, 
telles  que  les  roulements,  considerees  jusqu'ici,  s'expriment  par  des  rela- 
tions lineaires  entre  les  differentielles  des  coordonnees  determinant  la 
configuration  des  systemes.  Mais  on  peut  considerer  des  liaisons  plus  gene- 
rales,  exprimees  par  des  relations  non  lineaires  entre  ces  differentielles. 
Le  principe  du  n°  468  permet  encore  de  traiter  ces  questions  (Appell, 
Comptes  rendus,  8  mai  191 1,  et  Bendiconti  di  Palermo,  1911.) 


VII.  -  LIAISONS  COMPORTANT  UN  ASSERVISSEMENT. 

470.  Asservissement.  —  Dans  une  these  remarquable  soutenue  en 
novembre  1922  devant  la  Faculte  des  Sciences  de  Paris  et  relative  a 
V Etude  theorique  des  compas  gyrostatiques  Anschutz  et  Sperry,  M.  Henri 
Beghin  a  introduit  la  notion  nouvelle  d'asservissement. 

II  existe  une  categorie  importante  de  mecanismes  qui  realisent  les  liai- 
sons par  une  methode  toute  differente  de  celles  qui  viennent  d'etre  exami- 
nees. Pour  ces  mecanismes,  on  ne  peut  /aire  abstraction  du  mode  de 
realisation  des  liaisons. 

Les  liaisons  realisees  par  ces  mecanismes  peuvent  etre  quelconques;  elles 
sont  le  plus  souvent  holonomes.  Mais,  au  lieu  que  ces  realisations  soient, 
pour  ainsi  dire  passives,  obtenues  par  simple  contact,  elles  utilisent 
des  forces  quelconques  (forces  electromagnetiques,  pression  d'air  corn- 
prime,  etc.)  en  un  mot,  des  sources  d 'energie  auxiliaires,  qui  entrent 
en  jeu  automatiquement,  et  sont  automatiquement  dosees  de  maniere 
a  realiser  a  chaque  instant  telle  ou  telle  liaison.  On  peut  meme  ima- 
giner  un  etre  anime  agissant  par  contact,  et  reglant  son  action  de  maniere 
a  realiser  telle  ou  telle  liaison. 

Soit  un  solide  2,  par  exemple  un  disque,  mobile  autour  d'un  diametre  A 
sous  I'influence  de  certaines  forces  donnees.  Un  solide  Si,  par  exemple  un 
anneau  concentrique,  de  diametre  A,  est  mobile  autour  de  A  sans  avoir 
aucun  contact  avec  2.  L'anneau  1^  porte  une  roue  dentee  a  d'axe  A,  engre- 
nant  avec  un  pignon  b  cale  sur  l'arbre  d'un  moteur  M.  II  est  facile  d'ima- 
giner  un  dispositif  (*)  qui,  sans  agir  directement  ni  sur  2  ni  sur  Si,  mette 
le  moteur  M  en  marche,  dans  un  sens  ou  dans  1'autre,  toutes  les  fois  que  2 


i1)  Voir  la  description  du  Compas  Sperry  (The  Sperry  Gyrocompass,  7). 
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et  Si  ne  sont  pas  dans  un  merae  plan.  Si  a  et  at  sont  les  azimuts  de  S  et 
de  Si,  la  liaison 

a  == 

se  trouve  ainsi  realisee  :  de  sorte  que  Vanneau  2t  suit  le  disque  S  dans 
tons  ses  mouvements  autour  de  A,  sans  etre  entraine  par  lui.  II  est 
evident  que  la  maniere  dont  se  comporte  ce  systeme  n'a  rien  de  commun 
avec  la  maniere  dont  il  se  comporterait  si  2  entrainait  par  contact 
direct  :  si,  par  exeinple,  un  petit  ressort  fixe  a  24  s'appuie  sur  2,  le 
systeme  prendra  une  rotation  uniformement  acceleree  dans  le  cas  de  Tas- 
servissement,  alors  qu'il  resterait  evidemment  immobile  dans  la  seconde 
li\  potliese. 

Quelles  sont,  dans  l'exemple  precedent,  les  forces  de  liaison  du  systeme? 
Si  je  considere  le  systeme  SSl5  ces  forces  sont,  d'une  part,  les  reactions  le 
long  de  Faxe  A  qui  sont  des  forces  de  liaison  ordinaires,  et  les  reactions  du 
pignon  b  sur  la  roue  a.  Ces  reactions,  qui  jouent  un  role  capital  dans  le 
probleme,  ont  un  caractere  tout  a  fait  special,  car  le  pignon  b  (obstacle 
etranger)  qui  les  exerce  n'est  pas  fixe,  ni  de  mouvement  connu  d'avance  en 
fonction  de  t  :  c'est  un  obstacle  dont  la  position  est  connue  d^avance 
en  fonction  des  parametres  (ici  a,  a1 )  dont  depend  le  systeme  consi- 
dere SSi. 

Si  j'englobe  dans  le  systeme  considere  le  rotor  R  du  moteur  M,  les  forces 
de  liaison  sont,  outre  les  actions  de  contact  des  obstacles  fixes  et  les 
actions  au  contact  RSj,  qui  sont  des  forces  de  liaison  ordinaires,  les 
actions  electromagnetiques  auxquelles  le  rotor  est  soumis  de  la  part  du 
stator.  Ces  forces  ont,  en  effet,  le  caractere  des  forces  de  liaison  :  elles  sont 
inc  >nnues,  mais  on  sait  qiCelles  ont  la  valeur  qiCil  faut pour  assurer  la 
liaison  consideree. 

Dans  tout  deplacement  elementaire  compatible  avec  la  liaison  a  =  a4, 
les  forces  de  liaison  ordinaires  ont  un  travail  nul ;  au  contraire,  les  autres 
forces  de  liaison  —  qu'il  s'agisse  des  reactions  d^bstacles  etrangers  dont 
la  position  depend  des  parametres  a,  al3  ou  de  ces  actions  electromagne- 
tiques  s'exercant  a  distance  sur  le  rotor  —  ont  un  travail  different  de  ze'ro. 
Et  c'est  en  cela  que  les  mecanismes  comportant  un  asservissement  se  dis- 
tinguent  des  autres. 

Etude  g6nerale  des  mecanismes  comportant  un  asservissement . 
Principe  de  cPAlembert.  —  Soit  un  systeme  materiel  S  ne  presentant 
aucune  cause  de  dissipation  d'cnergie.  Snpposons,  en  outre,  qu'aucune  partie 
de  ce  systeme  ne  soit  susceptible  de  contraction  ou  de  dilatation,  a  l'ex- 
ception  de  ce  qui  sera  admis  ci-dessous. 

En  tenant  compte  des  contacts  qui  lui  sont  imposes,  ce  systeme  est 
suppose  dependre  d'un  nombre  limite  h  de  parametres  q[y  q*,...,  q/n  de 
telle  maniere  que  les  coordonne'es  x,  y,  z  de  chaque  element  de  £  soient 
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des  fonctions  connues  cTavance  de  ces  parametres  et,  peut-etre  aussi,  du 
temps  t  : 

(1)  ^  =f(r/lf  </,,  .. .,qh)  0;     r=.--;  z=.... 

Certains  des  obstacles  etrangers  avec  lesquels  2  est  en  contact  sont 
fixes,  ou  dependent  de  t;  d'autres,  par  suite  des  contacts  imposes,  sont 
supposes  dependre  d'un  certain  nombre  k  des  parametres  precedents, 
soit^i,...,  q/c,  et,  peut-etre  aussi,  de 

Ces  conditions  de  contact  sont  des  liaisons  holonomes  par  contact. 

Supposons  en  outre  le  systeme  soumis  a  certaines  liaisons  non  halo- 
nomes,  c'est-a-dire  que  les  parametres  qY,...,  q/t  sont  lies  par  un  certain 
nombre  p  de  relations  differentielles  exprimant  des  conditions  de  roule- 
ment  sans  glissement  ou  sans  pivotement  en  certains  contacts.  Ces  relations 
permettraient  d'exprimer  les  p  variations  elementaires 

dqn+u    dqn+z,  dqn+p       (n-^p  =  h), 

en  fonction  de  dqt,  <lq1:. .  . ,  dqn  et  de  dt\  elles  sont  de  la  forme 

^  Ai  dq{  +  ...+  Aji  dqh  -h  A  dt  =  o. 

(2)  (p  relations)  I  Bi  dq\  -h . . .  H-  Bh  dqh  -4-  B  dt  ==  o, 


Ces  conditions  sont  des  liaisons  non  hnlononies  par  contact.  Ce  sont  ces 
deux  seuls  types  de  liaisons  que  Ton  rencontre  dans  les  problemes  courants. 

Dans  tout  de'placement  elementaire  compatible  avec  les  liaisons,  telles 
qu'elles  existent  a  1'instant  t,  c'est-a-dire  dans  lesquelles  ot  est  nul. 
et  8(7,,...,  §qn  arbitraires,  les  reactions  mutuelles  entre  les  corps  du 
systeme  ont  un  travail  nul,  ainsi  que  les  reactions  d'obstacles  fixes  ou 
dependant  de  t.  Je  dirai  que  ces  reactions  sont  des  forces  de  liaison  de 
premiere  espece. 

Le  systeme  2  est  suppose  soumis,  en  outre,  a  d'autres  liaisons,  que 
^appellerai  liaisons  par-  asservissement .  s'exprimant,  elles  aussi,  par  des 
equations  finies  ou  par  des  equations  differentielles  lineaires,  mais  realisees 
au  moyen  de  forces  tout  a  fait  differentes  :  ces  forces,  que  j'appellerai  forces 
de  liaison  generalisees  ou  de  deuxieme  espece,  sont  appliquees  a  des  corps 
du  systeme  :  elles  peuvent  etre  exterieures  ou  interieures. 

Dans  le  premier  cas,  ce  sont,  soit  des  actions  a  distance,  electromagne- 
tiques  ou  autres,  qui  sont  reglees  automatiquement  de  maniere  a  assurer 
la  liaison  finie  ou  diflerentielle  qu'elles  sont  chargees  de  realiser,  soit  les 
actions  de  contact  des  obstacles  etrangers,  dont  la  position  a  ete  supposee 
dependre  de  qu...,  q^,  t,  dont  le  mouvement  doit  etre  regie  automa- 
tiquement de  telle  maniere  que  certaines  equations  finies  ou  differentielles 
soient  verifiees  a  chaque  instant  par  les  parametres  q. 

Dans  le  deuxieme  cas,  c'est-a-dire  si  ces  forces  de  liaison  de  deuxieme 
espece  sont  interieures,  ce  sont,  soit  des  actions  a  distance,  electromagne- 
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tiques,  soit  des  efforts  interieurs  dans  des  corps  susceptibles  de  contraction 
ou  de  dilatation  (air  comprime,  muscles  d'un  etre  anime),  effort  qui  sont 
regies  automatiquement  —  par  exemple,  par  la  volonte  de  l'etre  anime  — ■ 
de  maniere  a  realiser  telle  ou  telle  liaison.  Sauf  cette  exception,  le  systeme 
ne  sera  pas  suppose  compressible. 

Le  systeme  2  pourra  etre  constitue  par  un  moteur  electrique  dont  la 
vitesse  <o  serait  independante  de  la  charge,  comme  serait,  par  exemple, 
dans  certaines  limites,  un  moteur-derivation.  La  liaison  d'asservissement 
ainsi  realisee  serait  de  la  forme 

r/6  =  ta  dt. 


Le  systeme  pourra  etre  constitue  par  un  cycliste  et  sa  machine  ;  le  cycliste 
pourra  contracter  ses  muscles,  non  pas  d'une  quantite  donnee,  mais  d'une 
quantite  dosee  de  telle  maniere  que  certaines  liaisons  se  trouvent  re'alisees : 
il  reglera  Taction  de  ses  jambes  de  maniere  a  realiser  une  vitesse  angulaire 
constante,  ou  bien  il  contractera  les  muscles  du  corps  de  maniere  a  realiser 
une  inclinaison  du  cadre  fonction  de  t,  etc.  Les  methodes  indiquees  ci- 
dessous  permettront  d'etudier  la  variation  des  parametres  inconnus. 

On  pourrait  imaginer  aussi,  comme  application,  un  navire  2  dont  une 
partieadela  cargaison  serait  mise  en  mouvement  automatiquement  par  un 
moteur  de  maniere  a  realiser  certaines  liaisons  :  on  pourrait,  par  exemple, 
comme  condition  d'asservissement,  obtenir  que  le  navire  restat  constam- 
ment  vertical,  ce  qui  realiserait  un  stabilisateur  de  roulis;un  petit  appareil 
gyrostatique,  base  sur  le  principe  du  stabilisateur  Schlick,  indiquerait  a 
bord  la  verticale  vraie;  le  moteur  d'asservissement  entrerait  cn  action  des 
que  cette  verticale  ne  serait  pas  dans  le  plan  de  symetrie  du  navire.  On 
pourrait  ainsi  regler  le  mouvement  de  <r  de  maniere  a  realiser  telle  relation 
entre  sa  position  et  Pinclinaison  du  navire.  On  pourrait  ainsi  changer  a 
volonte  la  periode  d'oscillation  du  navire  et  eviter,  le  cas  echeant,  le  syn- 
chronisme  de  la  houle.  On  pourrait  regler  le  mouvement  de  a  de  maniere 
a  realiser  telle  relation  entre  sa  position  et  la  vitesse  angulaire  du  navire, 
ce  qui  permettrait  d^mortir  les  oscillations,  etc.  Les  forces  de  liaison  de 
deuxieme  espece  seraient  ici  les  actions  mutuelles  de  2  et  de  a. 

Un  systeme  materiel  presentant  des  forces  de  liaison  de  deuxieme  espece 
sera  dit  comporter  un  asservissement.  II  est  manifeste  que  le  travail 
virtuel  des  forces  de  liaison  de  deuxieme  espece  est  generalement  dif- 
ferent de  zero. 

Ges  definitions  posees,  imaginons  que  les  relations  d'asservissement 
soient  au  nombre  de  r,  les  une  finies,  les  autres  differentielles,  de  la 
forme 

(3)    (r  relations) 

I  £  i  dq  i  -+-  Eg  aqz  H-  .  .  .  ■+■  £  /,  <fq /t  -+-  £  dt  =  o,  .... 


Les  deplacements  virtuels  du  systeme,  compatibles  a\ec  les  liaisons  par 
contact,  telles  qu'elles  existent  a   l'instant    t(ot  —  o),   s'obtiennent  en 
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prenant  arbitrairement  h—p  des  variations  elementaires  oq1:  or//,; 
les  p  autres  etant  definies  par  les  relations  (i)  qui  se  reduisenf  ici  h 

I   A,  oqi  4-...-+-  \h  Zqh  —  o. 
(2')  (/(relations)  /  P>,  8^  -+- .  .  .  h-  15/,  oqh  —  0, 


Parmi  ces  deplacements,  il  en  existe  pour  Iesquels  on  peut  affirmer 
a  priori  que  le  travail  des  forces  de  liaison  de  deuxieme  espece  est  nul, 
sans  connaitre  autre  chose  que  leur  mode  d'action;  nous  supposons  que  ce 
soiertt  ceux  qui  verifient  simultanement  les  j  relations 


(4)  (j  relations) 


a!o^1  +  ...+  a/,  bq/t  =  o, 
li  $q±  -h .  .  .  ■+■  lh  oqu—  o. 


Le  principe  de  d'Alembert  applique  a  l'un  quelconque  de  ces  deplace- 
ments s'exprime  par  l'e'quation 

( 5  )  2  m  ( x"  ox  ■+-  y"  oy  -+-  z"  oz )  =  2  ( X  0 x  -+-  Y  oy  -4-  Z  8  z ), 

le  signe  2  du  premier  membre  s'etendant  a  tous  les  elements  du  systeme, 
m  designant  la  masse  de  Pun  de  ces  elements,  x'\  y",  z",  les  projections 
de  son  acceleration,  le  signe  2  du  second  memhre  s'etendant  a  toutes  les 
forces  donnees  X,  Y,  Z.  II  est  evident,  en  effet,  que,  pour  ces  deplacements, 
les  forces  de  liaison,  qu'elles  soient  de  premiere  ou  de  deuxieme  espece,  ont 
un  travail  nul. 

Cette  equation  se  decompose  en  h — p  —  /,  puisque,  les  h  variations  ele- 
mentaires 0^1,. .  .,  dq/t  etant  assujetties  aux  p  relations  (2')  et  aux  j  rela- 
tions (4),  h — p — j  de  ces  variations  seulement  sont  arbitraires. 

Pour  Genre  effectivement  ces  equations,  nous  emploierons  la  methode  des 
multiplicateurs  de  Lagrange  :  x,y,  z  etant  exprimes  en  fonction  de  qu 
q/t,  t  par  les  equations  (1),  le  premier  membre  de  Pequation  (5)  est  la 
somme  de  h  termes  de  la  forme 


(6) 


S?2  m       f-  +  f  I  +  *  g  )  =  P  Sf , 


ou  q  designe  Pun  quelconque  des  h  parametres.  Le  second  membre  est  la 
somme  des  h  termes  de  la  forme 

L'equation  de  d'Alembert  s'ecrit 
(8)         (Pi-Q1)^i  +  (P2-Q2)8Sr2  +  ...-+-(P/i-Q/i)^/i=o. 

A  cette  equation,  ajoutons  les p  relations  (2')  respectivement  multipliers 
par  les  coefficients  A,  M,...,  et  les  j  relations  (4)  respectivement  multi- 
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pli(:es  par  X,  ces  coefficients   A,  M,  X,        ...  constituant 

p  -+-  j  inconnues  auxiliaires.  Nous  obtenons  l'equation 

( 9 )        £  (  P4  —  Qi-  -h  AAf  -+-  MB*  -f- ...  -4-  X  at  -+-  fx  bt  -+- ... )  oqL  =  o, 

011  /  represente  les  indices  i,  2,  h.  Les  multiplicateurs  A,  M, 
X,  (u,  ...  peuvent  etre  choisis  de  maniere  que  jes  coefficients  de  p  -by  des 
variations  oqL  soient  mils,  car  il  est  bien  entendu  dans  ce  qui  precede 
que  les  relations  (2')  et  (4)  sont  independantes.  L'equation  (9)  devra  etre 
verifiee  quelles  que  soient  les  h  —  q  —  j  autres  variations  hq t  de  sorte  que  les 
coefficients  de  ces  k  —  p  —  j '  \  ariations  dans  l'equation  (9)  devront  eux  aussi 
etre  nuls. 

En  resume,  le  probleme  se  ramene  a  resoudre  les  h  equations 

Qi-h  A  A !  -+-  MBi  —  . . .  h-  X  «i  -h  \xbi-^.  .  .  =  o, 
Qo-+-  AA»+  MBo-h. . .-+-  X  «2+  \J-bi-\-. .  .  =  o, 


auxquelles  il  y  a  lieu  d'adjoindre  les  p  equations  (2)  exprimant  les  liai- 
sons non  holomones  par  contact  et  les  r  equations  d'asservissement  (3) 
soit,  en  tout,  h  -+-  p  -+-  r  equations  a  h  -h  p  -h  j  inconnues  (,'qu  q/ly 
A,  M,         X.  ix,  ...). 

S'il  arrive  que  r  soit  superieur  a  j,  le  probleme  est  generalement  impos- 
sible, e'est-a-dire  qu'il  n'est  pas  possible  de  realiser  un  nombre  de  liaisons 
d'asservissement  superieur  au  nombre  de  conditions  restrictives  qu'il  faut 
imposer  aux  parametres  q  pour  annuler  le  travail  virtuel  des  forces  de 
deuxieme  espece. 

Si  r  est  egal  a  j,  le  probleme  se  resout  paries  equations  (2),  (3)  et  (10). 

Si  /•  est  inferieur  a  j,  le  mouvement  est  indetermine  :  on  concoit 
d'ailleurs  que,  si  la  fonction  que  doivent  remplir  ces  forces  de  deuxieme 
espece  n'est  pas  suffisamment  definie,  leur  elimination  devient  impos- 
sible, et  que  le  mouvement  ne  peut  s'etudier  sans  qu'on  se  les  donne 
partiellement. 

Cos  particuliers.  —  i°  Supposons  que  les  equations  (2')  qui  expriment 
que  les  deplacements  virtuels  sont  compatibles  avec  les  liaisons  non  holo- 
nomes  par  contact  et  les  equations  (4)  qu'on  est  conduit  a  introduire  pour 
annuler  le  travail  des  forces  de  liaison  de  deuxieme  espece,  soient  resolues 
par  rapport  aux  j)        =  in  variations  8^1,.  .  .,  oqm  : 

/  oq,  =  <9Lm+i  Sqm+i  -+-..  . -h  Oih  Hh, 


oqm  =  £m+i  ^ q m  + 1  -*-..  .-+-  -I?//  oqh; 

les  multiplicateurs  de  Lagrange  deviennent  inutiles;  remplacant,  dans 
l'equation  (8),  0*7......  $qm  par  ces  expressions,  j'obtiens  une  equation 


(10)  P,_ 
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lineaire  en  8^m+i,  . ..,  oq/n  qui  doit  etre  verifiee,  quelles  que  soient  ces 
variations,  d'ou  h  —  m  equations  de  la  forme 

(12)  Vm+i—  a^+iCFi—  Qt).  .  .-+-  £m  t  ;(Pm-  Qm)=  o, 

ou  i  designe  l'un  des  nombres  i,  2,  ....  h  —  m. 

A  ces  equations,  il  y  a  lieu  d';idjoindre  les  p  equations  (2)et  les  /*  equa- 
tions (3)  d'asservissement. 

20  Si  les  equations  (11)  se  reduisent  a 

(13)  o^!=o.  o?m  =  o, 

les  equations  du  raouvement  se  reduisent  a  la  forme  simple 

(14)  Pm+l-Qm+l,  P^=Qa- 

3°  Supposons  que  les  forces  de  liaison  de  seconde  espece  soient  unique- 
ment  les  actions  de  contact  d'un  systeme  auxiliaire  2t  d'obstacles  mobiles, 
dont  la  position  depend  de  certains  qi,  .  .  .,  qk  des  parametres  qu  .  .  .,  qi,. 
Dans  ce  cas,  les  relations  (4)  sont 

(15)  %qi=o,        .  ..,  Zqk=o, 

car  c'est  en  laissant  fixes  ces  obstacles  qu'on  annulera  le  travail  de  leurs 
actions  sur  le  systeme  donne  2.  Les  multiplicateurs  X,  a,  ...  deviennent 
inutiles,  car  l'equation  (8)  ne  contient  plus  que  S^a-h-i,  •  •  •>  ^qn-  Les  equa- 
tions (10)  se  reduisent  aux  suivantes,  au  nombre  de  h  —  k, 

I  Px.-+1  —  Qk+i  -+-  AA{-+i  +  MB*+i  4-...  =  o, 

(*>   , 

f  Ph-Qh-h  AAA+MBA+...=  o, 

auxquelles,  corame  dans  le  cas  general,  il  y  a  lieu  d'adjoindre  les  p  equa- 
tions (2)  et  les  /•  relations  (3 ),  soit  h  —  k  -+■  p  -h  r  relations  a  h  -hp  incon- 
nues.  Le  probleme  est  determine,  si  le  nombre  d'equations  d'asservissement 
est  egal  au  nombre  A:  de  parametres  dont  depend  le  systeme  auxiliaire  St. 

4°  Les  hypotheses  etant  celles  du  paragraphe  precedent  (S*0),  nous 
supposons,  en  outre,  que  les  liaisons  par  contact  du  systeme  soient  toutes 
holonomes  (p  —  o);  les  multiplicateurs  A,  M,' . .  .  deviennent,  eux  aussi 
inutiles,  et  les  equations  (10)  se  reduissent  aux  h  —  k  suivantes  : 

(17)  P*+i  =  -Q*+i,  P/t=Qa, 

auxquelles  il  y  a  lieu  d'adjoindre  les  r  equations  (3)  exprimant  l'asservis- 
sement.  Les  inconnues  sont  uniquement  qr,  .  .  .,  q/,. 

Re  marque.  —  i°  Dans  les  systemes  sans  asservissement,  les  deplace- 
ments  virtuels  auxquels  on  applique  l'equation  de  d'Alembert  sont  ceux  qui 
sont  compatibles  avec  toutes  les  liaisons.  Dans  les  systemes  eomportant  un 
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asservissement,  ce  sont  des  emplacements  tout  difi'erents  :  on  a  ainsi  en  evi- 
dence les  raisons  analytiques  de  la  difference  qui  existe  entre  ces  deux 
categories  de  systemes,  et  Ton  coneoit  tout  l'interet  qui  s'attache,  au  point 
de  vue  industriel,  aux  niecanismes  qui  comportent  un  asservissement. 

2°  Dans  le  cas  ou  les  forces  de  liaison  de  deuxicme  espece  sont  unique- 
ment  les  reactions  d'obstacles  mobiles  dont  la  position  est  fonction  de  cer- 
tains parametres  q  (cas  3°  et4°),  la  solution  du  probleme  est  independante 
de  l'inertie  de  ces  corps  et  des  forces  donnees  qui  leur  sont  appliquees. 

Si  done,  dans  un  systeme  soumis  a  /'  relations  d'asservissement,  on  peut 
faire  deux  parts  2,  Si,  telles  que  le  systeme  partiel  2  ne  soit  soumis  a 
aucune  force  de  liaison  de  deuxieme  espece,  en  dehors  des  reactions  du 
systeme  Hi,  si,  d'autre  part,  le  nombre  de  parametres  dont  depend  ce 
systeme  Ht  est  egal  au  nombre  de  conditions  d'asservissement,  l'inertie  et 
les  forces  donnees  appliquees  a  Si  n'influent  pas  sur  le  mouvement  de  S; 
la  methode  indiquee  aux  cas  particuliers  3°  et  4°  permet  de  mettre  le  pro- 
bleme en  equations  sans  introduire  ni  ces  forces  d'inertie,  ni  ces  forces 
donnees.  Le  systeme  partiel  joue  alors  un  role  auxiliaire.  Ce  cas  particulier 
se  presente  frequemment  dans  les  applications. 

Equilibre  des  systemes  eomportant  un  asservissement.  —  Le  principe 
de  d'Alembert  donne  les  conditions  d'equilibre,  si  l'on  y  supprime  les  P, 
termes  provenant  des  forces  d'inertie  du  systeme  considere.  Les  equa- 
tions (10)  relatives  au  cas  general  et  les  equations  (12),  (i4)?  C1^)  ou  (17) 
relatives  aux  cas  particuliers  etudies  donnent  done  les  equations  d'equilibre, 
si  Ton  y  remplace  les  P  par  zero.  A  ces  equations,  il  y  a  lieu  d'adjoindre 
celles  des  equations  d'asservissement  qui  sont  finies;  les  equations  differen- 
tielles  exprimant  des  liaisons  non  holonomes,  que  ce  soit  par  contact  ou 
par  asservissement,  ne  sont  evidemment  pas  a  adjoindre  :  elles  sont  identi- 
quement  verifiees. 

Extension  des  equations  de  Lagrange.  —  Les  conditions  etant  les 
conditions  generales  definies  au  debut  (p.  4°3),  les  coordonnees  x}  y,  z  des 
differents  elements  du  systeme  considere  2  s'expriment  par  des  expressions 
finies  [equ.  (i)]  en  fonction  du  temps  t  et  des  parametres  qi,  .  .  .,  q/t  dont 
depend  le  systeme  lorsqu'on  ne  tient  compte  que  des  liaisons  holonomes  par 
contact;  or  l'expression 


a  pour  valeur 


P=  -r 


dq 


On  etendra  ainsi  les  equations  de  Lagrange  aux  systemes  eomportant  un 
asservissement,  en  remplacant  Pi,  P/,  par  ces  expressions  dans  les 

equations  (10). 
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II  est  essentiel  de  remarquer  que  la  force  vive  doit  se  calculer  en  fonc- 
tion  de  qi,  q  ki  q'i,  q)n  t,  sans  tenir  aucun  com  pic  des  liaisons 
dVtsservissement.  II  en  est  de  meme  du  travail  elementaire 

Qio<7,  -h. . .-+-  Qhty'h 

des  forces  donnees.  Si  ces  forces  admettent  une  fonction  des  forces,  c'est- 

.  _  .  .  ,     d\J  dV  c       .       rT  . 

a-dire  si  O,,  ....  Q/,  sont  les  denvees  - — 5  •  - —  d  une  lonctions  Li  de 

dqi  dq/i 

qt,  .  ..,  q/n  t,  cette  fonction  U  sera  calculee  sans  s'occuper  de  l'asservis- 

sement.  Ce  n'est  que  dans  les  equations  elles-memes,  c'est-a-dire  dans  les 

.       ^  dT    d  /  ()T\      ....  _      4  , 

expressions  Q,         ~T  (  ~A~~>  1  (lu     pourra  en  etre  tenu  compte.  Lependant, 


dq    dt  \  ()(/' 

la  derivee  de  ^7  par  rapport  a  t  etant  prise  dans  Ie  mouvement  reel,  lequel 

est  compatible  avec  les  liaisons  d'asservissement,  on  pourra  efT'ectuer  sur  -- ,- 

toutes  les  simplifications  resultant  de  ces  liaisons  avant  de  deriver  par  rap- 
port a  t.  En  resume,  on  pourra  tenir  compte  de  Vasservissc ment  apres 

avoir  termine  le  calcul  des  trois  categories  d"1  expressions  Q,  o^f'' 

Equation  de  la  force  vive.  —  Les  liaisons  par  contact  etant  supposees 
ne  pas  dependre  de  t,  en  particulier,  les  equations  (2)  qui  repre'sentent  les  . 
liaisons  non  holonomes  n'ayant  pas  de  termes  en  dt{  A  =  B  = .  .  .  =  o),  les 
forces  donnees  etant  supposees  admettre  la  fonction  des  forces  U(<7i, qn), 
nous  multiplions  les  equations  (10)  donnant  le  mouvement  dans  le  cas 
general,  par  dqiy  .  .  .,  dq/t,  variations  elementaires  des  parametres  dans  le 
deplacement  reel,  1'expression 

P4  dqt  -4- .  .  .  -+-  P/tdqh 

donne  le  travail  change  de  signe  des  forces  d'inertie 

Sm(  x"  dx  -4-  y"  dy  -h  z"  dz), 

c'est-a-dire  la  differentielle  dT  de  la  demi-force  vive. 
L'expression 

Qi«tyi-+--  •  Qhdqh 
est  egale  a  dU ;  le  multiplicateur  A  a  pour  coefficient 

Ai  dq{  -+-.  .  .+  Ahdqh, 

qui  est  nul,  puisque  le  deplacement  verifie  les  equations  (2);  il  en  est  de 
meme  pour  les  coefficients  analogues  M,  .... 
On  a  done  l'equation 

d(T  —  U)-f-         dqi-h.  .  .-+-  ah  dq/t)-h      bx  dq{  -h ...-+-  bfl  dqh)-\- .  .  .  =  o. 
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On  voit  que  T  —  U  n'est  pas  constant ;  les  termes  en  X,  \i —  representent 
le  travail  elementaire  des  forces  de  liaison  dedeuxieme  espece  qui  n'est  pas 
nul  en  general,  les  conditions  ( 4 )  n'etant  pas  imposees  au  deplacement  reel. 
Suivant  son  signe,  ce  travail  correspond,  pour  le  systeme  S  considere,  a  un 
appof^t  ou  a  une  depense  cV energie  mecanique. 

II  en  est  de  raeme  dans  chacun  des  cas  particuliers  definis  precedemment : 
la  combinaison  des  forces  vives  ne  donne  par  l'expression  d(T  —  U ),  car  une 
partie  seulement  des  expressions  P1}  .  .  .,  P/t,  Ql3  .  .  .,  Q/j  figurent  dans  les 
equations  du  mouvement. 

II  est  inte'ressant  d'en  conclure  que  U  asservissement  pourra  permettre 
>l 'au g me nter  ou  de  diminuer  a  volonte  V energie  mecanique  d'un 
systeme^  en  particulier  d'amortir  les  oscillations  d'un  systeme  ne  pre- 
sentant  aucune  cause  de  dissipation  d'energie. 

Application.  —  Soit,  dans  un  plan  fixe,  une  plaque  S  articulee  en  un 
point  G  a  un  plateau  circulaire  Si,  mobile  autour  de  son  centre  O.  Une 
force  parallele  a  une  droite  fixe  Ox  et  de  grandeur  constante  F,  s'exerce 
sur  la  plaque  2  en  un  point  A  situe  sur  la  droite  qui  joint  G  au  centre  de 
gravite  G.  Un  moteur  d'asservissement  M  agit  par  engrenages  sur  le 
plateau  Si,  de  maniere  a  realiser  constamment  la  liaison 


La  liaison  d'asservissement  etant  unique,  et,  d'autre  part,  le  plateau  Si 
dependant  d'un  seul  parametre  a,  le  systeme  S,  pris  isolement,  rentre  dans 
le  4e  cas  particulier  (p.  4o8)  :  on  pourra  done  appliquer  les  equations  de 
Lagrange  a  la  plaque  S  seule ;  on  voit  que  la  masse  du  plateau  Si  sera  sans 
inlluence  sur  le  mouvement.  La  force  vive  de  S  est 

2  T  =  M ( Rq- a'*  -+-  62  p'2 -f-  2  R  6  a'  |j'  cos  (a  —  P)     k-  p ), 

M/f2  designant  le  moment  d'inertie  de  S  en  G. 
Le  travail  virtuel  de  la  force  F  est 

d%  =  F  8(R  cos  a  -+-  acos  jB). 
Seule,  Tequation  relative  a  p  est  a  ecrire  : 


(i) 


si  Ton  lient  compte  de  la  liaison  d'asservissement;  d'autre  part, 
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L'equation  du  rnouvement  est  done 
( 5 )  M  ( b*  -+-  k* )    —  M  R  h  §'*  -f-  F  a  sin  (3  =  o. 


Si  la  liaison  a  —  (3  =  etait  realisee  par  contact  direct  entre  2  Ct  Si,  le 
rnouvement  serait  tout  different  :  il  serait  regi  par  l'equation 

(6)  [M(R2-h  b*-  4-  A-2)  -h  Ii]        FO  sinp  -4-  R  cosp)  =  o, 

It  designant  le  moment  d'inertie  du  plateau  en  O.  L'equation  (5)  donnerait 
faeilement  le  rnouvement  :  |3'2  s'obtient  en  ajoutant  un  terme  sinusoidal 
en  p  a  un  terme  exponentiel  :  [3  varie  entre  deux  limites,  dont  l'une  peut 
etre  rejetee  a  Tinfini.  L'equation  (6) donnerait,  aucontraire,  un  rnouvement 
pendulaire. 

Les  positions  d'equilibre  s'obtiennent  en  annulant  le  second  membre  de 
l'equation  (4).  On  trouve  ainsi  les  deux  positions  pour  lesquelles  CA  est 
parallele  a  la  force;  l'equation  (6)  donnerait,  au  contraire,  les  positions 
pour  lesquelles  OA  est  parallele  a  la  force. 

Extension  des  equations  du  n°  465.  —  Les  equations  du  n°  465  pre- 
sentent  les  avantages  suivants  :  i°  elles  sont  susceptibles  de  s'appliquer  aux 
systemes  soumis  a  des  liaisons  non  holonomes,  sans  qu'on  ait  a  introduire, 
comme  inconnues  auxiliaires,  un  systeme  de  multiplicateurs  :  2°  elles  per- 
mettent  l'emploi  de  parametres  auxiliaires  lies  aux  coordonnees  veritables 
q{,  .  . .,  q/i  par  des  relations  differentielles. 

Soit  done  un  systeme  2  remplissant  les  conditions  indiquees  au  debut 
(p.  4o4)-  En  tenant  compte  des  liaisons  holonomes  par  contact  qui  lui 
sont  impose'es  sa  position  depend  des  h  parametres  q\,  . .  .,  q/t  et  peut-etre 
de  t,  de  telle  sorte  que  les  coordonnees  de  chaque  element  de  matiere  sont 
des  fonctions  finies  de  la  forme 

(1)  ®=Aqu  •.••>  9h,  t),       /=...,  z=.... 

A  ces  parametres,  supposons  adjoints  s  parametres  auxiliaires  q/l+{,  .  .  ., 
qh+s  lies  aux  precedents  par  des  relations  differentielles  leur  servant  de 
definitions,  relations  auxquelles  ne  correspond  par  suite  aucune  force 
de  liaison.  On  les  range  avec  les  relations  exprimant  les  liaisons  non  holo- 
nomes par  contact,  car  elles  interviendront  de  la  meme  maniere  dans  la 
mise  en  equations. 

Nous  avons  ainsi  p  relations  differentielles  (p2s)  de  la  forme 

I  Ai  dqv  -+-  . .  .  -+-  kh+jdqh+s  ■+-  A  dt  =  o, 

(2)  (p  relations)  <  Bj  dqL  -+-...  -+-  Bh+J  dq,,+s  +  B  dt  =  o, 
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Supposons  des  liaisons  par  asservissement  representees  par  r  relations 
finies  ou  difterentielles  : 


(3 )  (r  relations 


»  (?!>•••,  ?h+s,  0  =  0, 

 > 

£i  dq{-^-.  .  .-f-  e/t+s  dqh+g^r-  £  dt 


Enfin,  les  deplacements  virtuels  annulant  le  travail  des  forces  de  liaison 
de  deuxieme  espece  sont  ceux  qui  verifient  les  j  relations 

I  «i  Sgr-f- . . .  -+■  ct'h-i-s  Sq/i+s  =  o, 

(4)  (/relations)  I  6153'1  +  .  .  .-+-  bh+^qh^s=  o, 


Gela  pose,  forraons  l'expression 

appelee  energie  dy  acceleration.  Si  nous  exprimons  x",  y",  z"  au  moyen 
des  parametres  qi}  . . qh  de  t  et  des  derivees  premieres  et  secondes  des 
parametres  q  par  rapport  a  t,  nous  avons  vu  que  les  termes  P  de  l'equation 
de  d'Alembert  ont  pour  expressions 

p  -  ^s     .       p,  -  dS  ■ 

d'ou  Tetablissement  des  equations  du  mouvement. 

Cas  od  les  equations  dijjerentielles  de  liaisons  par  contact  et  de 
definitions  (2)  sont  resolues  par  rapport  a  p  variations  dq.  —  Pour  que 
les  equations  du  mouvement  apparaissent  dans  toute  leur  simplicite,  il  est 
utile  de  resoudre  ces  p  equations  (2)  par  rapport  a  p  des  h  -+■  s  =  n  -4- p 
variations  dq ;  on  exprime  ainsi,  d'une  part,  les  p  derive'es  q'n+l,  .  .  .,  q'n+p 
en  fonction  de  q\,  . .  .,  q'n  par  des  relations  de  la  forme 

I  <l'n+\  s=  a  1  q\  ■+••••■+■  xnq'n-i-<x, 
(5)   > 

f  =  Tl ?!  T R  ?n      7  j 

et,  d'autre  pari,  les  p  deplacements  virtuels  oqn+p,  .  .  .,  oqn^.x  en  fonction 
de  oqu.  .  .,  oqn  : 

°qn+i  =  aio£i-+-. .  .-+■  ctn$q> 

(6) 


(  oqn+p  =  ^0}!  +  ...+  7,1  o^„  ; 
les  coefficients  otf,...,  7/  sont  des  fonctions  de  yi,  qn-¥p->  t.  Bien 
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entendu,  ces  parametres  qh  qn  peuvent  ainsi  bien  etre  ehoisis  parmi 
les  veritables  eoordonnees  que  parmi  Ies  parametres  auxiliaires  qn+\i  ••  •  ? 

qn+s- 

Gela  pose,  au  lieu  d'exprimer  S  en  fonction  des  parametres  q]}  ....  q/t 
et  <le  Ieurs  derivees  premieres  et  secondes,  comme  nous  Tavons  suppose  au 
paragraphe  precedent,  il  y  a  interet  a  utiliser  les  equations  (6  I  qui  rem- 
placent  les  equations  (2)  :  en  les  derivant  par  rapport  a  t,  on  exprime  les 
derivees  secondes  q"l+i,  .••>  q"n+p  en  fonction  de  q'[,  .  ..,  q"ri  et  des  deri- 
vees premieres  des  parametres  q ;  on  peut  ainsi  faire  disparaitre  de  S  les/) 
derivees  secondes  q'n+i,  ...,q"n+p.  S  devient  fonction  de  q±,  qh+$i 
q\:  .  .  .,  q'/l+s  et  des  n  derivees  secondes  q'[,  ....  q"n.  On  sait  que,  dans  ces 
conditions,  le  travail  virtuel  des  forces  d'inertie  change  de  signe  est 

(7)  (^)S?1  +  ...-(-(g)8?B. 

Si,  d'autre  part,  on  a  exprime  le  travail  virtuel  des  forces  donnees  au 
moyen  de  8^1,  . . .,  %qn  seulement  en  utilisant  les  relations  (6),  on  obtient 
pour  ce  travail  une  expression  de  la  forme 

(8)  Qi?qi  +  ...-+-Qn$qn. 

Ces  deux  expressions  doivent  etre  egales  pour  tout  deplacement  annu- 
lant  le  travail  des  forces  de  liaison  de  seconde  espece,  c'est-a-dire  verifiant 
les  j  relations  (4).  Ici  encore,  il  y  a  interet  a  tenir  compte  des  relations  (6). 
ce  qui  permet  de  faire  disparaitre  &qn+h  fyn+p  des  equations  (4);  ces 
equations  resolues  par  rapport  a  j  des  variations  restantes  8^1,  $qn 
s'ecrivent 

1   oqy=  6ij+ioqj+.l-h  .  .  .-h  6inoq/n 

(9)   > 

I  oqj=  J?/-_l_1oy/+1  +  .  .  .-h  £n^qn- 


Remplacant  oqu  .  .  .,  oqj  par  ces  valeurs  dans  les  expressions  (7)  et  (8) 
et  exprimant  leur  egalite,  quelles  que  soient  les  variations  rcstees  arbitraires 
Sq;+i,  . . .,  Bqn,  on  obtient  les  equations  du  mouvement  sous  la  forme 


Ces  equations  sont  plus  simples  que  les  equations  de  Lagrange,  qu'on 
ecrirait  pour  ce  merae  probleme  (voir  p.  408,  equ.  12),  car  le  nombre  de  termes 
de  chacune  des  equations  precedentes  est  j  -+- 1,  au  lieu  de  m  -+-  1  =  p  H-y -+- 1 
dans  le  cas  des  equations  de  Lagrange.  La  complication  introduite  ainsi  par 
la  presence  des  coefficients  6i  et  j£  provient  uniquement  des  relations  qui 
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expriment  que  le  travail  ties  forces  de  liaison  de  deuxieme  espece  est  nul, 
et  ne  provient  nullement  des  liaisons  non  holonomes. 

Aux  equations  (10)  il  y  a  lieu  d'adjoindre  les  p  equations  (5),  et  les 
r  equations  (3)  exprimant  les  liaisons  d'asservissement. 

Cas  ou  les  displacements  qui  annulent  le  travail  virtuel  des  forces 
de  liaison  de  deuxieme  espece  son/  dcjinis  par  j  relations  de  la  forme 

(u)  oq{  =  o,        .  ..,  8g7=o. 

Les  hypotheses  etant  celles  du  cas  precedent,  supposons  que  les  condi- 
tion^ qu'un  deplacement  doit  remplir,  |>our  annuler  le  travail  virtuel 
des  forces  de  liaison  de  deuxieme  espece,  aient  la  forme  simple  (n).  On 
pourra  d'ailleurs  toujours  se  placer  dans  ce  cas  en  introduisant  au  besoin 
des  parametres  auxiliaires  convenablement  choisis. 

Dans  ce  cas,  qui  est,  en  sorame,  le  cas  general,  si  Ton  conduit  les  calculs 
comme  il  vient  d'etre  dit,  les  equations  (10)  se  simplifient  et  prennent  la 
meme  forme  que  dans  le  cas  d'un  systeme  sans  asservissement 

(i2)         ^r1  =  Q/+js  wr^n- 

On  voit  que  les  equations  du  n°  465  donnent  une  solution  generate  de  la 
question,  sous  une  forme  plus  simple  que  les  equations  de  Lagrange.  Aces 
//  — j  equations,  il  y  a  lieu  d'adjoindre  les  p  equations  (5)  et  les  r  equa- 
tions (3)  d'asservissement.  Si  r—j,  le  nombre  d'equations  est  egal  au 
nombre  d'inconnues. 

Application.  —  Un  plan  materiel  P  peut  glisser  par  translation  sur  un 
plan  fixe  xOy  horizontal.  Sur  ce  plan,  une  sphere  S  de  rayon  R  peut  rouler 
sans  glisser.  Le  mouvement  du  plan  P  est  regie  automatiquement  de  maniere 
que  le  centre  de  la  sphere  tourne  uniformement  autour  de  0^  a  la  vitesse  io 
par  rapport  aux  axes  fixes  Ox,  Oy,  Oz.  Etudier  le  mouvement  au  moyen 
des  equations  du  n°  46o. 

Soient  u,  v  les  coordonnees  d'un  point  A  marque  sur  le  plan  P  par  rapport 
aux  axes  Ox,  Oy,  Oz.  La  position  de  ce  plan  est  definie  par  ces  deux  seuls 
parametres.  La  position  de  la  sphere  est  definie  par  les  coordonnees  £,  -<\  de 
son  centre,  et,  par  exemple,  par  les  angles  d'Euler  9,  0,  <l>  qui  delinissent 
son  orientation, 

Si  p,  q,  r  sont  les  projections  sur  les  axes  de  la  rotation  instantance  de 
la  sphere,  les  ronditions  exprimant  le  roulement  sans  glissement  s'obtiennent 
en  ecrivant  que  Pelement  materiel  de  la  sphere  et  Pelement  materiel  du 
plan  qui  sont  en  coincidence  a  1'instant  t  ont  la  meme  vitesse  : 

(1)  £' — q\\  —  a  .        t/h-  p  K  =  v' . 

Les  liaisons  d'as>ervissement  sont  au  nombre  de  deux  : 


(2) 


d\  -h  0)7)  dl  =  o,      dr{  —  (<>:  dt  =  o. 
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Le  nombre  de  ces  relations  etant  egal  au  nombre  de  parametres  dont 
depend  la  position  du  plan  P,  on  pourra  resoudre  la  question  en  appliquant 
les  Equations  du  n°  465  a  la  sphere  S  seule. 

En  tenant  compte  uniquements  des  liaisons  holonomes  par  contact,  la 
sphere  sera  considered  comme  dependant  des  sept  parametres  w,  p,  g,  ri3  <p, 
6,  <b(h  =  7);  il  y  a  interet  a  y  joindre  trois  parametres  auxiliaires  (s  =  3) 
lies  aux  precedents  par  les  relations 

(3 )  d\  =  p  dt,        d\x  =  q  dt,        <h>  =  r  dt. 

Ces  h  -+-  s  =  10  parametres  sont  lies  par  ces  trois  relations  et  par  les 
deux  relations  (1)  qui  expriment  les  liaisons  non  holonomes  par  contact. 

Ces  relations  (1)  peuvent  s'ecrire 

(1')  <l\  —  R  d\i.  =  du,        d<\      R  d).  =  dv. 

Les  relations  (3)  et  ( i')  sont  les  p  relations  differentielles  (p.  412,  equ.  2) 
de  la  theorie  generale  (p  =  5). 

Sur  les  h  -4-  s  =  10  parametres,  nous  conservons  h  -+-  s  — p  =  n  =  5  para- 
metres; nous  choisissons  u,  v,  r\,  v;  nous  exprimons  Fenergie  d'accelera- 
tion  S  de  la  sphere  en  fonction  des  derivees  secondes  de  ces  n  parametres, 
en  utilisant  les  p  =  5  relations  (3)  et  (V).  Or  la  valeur  de  S  est  definie  par 

2S  =  M(f2-HTi"2)-+-  ^MR'-(/2+f-+^) 

ou  d'apres  (3)  et  (Y), 

2S  =  M ( l"-  +  t,"2 )  -f.  I  M  [( p"—  -/i" )2  +  ( rc—  u"Y -f-  R2v»2]. 

Les  deplacements  virtuels  annulant  le  travail  des  forces  de  liaison  de 
deuxieme  espece  sont  definis  par  les  7  =  2  conditions 

(5)  OM  =  O,  OP  =  o, 

puisque  ces  forces  sont  les  reactions  du  plan  sur  la  sphere.  Ces  conditions 
ont  la  forme  indiquee  au  paragraphe  precedent  (equ.  11),  de  sorte  que  les 
equations  du  mouvement  sont  de  la  forme  (equ.  12) 

(6)  ;i?  =  H,       5v"  =  ' 

les  seconds  membres  sont  nuls,  puisque  les  forces  donnees  (poids  de  la 
sphere)  ont  un  travail  nul,  nous  obtenons  les  equations 

( 7 )  7  \'  =  2  7  r,"  =  2  P",        V*  =  o, 

qui,  jointes  aux  equations  (2)  d'asservissement,  resolvent  la  question.  Ces 
cinq  equations  s'integrent  immediatement  et  montrent  que  le  point  A  decrit 
une  cycloi'de.  Les  formules  (1')  montrent  que  le  vecteur  de  rotation  instan- 
tanee  reste  parallele  aux  generatrices  d'un  cone  oblique  dont  la  base  est  un 
cercle  horizontal  decrit  a  la  vitesse  angulaire  to. 
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EXERCICES 

1.  Appliquer  la  methode  de  Lagrange  aux  problenles  traites  et  proposes  comme 
application  des  theoremes  generaux,  et  de  la  theorie  du  mouvement  relatif  dans 
les  Chapitres  XVIII,  XIX,  XX,  XXI  et  XXII. 

2.  Une  barre  homogene  pesante  AH  se  ineut  dans  un  plan  horizontal  :  a  ses 
extremites  A  et  B  est|attache  un  (il  inextensible  et  sans  masse  passant  dans  un 
anneau  fixe  0  infiniment  petit.  Mouvement  du  systeme. 

Soient  2c  la  longueur  de  la  barre  et  2  a  la  longueur  AO  -b  OB  du  fil.  Abaissons 
de  O  la  perpendiculaire  OP  sur  la  barre  et  soit  GP  la  distance  de  P  au  milieu  G 
de  la  barre.  Le  point  O  est  sur  une  ellipse  de  foyers  A  et  P>  de  longueur  d'axe 
focal  ia.  On  a  done,  en  faisant  a-  —  <•-  =  b?, 

GP"  OP'  _ 

a2  b2  ~~ 

et  Ton  peut  poser 

GP  =  a  cos 9,       OP  =  b  sin 9. 

Appelons,  en  outre,  a  Tangle  xOY*  que  fait  la  perpendiculaire  OP  avec  un  axe 
fixe  Ox;  on  a,  pour  les  coordonnees  polaires  /•  et  6  du  point  G, 

(1)  /,2=  a-cos-o  -+-  ^-sin29,       6  =  a  —  arc  tang^  cot 9^. 

On  a  alors 

T=  E(r'2-+-rse'2>-+-  -A--a'2, 
2  v  2 

MA--  etant  le  moment  d'inertie  par  rapport  a  G. 

Remplagant  r,  r'  et  0'  par  leurs  valeurs  tirees  de  (1),  on  a  T  exprime  en  9,  9' 
et  a'.  Les  forces  appliquees  ont  un  travail  nul.  On  aura  les  deux  integraies 
premieres 

—  =  const.,       1  =  h. 
da.' 

L'elimination  de  a'  fournit  t  par  une  quadrature  en  fonction  de  9. 

3.  Mouvement  d'une  barre  homogene  pesante  dont  une  extremite  A  glisse  sur 
un  plan  horizontal  xOy  et  l'autre  B  sur  un  axe  vertical  Oz.  (Licence.) 

Appelant  9  Tangle  de  la  barre  avec  la  verticale  ascendante  Os,  6  Tangle  du 
plan  AOB  avec  xOz,  et  il  la  longueur  de  la  barre,  on  a 

T=  ^l(6'2sin29  +  9'-), 

U  =  —  gl  cos  9. 
On  a  les  dcuv  integraies  premieres 

-j,  =  const.,       I  —  L  =  h. 
La  quantite  C0S9  est  une  fonction  elliptique  du  temps. 

APPBIX.  —  Traiti  dr  Met  unique,  n.  'JT 
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I.  tJne  tige  homogene  pcsante  est  attachee  par  unft  extremite  A  a  un  point 
lixe  0  au  moyen  d'un  lil  de  longueur  OA  =  AB,  tandis  que  l'autre  extremite  U 
glisse  sans  frottement  sur  l'horizontale  Ox.  Oscillations  infiniment  petites. 

Soient  2/  la  longueur  de  la  barre,  8  Tangle  du  plan  OAR  avec  le  plan  vertical 
menc  par  Oxy  $  Tangle  OBA.  On  a  (en  prenant  la  masse  de  la  barre  pour  unite; 

2T  =  !  J28'29in2p  h-  |  j2(n-6sin2p) 
U  =  gl  sin  p  cosO. 

II  existe  une  position  d'equilibre  stable  correspondant  a  0  =  0,  £  =  — ; 

5.  Mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  variable;  cas  particulier  ou  t 
varie  proportionnellement  k  t.  (Lecornu,  Acta  mathematira,  i8g5.) 

6.  Un  tube  rectiligne  OA,  infiniment  mince,  fait  un  angle  constant  0  avec  la 
verticale  ascendant e  Oz.  Suivant  quelle  loi  faut-il  faire  tourner  le  tube  autour 
de  I  >  c  pour  qu'un  point  materiel  pesant  m,  glissant  sans  frottement  dans  le  tube, 
puisse  prendre,  dans  des  conditions  initiales  convenables,  un  mouvement  defini 
par  l'equation 

Om  =  *(l+  a)!       (k  et  z  constantes)  ? 

Soit  'j  Tangle  du  plan  .sOA  avec  un  plan  fixe  supposons  ^  donne  en  fonction 

du  temps  <b  =  fit)  et  appelons  p  la  distance  Om.  On  a 

t  =  ^[p'2-+-pWe/?(f)}, 

U  =  —  m  pg  cosO, 

d'oii,  pour  l'equation  du  mouvement, 

p" —  p  sin2 9  f"-(t)  -+-  g  cosO  =  0. 

La  question  est  celle-ci  :  que  doit  etre  f(t)  pour  que  cette  equation  admette 
Tintegrale  particuliere  p  ==  k(  t  -+-  a)2  ?  Exprimant  que  cette  fonction  verifie 
l'equation,  on  a 

Si,  en  particulier,  k  =s—lg  cosO,  on  trouve  /( t )  =  0 ;  le  tube  doit  rester 
immobile. 

G.  bis.  Un  tube  circulaire  homogene  de  section  infiniment  petite  peut  tourner 
autour  d'un  de  ses  diametres  qui  est  vertical  et  fixe.  Dans  Tinterieur  peut  se 
mouvoir,  sans  frottement,  un  point  materiel  pesant  m.  Trouver  le  mouvement  du 

systeme. 

La  position  du  systeme  depend  de  deux  variables.  Frenons  la  position  initiale 
du  tube  pour  plan  xOz  et  appelons  o  Tangle  qu'au  temps  t  le  plan  du  cercle 
fait  avec  sa  position  initiale.  Prenons  pour  axe  0  z  le  diametre  fixe  descendant, 
et  soit  0  Tangle  du  rayon  Om  avec  Oz. 

R  designant  le  rayon  du  tube,  M  sa  masse,  on  a 

2'T  =  MA2  9'2-h  7/iR5(6'a-t-  ?'2sin26), 
U  =  m^Rcosf). 
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7.  Deux  points  materiels  m  et  m'  s'attirent  proportionnellement  a  la  distance 
et  sont  assujettis  a  se  mouvoir  sur  deux  eirconferences  de  rayon  a  et  a'  situces 
dans  un  meme  plan  horizontal. 

Oscillations  infiniment  petites  autour  d'une  position  d'equilibre  stable. 
Etudier  le  mouvement  lini  dans  le  cas  ou  les  deux  eirconferences  sont  com  en- 
triques. 

8.  Aloiwemenl  d'un  point  pesant  M  sur  un  cercle  qui  toume^  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  <o,  autour  d'un  axe  vertical  ST  sitae  dans  son  plan! 
—  Prenons  pour  systeme  de  comparaison  celui  qui  est  forme  par  la  verticale  du 
centre  zz'  et  l'horizontale  xOx'  rencontrant  ST,  le  sens  positif  de  Vaxe  zz' 
etant  celui  du  nadir, 

Soient  m  la  masse  du  point  M.  /•  le  rayon  du  cercle,  a  la  distance  OA  du 
centre  O  a  l'axe  ST. 

La  position  du  pendule  OM  est  determinee  a  chaque  instant  par  Tangle  0  qu'il 
fait  avec  0-2,  cet  angle  etant  suppose  comptc  positivement  dans  le  sens  direct, 
e'est  a-dire  de  Oz  vers  Ox.  Employons  la  methode  de  Gilbert,  quoique  la 
methode  directe  soit  beaucoup  plus  simple. 

Calcul  de  Tr.  —  C'est  la  force  vive  du  systeme  S,  reduit  ici  au  point  M,  dans 
son  mouvement  relatif  par  rapport  a  xOz,  e'est-a-dire  dans  son  mouvement  de 
rotation  autour  de  O, 

T  =  -  m/-26'2. 

2 

Calcul  de  g.  —  L'axe  inslantane  de  rotation  du  systeme  xOz  pour  le  point  O 
est  la  droite  zz'.  Le  moment  d'inertie  du  point  M  par  rapport  a  cet  axe  est 

H  =  m/,2sin'-6. 

Done,  on  ;i 

Xti2  . 

(3.  —  —  m/,2sin-b. 

2 

Calcul  de  V.  —  L'axe  representatif  de  la  rotation  instantanee  etant  dirige  sui- 
vant  Oz  et  celui  du  moment  de  la  quantite  de  mouvement  du  point  M  dans  son 
mouvement  relatif  par  rapport  a  xOz  etant  perpendiculaire  a  ceplan^O^,  ces 

deux  axes  sont  rectangulaires.  Done,  ici,  coswer  =  o  et  V  =  o. 

Calcul  de  U.  —  Les  composantes  de  la  seule  force  appliquee  etant 

X  =  o,       Y  =  o,       Z  =  mg, 

on  a 

I  =  nig i'  cos  6. 

Calcul  de  K.  —  L'acceleration  J  du  centre  O  tournant  avec  la  vitesse  angu- 
laire m  autour  du  point  A  est  dirigee  suivant  OA,  sa  grandeur  est  u)ra.  Done 

K  ==  mrui2  rtsin  0. 

On  a  done 

_       i  to2  ;•'  i 

I  =  -/nr2V"-y  //</,2sinJ0 

2  1 

et 

L  -+-  K  =  mgr  cos  -+-  mru-a  sin  6. 
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L'equation  du  mouvement  est  done 

dJ8        ,      o       r      #  •   ,  i»2a 

-1—  =  to2  sin  8  cosO  —  —  sinO  h  cosO. 

dl-  r  r 

On  obtient  les  positions  d'equilibre  relatif  en  egalant  a  zero  le  second  membre 
Ce  dernier  probleme  a  etc  resolu  geometriquement  au  n°  415. 

9.  Un  corps  solide  pesant  D  est  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  xOx'; 
l'axe  xx'  tourne  lui-meme  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w  autour  d'un 
axe  vertical  zOz'  qui  lc  rencontre.  Le  centre  de  gravite  G  du  corps  est  sur  une 
perpendiculaire  elevee  en  O  a  xOx';  on  suppose  que  xx'  et  OG  soient  des  axes 
principaux  d'inertie  du  corps  relatifs  au  point  0. 

Trouver  le  mouvement  du  corps  (en  ne  tenant  pas  compte  de  la  rotation  de 
la  Terre). 

Prenons  comme  systeme  de  comparaison  le  systeme  rectangulaire  0 xyz  tour- 
nant  autour  de  Oz  avec  la  vitesse  donnee  oj. 

Appelons  o  la  distance  GO,  6  Tangle  de  OG  avec  la  verticale  descendante  Oz'. 
Le  mouvement  apparent  est  une  rotation  de  vitesse  angulaire  8'  autour  de  Ox- 
Nous  avons  done,  en  appliquant  la  methode  de  Gilbert, 

T  =  -  A8'2,      q  =  -  (B  cos- 8  -+-  C  sin20),      V  =  o. 
2  fa 

/\ 

La  quantite  V  est,  en  general  weeoswa;  actuellement  le  moment  cinetique 
resultant    7  relatif  est   egal    a    A6'   et   dirige   suivant   Ox;    oj   est  dirige 

/\ 

suivant  0^;;  done  costoci  =  o,  et  V  est  nul.  La  seule  force,  autre  que  les  forces 
de  liaisons,  agissant  reellement,  est  le  poids;  on  a  done 

U  =  M  go  cosO. 

Eiifin  l'origine  0  etant  fixe,  K  est  nul.  L'equation  du  mouvement  est  done 

cl~  0 

A  — ,  —       C  —  B )  sin 6  cos  8  =  —  Mgo  sin  8. 

Cette  equation  peut  ctre  identifiee  avec  l'equation  du  mouvement  d'un  point 
pesant  mobile  sur  un  cercle  qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w 
autour  d'un  diametre  vertical  fixe.  (Exercice  precedent)  (Gilbert,  Memoire  sur 
I ''application  de  la  methode  de  Lagrange  au  mouvement  relatif.) 

10.  On  peut  ramener  a  des  quadratures  la  recherche  du  mouvement  d'un  solide 
homogene  de  revolution  mobile  autour  d'un  point  de  son  axe  O^,  toutes  les  fois 
que  les  forces  appliquees  derivent  d'une  fonction  U  qui  depend  uniquement  de 
Tangle  de  Taxe  Oz  avec  une  direction  fixe  Ozv 

En  effet,  prenons  la  direction  fixe  pour  axe  0^,;  on  a  U  =  /(8)  et  Ton  voit 
en  ecrivant  les  equations  de  Lagrange  relatives  a  cp  et  <\>  et  Tintegrale  des  forces 
vives,  qu'on  est  ramene  a  des  quadratures. 

11.  On  peut,  de  meme,  ramener  aux  quadratures  l'etude  du  mouvement  d'un 
solide  homogene  de  revolution  glissant  sur  un  plan  fixe,  toutes  les  fois  que  les 
forces  appliquees  derivent  d'une  fonction  U  dependant  seulement  de  Tangle  8  que 
fait  Tangle  G;  avec  la  normale  G^,  au  plan. 
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12.  Generalisation  du  theoreme  de  Bonnet  (n°  247,  fin  de  l'application ). 
voir  Padova,  Bulletin  des  Sciences  mathematiques,  p.  178;  i885.) 

13.  Tautochronisnie  dans  les  systemes.  —  Soit  un  systeme  a  liaisons  indc- 
pendantes  du  temps,  sollicite  par  des  forces  connues  ne  dependant  que  de  la 
position  du  systeme;  appelons  qv  q2,  qk  les  parametres  independants  qui 
servent  a  definir  la  position  du  systeme.  Le  probleme  a  resoudre  est  le  suivant  : 

Quelles  nouvelles  liaisons,  au  nombre  de  k  —  1  fautil  imposer  au  systeme 
pour  que  le  systeme  d  liaisons  completes  ainsi  obtenu  soit  tautochrone,  e'est- 
d-dire  mette  le  me/ne  temps  d  revenir  d  une  position  determinee  quelle  que 
soit  la  position  initiate  dans  laquelle  on  Vabandonne  a  lui-meme  sans 
vitesse  ? 

Beponse.  —  On  a 

ij 

V  (  X  ox  -+-  Y  By  -+-  Z  85)  —  0,  o^-1-...-t-  Qt  oq,.. 

[ntroduisons  de  nouvelles  liaisons  rendant  le  systeme  a  liaisons  completes  et 
tautochrone  :  on  peut  toujours  supposer  alors  qn  q2,  . . . ,  qk  exprimes  en  fonction 
d'un  parametre  q;  l'equation  unique  du  mouvement  du  nouveau  systeme  est 
donnee  par  l'equation  des  forces  vives 

dT  —  Oj dqx-\-. . .-+-  Qkdqk. 
Prenons  a  la  place  de  q  une  nouvelle  variable  s  definie  par 


(2)  y  ^a,ijdqidqi=  ds, 
Alors 

T=  '-s'\       Q^^  +  .-.+  Oj.^- f(s)  ds, 
et  l'equation  (1)  devient 

s"  =  /(*). 

Pour  que  cette  equation  delinisse  un  mouvement  tautochrone,  il  faut  et  il  suffit 
I  n  213)  que /(si  soit  de  la  forme  — [x-s,  oil  u.2  est  une  constante  positive.  On 
doit  done  avoir 

(3 )  Q,  tf&H-  Q2  dq.,-h.  .  .-+-  Ok  dqk  =  —  u.2s  ds. 

Reciproquement,  si  Ton  a  trouve  des  fonctions  qv  q2,  qk  de  s  verifiant  les 
deux  relations  (2)  et  (3),  le  systeme  devient  un  systeme  a  liaisons  completes 
dont  la  position  depend  du  seul  parametre  5  et  ce  systeme  est  tautochrone. 

Comme  on  n'a  que  deux  relations  pour  determiner  qv,  qz,  qk  en  fonctions 
de  s,  on  peut  se  donner  arbitrairement  k —  2  relations  compatibles  entre  qv 
72,  . ..,  qk  et  s. 

On  peut  par  exemple  determiner  le  probleme  en  assujettissant  le  systeme  a 
fttre  tautochrone  non  sculement  pour  les  forces  donnees,  mais  encore  pour  k  —  2 
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autres  systemes  de  forces  X  '  ,  ^    .  /'  ne  dependant  que  la  position.  (Appell, 

(  omptea  rendus,  t.  CXIV,  i8j:>,  p.  996.) 

14-  Interpretation  ties  valeurs  ima ginaires  da  temps  : 

li'tant  donne  an  systeme  de  points  materiels  assujettis  d  des  liaisons  inde- 
pendantes  da  temps  et  soumis  a  des  forces  qai  ne  dependent  que  des  posi- 
tions des  differcnts  points,  Les  integrates  des  equations  cliff erentielles  du  mou- 
vement de  ce  systeme  reslent  reelles  si  Von  y  remplace  t  par  t  \  — 1  et  les 
projectioas  fip,  yp  de  la  vitesse  de  chacun  des  points  mp  par  — — r, 
—  $p\ /t-*i  —'{/.i'  —  1-  Ves  expressions  ainsi  obtenues  sont  les  equations  du 
nouveau  mouvement  que  prendraient  les  mernes  points  materiels  si,  place's 
dans  les  merries  conditions  initiates,  its  etaient  sollicites  par  des  forces  respec- 
tivement  egales  et  opposees  a  celles  qui  produisaient  le  premier  mouvement . 

Demonstration.  —  On  peut  employer  les  equations  aux  inultiplicateui  -  de 
Lagrange,  et  y  changer  /  en  /  \  —  1  :  on  remarque  alors  immediatement  que  cela 
revient  a  changer  de  signe  les  projections  des  forces  appliquees  et  a  modifier 
les  multiplicateurs. 

On  peut  egalement  se  servir  des  equations  de  Lagrange 

dt\dq'J  f)qrj 

T  est  alors  une  fonction  homogene  el  du  second  degre  de  q\,  q'^,  ....  q%,  et  Ton 
voit  immediatement  que  changer  t  en  t  sj — 1  revient  a  changer  Qa  et  — Orj. 
e'est-a-dire  a  changer  le  sens  des  forces  appliquees  (Appell,  Comptes  rendusi 
t.  LXXXVII,  1878,  p.  1074 ). 

15.  Application  des  equations  generates  du  n°  465  d  un  corps  solide  qui  se 
meat  parallelement  a  un  plan  fixe.  —  Prenons  comme  plan  de  la  figure  le  plan 
de  la  courbe  decrite  par  le  centre  de  gravite.  Soient,  dans  ce  plan,  deux  axe- 
fixes  Ox  et  Oy,  c  et  r\  les  coordonnees  de  G.  II  suffit  evidemment  de  connaitrr 
le  mouvement  de  la  figure  plane  (P),  section  du  corps  par  le  plan  xOy.  Appe- 
lons  alors  6  Tangle  que  fait  avec  Ox  un  rayon  GA  invariablement  lie  a  cette 
figure  plane  (P),  et  M/c2  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  a  L'axe  menc 
par  G  perpendiculairement  au  plan  xOy. 

Le  mouvement  du  corps  autour  du  centre  de  gravite  G  est  une  rotation  autour 
d'un  axe  fixe  dans  le  corps,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  etant  6'.  On  a  done, 
pour  la  fonction  S,  calculee  dans  le  mouvement  du  corps  autour  de  G, 

s1=4W.'<). 

Done 

M 

2  .  -  » 

ou  il  est  inutile  d'ecrire  les  termes  ne  contenant  pas  les  derivees  secondes. 

D'autre  part,  si  Ton  appelle  X0,  Y,  les  projections  de  la  resultante  generale  des 
forces  appliquees.  et  N0  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  a  l'axe 
mene  par  G  perpendiculairement  au  plan  xOy.  on  a 

2]  (X  8a?  -h  Y     -h  Z  8-s)  =  X08£  -4-  Y0  Sr.-f-  N0  66. 
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Le  corps  n'etant  suppose  soumis  a  aucune  autre  liaison,  les  parametres  c,  t,,  0 
sont  independants  et  les  equations  du  mouvement  sont 

<>*  _  v  A  -  Y  —  —  N 

M  I"  =  X0,        M  r,"  =  Y0,        M  A-  6"  =  N0. 

<>n  retrouve  ainsi  les  equations  que  donnent  immediatement  les  theoremes 
generaux 

16.  Calcul  de  Venergie  d' acceleration  S  pour  un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  point  fixe  O.  —  Rapportons  le  mouvement  du  corps  a  un  triedre  trirec- 

tangle  Oi/;,  d'origine  O,  anime  d'un  mouvement  connu.  Soient  il  la  rotation 
intantanee  de  ce  triedre,  P,  O,  R  les  composantes  de  cette  rotation  suivant  les 

axes  Ox,  <>j\  0-;;  soient  de  meme  w  la  rotation  instantanee  absolue  du  corps 
solide,  p.  7,  /•  ses  composantes  suivant  les  axes  Oxyz. 

Nous  avons  trouve  (n°  466),  pour  les  projections  J  r,  J  ,  J.  de  l'acceleration 
du  point  m .  des  expressions  de  la  forme 

}jc  =  —  x(q-^r-  r2)  -hf[q(jp  —  P)  -f-/>Q  —  /•']  -+-  z\  rip  —  P)  -h  pR  -+-  q' \. 

On  a,  de  meme,  en  permulant.  J  .  J..  Faisant  la  somme  des  caries,  on  a  J2, 
et  enfin  la  fonction 

S  =  \        "*(Jar+  J|-H-  JJ). 

Dans  cette  somme  (igurent  comme  coefficients  les  moments  d'inertie 

A  m(y-~  z- ),        R  =  V  mf;--L  ./•'- ),        C  =  JT  m (.r--h^- ).' 

et  les  prod u its  d'inertie 

D  =  V  myz,       E  ~V     cr-        ^  ~  V  m-^r- 

par  rapport  aux  axes  Oxyz.  Ces  six  quantites  seront,  en  general,  variables 
avec  le  temps,  puisque  les  axes  Oxyz  se  deplacent  dans  le  corps. 

Actuellement,  les  parametres  sont  les  angles  qui  fixent  l'orientation  du  corps 
autour  du  point  O  :  les  quantites  />,  q,  r  contiennent  les  derivees  premieres  de 
ces  parametres  par  rapport  au  temps;  le  triedre  Oxyz  etant  suppose  anime  d'un 
mouvement  connu,  P,  Q,  R  doivent  etre  regardees  comme  des  fonctions  connues 
du  temps;  les  derivees  secondes  des  parametres  ne  figurent  done  que  dans  p\ 
7  ,  /■ .  Alors,  d'apres  une  remarque  generale,  il  suffit  de  calculer  les  termes  de  S 
qui  dependent  des  accelerations,  e'est-a-dire  de  p',  q' ,  r',  car  ces  termes  seuls 
dependent  des  derivees  secondes  des  parametres. 

Posons.  pour  a  brewer. 


7  R  —  r  Q  -  P 


rP  —  /'R     QtJ      pQ  —  qP  -  R 
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et  desigaons,  pour  un  moment,  par  a,  b,  c  les  sommes  ^  ma:*,  ^  //'  r  .  V*  mz1 
*  »n  peut  errire 

2S  =     a[(g'—  Qj— j?r)2-+-     —  R,^/^)-] 
-+-  6  [( r'  —  R,  —  qp )--+-( p'  —  P,  ■+-  <?r )!  ] 

-+-  c  [(/>'—  P,—  rqy-h(t/—  Qt-hrp?\ 

—  2D[(q"-—rz)p'^(q'—qi-hpr)(r—Hl  —  pfj)] 

—  2  E  [  ( /'2  —  pl)q'-+-  ( '"  —  R,  -+-  7/?  j  (//  —  P,  — 
-2F[(/-7-)r'+(  p  —  P,  -h  /v/ )  f  y'  —  Q,  -  /•/> )  1  -h .  .  . . 

Developpons  et  ordonnons  par  rapport  a  //— P,,  q' —  Ov  r' — Rv  en  remar- 
<[uant  que 

6  +  c  =  A,  c  +  a  =  B,  a     ft  ==  C, 

b  —  c  =  C  —  R,       C  —  a  —  A  —  C,       a  —  6  =  R  —  A  ; 

nous  pouvons  ecrire,  en  laissant  de  cdtc  des  termes  indcpendants  de  /> .  >/  .  r'. 

I  2S  =  MP'—  p.)2^  B(y  —  QJ2-^  C(/-'— Rtj'J 

I  -  2D(r/-Q.)  (/•'-  R,)-2E(/-'-R1)(//-P1, 

)  -2F(/?'-PI)(r/-Q1) 

1  4-2[(C—  B)qr  —  D(02—  ,•=)  —  E/>0 -+-  F  /?/•  ](_/?'  —  PJ 

I  —  2  [ ( A  —  C ) /y>  —  E  ( /■•-  —  p2 )  —  E  qr  —  D <//>](  y'  —  Q, ) 

+  2{(B  -  A)/^-  F(p-—q-)  —  Drp-h  Erq](f  -  R<)-K... 

Remarque.  —  Si  les  axes  Oar> -z  sont  fixes  dans  Cespace,  on  a 

P=Q  =  R  =  o; 

par  suite 

P^Q.^R^o. 
Si  les  axes  sont  fixes  dans  le  corps,  on  a 

P=p,       Q  =  q,       R  = 

d'oii  encore 

P1=Q1=  R,=  o. 

(Appell,  Journal  de  Jordan,  1900.) 

IT.  Quel  est  dans  un  solide  en  mouvement,  le  lieu  des  points  A  possedant  la 
piopriete  suivante  : 

Venergie  d 'acceleration  absolue  S  du  corps  est  egale  a  Venergie  d accele- 
ration de  la  masse  totale  concentree  en  A,  augmentee  de  Venergie  ^accelera- 
tion calculee  dans  le  mouvement  relatif  du  corps  autour  du  point  A. 

(A.  de  Saint-Germain,  Comptes  rendus,  1901.) 

18.  Roulement  d'un  disque  circulaire  sur  une  surface  donnee  sous  1' action 
de  forces  donnees. 

(  Woronetz,  Matke/natische  Annalen,  t.  LXVII,  1909.) 
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EQUATIONS  CANONIQUES. 

THEORfiMES  de  jacobi  et  de  poisson. 

PRINCIPES  D'HAMILTON,  DE  LA  MOINDRE  ACTION 
ET  DE  LA  MOINDRE  CONTRAINTE. 


I.  —  EQUATIONS  CANONIQUES. 


vu  a  la  tin  du  premier  Volume  nos  291  et  suivants,  comment  on 
ramene  les  equations  du  mouvement  d'un  point,  prises  sous  la 
forme  donnee  par  Lagrange,  a  la  forme  appel^e  canonique . 

Une  m^thode  identique  s'applique  aux  equations  du  mouvement 
d'un  systeme  holomomc  quelconque  dont  la  position  depend  de 
k  coordonnees  qi:  q2,  ....  qtc  C'est  ce  que  nous  allons  montrer 
rapidement,  en  renvoyant,  pour  tous  les  details  du  calcul,  au  Cha- 
pitre  XVI,  dans  lequel  les  calculs  sont  developpes  pour  Ie  cas 
de/r  =  3. 

Les  Equations  de  Lagrange  sont 

Prenons.  d'aprcs  Poisson,  comme  nouvelles  variables,  a  la  place 
de  q\j  q,,  .  .  . ,  q'k1  les  quantites 

E  ,  OT  OT  OT 

(2)  P%=W  P*^Wk 

Ces  /'((nations  elant  Iineaires  par  rapport  ay',,  .  .  .  ,  q'k  peuvent 
Stre  resolues,  et  donnent  pour  ces  quantites,  des  expressions 
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lineaires  en  pt,  p/{.  Voyons  ce  que  deviennent  les  Equa- 

tions (i)  quand  on  fait  ce  changemenl  de  variables. 

L;ussons  la  variable  t  constanle  et  donnons  aux  variables  q  el  p 
des  accroissemenls  infiniment  pelits,  arbitraires,  independanls  dq 
<'t  op;  il  en  resulte  pour  les  q'  des  accroissemenls  dq'  dEfinis  par 
les  relations  (2)  supposees  resolues  par  rapport  aux  q'. 

La  fonction  T,  qui  depend  des  variables  7  et  7',  subit  alors  une 
variation 

....     V  dT  -       V  <fV  - 
011,  en  vertu  des  equations  (2), 

ce  (|u'on  peut  ecrire  en  posant  K  =  1p~,q[,  —  T, 

On  a  ainsi  une  premiere  expressionde  la  dillerentielle  totaleoK. 
Supposons  d'autre  part  K  exprime  au  moyen  du  nouveau  systeme 
de  variables  qy,  pv.  Quand,  t  restant  constant,  ces  variables  subis- 
sent  des  variations  arbitraires  07,,  et  dp,,,  on  a 

dK  R       XT'  <Jk  . 


Getle  nouvelle  expression  de  dK  doit  etre  identique  a  la  prece- 
dent, quels  que  soient  les  dq  el  les  dp;  on  a  done 

Dans  ces  Equations,  les  derivees  parlielles  de  T  sont  prises  en 
supposant  T  exprime  a  l'aide  des  q  et  q',  et  celles  de  K  en 
supposant  K  exprime  a  l'aide  des  q  et  des  p.  D'apres  ces  rela- 
tions (3),  les  equations  (1)  de  Lagrange  prennent  la  forme 

Ges  equations  du  premier  ordre  determineronl  les  \ariables  /?,, 
•  • ,  Pk,  71,        •  •  • ,  7a  on  fonction  du  temps. 
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Dans  tout  ce  qui  suit  nous  supposerons  que  les  coinposantes 
suivant  les  axes  des  forces  appliquees,  autres  que  les  forces  de 
liaison,  soient  les  deriv^es  parlielles,  par  rapport  aux  coordonnees, 
d'une  fonction  U  des  coordonnees  et  du  temps;  cette  condition 
sera  realisee,  en  particulier,  si  les  forces  appliquees  d^rivent 
d'une  fonction  de  forces,  mais  alors  U  ne  contiendra  que  les  coor- 
donnees et  non  le  temps. 

Dans  cette  hypothese,  comme  les  coordonnees  des  diffe'renls 
points  du  systeme  sontdes  fonctions  des  parametres  q±,  q<2,  .  .  . ,  q/, 
et  peut-elre  du  temps,  U  est  une  fonction  de  qi,  q2l  •  qi^  t  ne 
contenant  pns  les  variables  pv,  de  sorte  que  les  derivees  par- 

lielles  4—  sont  nulles:  on  a  de  plus  Qv  =      •  Posons  alors 

dp,,  1         x'  dqy 

(5)  K-U  =  H; 

nous  avons 

<Jk  _  m         dK  -      _  dE 
dp,,      dp?        dq,,  dq^ 

et  les  equations  (4)  deviennent 

(C  dq^  =  dU  dp,  =    _  dE_         .  . 

*  ;  '  ,  dt       dpS         dt  dqv        ^      T'  2'  '*'' 

Ge  sont  la  les  equations  canoniques  du  mouvement  donnees 
par  Hamilton;  elles  forment  un  systeme  de  ik  equations  du  pre- 
mier ordre,  definissant  qit  q2,  ^  et  pi,  p2,  ...,/?/•  en  fonc- 
tion du  temps  et  de  2k  constantes  arbitraires. 

Cos  particulier  ou  Les  liaisons  sont  indepentantes  du  temps. 
—  Si  les  liaisons  imposees  au  systeme  sont  independantes  du 
temps,  on  peut  toujours  choisir  comme  parametres  cy2,  . . . ,  qi; 
des  quantites  telles  que  les  expressions  des  coordonnees  des  diffe- 
rents  points  du  systeme  en  fonction  de  ces  parametres,  ne  con- 
tiennent  pas  explicitement  t.  Alors  T  est  une  fonction  homogene 
et  du  second  degre  des  <(  (n°  445),  et,  d'apres  le  th^oreme  des 


lonctions  homo£(;nes,  on  a 


^  d'V 
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car  p.,  est  ^gal  a  — r  •  Dans  ce  cas  la  fonction  K  devient 


K  =  s  jOv'/v  —  T  =  2  T  —  T  =  Tj 

et  Ton  a 

H  =  K  —  U  =  T  —  U. 

Dans  ce  cas,  les  calculs  qu'il  faut  faire  pour  passer  de  la  forme 
quadratiqtie  T  exprim^e  en  q\,  . ..,  q'k  a  la  forme  T  exprim^e 
en  ...,/?/,  sont  identiques  a  ceux  que  I  on  fait  pour  passer 
d'une  forme  quadratique  a  la  forme  adjointe. 

Cas  oil  les  liaisons  etant  independantes  du  temps,  il  e.iistr 
une  fonction  des  forces;  integrale  des  forces  vives.  Aux 
hypotheses  faites  dans  le  numcro  pre'ee'dent,  ajoutons  la  supposi- 
tion qu'il  existe  une  fonction  des  forces,  e'est-a-dire  que  U  depende 
des  coordonn6*es  des  diffe'rents  points  et  non  du  temps.  Alors, 
comme  les  expressions  des  coordonn^es  en  fonction  des  q  sont 

suppos6es  ne  pas  contenir     U  devient  une  fonction  de  q2  

qii}  ne  contenant  pas  t.  Dans  ce  cas,  le  the'oreme  des  forces  vives 
conduit  a  l'integrale 

T  —  U  =  /i       on       11  =  //. 

G'est  ce  qu'il  est  facile  de  d^duire  des  equations  canoniques.  En 
effet,  actuellement,  la  fonction  H  =  T  —  U  ne  contient  pas  expli- 
citement  t;  etle  s'exprime  uniquement  a  l'aide  des  variables  q.t 
et  /?v.  Pendant  le  mouvement,  ces  variables  qv  et  p.,  sont  des  fonc- 
tions  du  temps,  H  devient  par  leur  intermediate,  une  fonction  du 
temps,  et  1'on  a 

777  ~~ \dql   dt  ~  ~&plt  lit 

V 

mais,  d'apres  les  Equations  canoniques,  chaque  terme  de  la  somme 
du  second  membre  est  nul.  Done,  pendant  le  mouvement.  on  a 

— -  =s  o.       H  =  h. 

dt .     '  ' 


Remarque.  —  Si  H  contenait  explicitement  t,  on  aurait 
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la  somme  £tant  nulle  en  vertu  des  equations  canoniques,  on  trou- 
verait 

dYL  _  dU 
dt  ~  dt' 

La  transformation  de  Poisson-llamilton  est  toujours  possible.  —  La 
transformation  repose  sur  la  resolution  des  equations  (2)  lineaires  en  q[, 
£2,  . ..,  q'k-  On  montre,  comme  dans  le  n°  294,  que  le  determinant  des 
coefficients  des  inconnues  q[,  ne  peut  pas  etre  nul. 

On  pourra  consulter  aussi,  sur  cette  transformation  de  Poisson-Hamilton, 
et  plus  generalement  sur  les  changements  de  variables  n'alterant  pas  la 
forme  canonique  des  equations  (6),  une  etude  de  H.  Vergne  [Sur  cer- 
taines  proprietes  des  systemes  d 'equations  differentielles  <  Annates 
de  VEcole  Normale  supe'rieure,  1910,  p.  543)]. 

II.  -  THEORflME  DE  JACOBI  ET  APPLICATIONS. 

172.  Theoreme  de  Jacobi.  —  Le  theoreme  de  Jacobi  s'applique 
a  des  equations  de  la  forme  canonique,  dans  lesquelles  H  est  une 
fonction  quelconque  des  variables  qnp,  et  t.  Nous  ecrirons  cette 
fonction 

HOi3 Pi,  ..'ip*;  fa  q-i,  •  •  •,  gk,  t), 

'en  mettant  les  variables  en  Evidence.  Le  theoreme  repose  sur  cette 
remarque  que  les  Equations  canoniques  sont  les  equations  des 
caracleristiques  d'une  certaine  Equation  aux  de>ivees  partielles  du 
premier  ordre  :  il  ramene  l'int^gration  des  equations  canoniques 
a  la  recherche  d'une  integrale  complete  de  cette  equation.  Voici 
comment  on  peut  £noncer  le  theoreme  : 

Soit  V equation  aux  derivees partielles  du  premier  ordre 

r)\      •  /  d\    dY  <N  \ 

(J  )  ~ji  ■+■  H  I  - —  1  - —  j  -  -  •  1  - — ;  qu  q2,  q&,  t )  =  0 

dt  \dqx    dq,  dqk  J 

qui  dejinil  V  en  fonction  des  variables  q{,  q2l  ....  t,  regar- 
dees  comme  independantes .  Si  Von  connait  une  integrale 
complete 

(C)  V(<7,,  q«,        qk,  t\       a2,   ak)-\-  const. 


de  <ette  equation  avec  h  constantes  arbitral  res  a*,  a->.  •  • . a/; 
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doni  ariaine  nest  une  constante  additive,  les  equations  finies 

du  mouvement,  e'est-a-dire  les  integrates  ginirales  des  Equa- 
tions canonique,  sont 

r)\  <)\  dV 

<)q\  <)(/*  <)qk 


avec  2 


/:  constantes  arbitr aires  a,,  «._,.  ....  a#;        /y2.  6/ 


Nous  avons,  dans  le  n"  297,  demontre  ce  theoreme  dans  l'liypo- 
these  que  le  nombre  des  variables  q  est  3,  (£  =  3).  La  meme 
demonstration  s'applique  identiquement  au  cas  general  oii  k  est  un 
entier  quelconque.  II  est  inutile  de  revenir  sur  cette  demonstra- 
tion. Le  theoreme  general  doit  done  etre  regarde  comme  de- 
montre :  les  equations  (J4)  donnent  ql,  q,,  qh  en  fonction 
du  temps  et  des  2k  constantes  av  et  6V;  ces  expressions  definissent 
le  mouvement  du  systeme;  les  equations  (J2)  donnent  ensuite 
les  variables  auxiliaires  pv. 


i73.  Cas  particulier  ou  t  ne  figure  pas  dans  les  coefficients  de 
l'equation  de  Jacobi.  —  Lorsque  t  ne  figure  pas  dans  les  coeffi- 
cients de  l'equation  (J),  on  peut  verifier  cette  equation  par  une 
fonction  de  la  forme 

V=— to-h\V. 

h  designant  une  constante,  et  W  une  fonction  de  ry,,  q2,  qk 
independante  de  t.  En  substituant  cette  expression  de  V  dans 
['equation  (J),  on  a,  pour  determiner  W,  l'equation 

II  suffira  de  trouver  une  integrale  complete  de  cette  equation  (J') 

W(gr,,  q.2.  . q'K'y  au  a*,  . . .,  ak—\,  h)  -h  const., 

contenant,  outre  h,  (A— 1)  constantes  av,  a2,  i  dont 

aucune  n'est  additive.  On  aura  alors,  en  prenant 

V  =  —  ht      W(r/,,  gr,,  ,  a*_,,  A), 
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une  integrale  complete  de  l'equation  de  jacobi  avec  les  k  con- 
stantes  #1?  a2?  a/,— 1,  h,  dont  la  derniere  remplace  «/,.  Les 

equations  finies  du  mouveinent  (J,)  et  (J2)  deviennent  alors,  en 
designant  la  constante  b/:  par  —  /„, 


A    ^W  =A        —  -  b  —    -  /;  -/       —  -  t 

rfW  <W  <)\X 

Les  (A  —  i)  premieres  equations  (}\)  ne  contenant  pas  t  defi- 
nissent  la  suite  des  configurations  geometriques  par  lesquelles 
passe  le  systeme  pendant  lemouvement;  la  derniere  6quation  (J\) 
donne  le  temps  t  que  met  le  systeme  a  atteindre  une  de  ces  confi- 
gurations. 

Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  se  presente  en  particulier 
quand  les  liaisons  etant  independantes  du  temps,  les  expressions 
des  coordonnees  des  points  du  systeme  en  fonction  des  qv  ne 
contiennent  pas  t,  et  quand  les  forces  derivent  d'une  fonction  de 
forces  U(<7i,  . . . ,  q^).  Alors  H  =  T  —  U  ne  contient  pas  t  expli- 
citement.  Dans  ce  cas,  la  constante  h  est  la  constante  des  forces 

<)\X 

devient 


vives,  car  l'equation  (J'),  dans  laquelle  on  remplace  - —  par  p.n 


H(/?i,  p*  pk  ;  qu  q-i,  •  •  • ,  qk)  —  h       ou       T  —  U  =  h  : 

c'est  l'integrale  des  forces  vives. 


Remarque.  —  Le  procede  que  nous  venons  d'employer  pour 
simplifier  la  recherche  d'une  integrale  complete,  quand  tne  figure 
pas  dans  les  coefficients  de  l'equation  de  Jacobi,  s'applique  de 
meme  au  cas  ou  toute  autre  variable  qL  par  exemple,  ne  figurerait 
pas  dans  cette  equation.  On  essayerait  alors  de  verifier  l'equation 
en  posant 

V  =  «,£i-h  ?(?25  q>,-  •  •  -  ;  qk,  Oj 

y  ne  dependant  plus  de  qt  et  at  designant  une  constante,  et  Ton 
serait  ramene  a  trouver  une  integrale  complete  d'une  equation 
avec  une  variable  independante  de  moins. 
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£14.  Exemples  :  i"  Application  au  mouvement  de  la  toupie  sur  un 
plan  horizontal.  —  Cc  probleme  a  ete  traite  directement  n°  -407  comrne 
evemple  du  mouvement  d'un  corps  homogene  pesant  de  revolution,  glis- 
sant  sur  un  plan  horizontal.  En  adoptant  les  notations  des  n,)S  407  et  408. 
nous  voyons  que  la  position  du  systeme  depend  de  cinq  para  metres  |,  rn  z. 
>b,  0  qui  jouent  les  roles  dc  ql}  q%,  q^,  q>n  q-0.  Le  £  du  centre  de  gravite  est 
lie  a  0  par  la  relation  C  =  ^cos0.  Pour  abre'ger  l'ecriture,  nous  suppose- 
rons  qu'on  ait  pris  la  masse  de  La  toupie  pour  unite  (M  =  i).  La  demi- 
force  vive  est  alors 


T  =  -[ £'2 -h  -o'2 -h  l°-  sin2 GO;2 -+-  A(/>2  +  q- )-H  Gr2], 


T  =  '0'--+-  {I'1  sin2  6  -h  A)  0'2-t-  A  sin2  0d/2-h  C(<P'^  ty'  cos  ft)2  J. 

D'autre  part,  la  fonction  des  force  est 


dT 

Les  variables  /?v  sont  definies  par  les  equations  pv  =  -j—r  qui  sont  ici 


Pi  = 

Pi  = 

p,  = 

G(o'+  <l/cos0), 

A  sin2  06'-+-  C  cos0(<p'-+-  -V cos  0), 
(Z2sin20  +  A)D'. 


11  faut  resoudre  ces  equations  par  rapport  a  V,  0',  o',  d/.  On  a  imme- 
diatement 


#  9  -h  o  cos  0  =  ^ 


,_  />i  —  jP3cosQ 
A  sin2  6 


0'  = 


^5 


I-  sin: 


En  portant  ces  \aleurs  dans  T  et  remarquant  que,  T  etant  homogene  en 
q\ ,  q'.2,  ....  </',.  on  a  aetuellement  H  =  T  —  U,  on  trouve 


Pi 


Pi 


I-  sin'- 6 


El 
C 


(>-,  —  jp3  cos  6)°- 
A  sin2') 
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On  pourrait  alors  ecrire  les  equations  canoniques 

dt\  OH 
?V       di  =  df>=Pl> 

2*  _(p,-p,  cosQ) 

G  A  sin-l) 


dU 

~  dp,  ~ 

do 

<M 

(it 

d<b 

dU 

dt 

-  d&  ~ 

di) 

dll 

dt 

~  dp,  T 

dpi 

<m 

~di 

dps 

dH 

77T 

dps 

dH 

w 

p;—p.<, 


eos0 


A  sin-0 

go 

/-  siii^J  -+-  A 


pU15 

dt  ~~~  dt\ 
dph  dH 


ou  nous  n  avons  pas  ecnt  explicitement  la  derivee  -^p  Ces  equations  cano- 
niques (3)  et  (4)  dcfinissent  £,  tj,  9  6,  0,  piy  p>,  p:],  p%,  p.,  en  fonction 
de  t.  Le  premier  groupe  est  evidemment  identique  aux  equations  (1).  Le 
deuxieme  groupe  donne  i  m  mediate  men  t  les  integrales  premieres 

p{  =  au       p.2  ==  a2) 

d'ou,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  equations  (i)  ou  (3), 

i         aj,       t\  —  a*,       G(  o  -+-  d/  cos  0 )  =  a?„ 
(5)  <  • 

/       A  sin-  0  -l  +G  cos 0  ( 9  -+-  d»  cos  ())  =  «.. 

Ces  quatre  integrales  premieres  sont  celles  que  nous  avons  trouve'es 
directement  (n° -407)  par  l'application  des  theoremes  generaux.  Les  deux 
premiere-  expriment  que  la  projection  horizoniale  du  centre  de  gravite  est 
animee  d'un  mouvement  rectiligne  uniforme;  la  troisieme  que  la  compo- 
sante  r  de  la  rotation  instantane'e  est  constante;  la  derniere  que,  dans  le 
mouvement  autour  du  centre  de  gravite,  la  somme  des  moments  des  quan- 
tites  de  mouvement  par  rapport  a  la  verticale  G^,  est  constante.  En  adjoi- 
gnant  .1  ces  integrales  (5)  I'integrale  des  forces  vjves 

T  —  U  =  //       ou       11  =  //. 


on  obtient  toutes  les  equations  trouvees  directement. 
APPILL.  —  Traiti  de  Mecanique,  11. 
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A.ppliquons  maintenant  le  theoreme  de  Jacob!  :  nous  allons  relroun 
les  memes  integrales.  L'equation  aux  derivees  partielles  est 


\  dt       2  I  V  ^  /       \         +  /2  sin20  +  A\  ^67 

j  i  /<JV'v       i     /^v    rfV     .yn      ,  t 

\  G  \  r)y  J       A  sin- 0  \  ()<l>  /J 


Gomme  elle  ne  contient  explicitement  dans  les  coeflicienls  aucune  dies 
variables         r,,  cp,  ^,  on  pourra  trouver  une  integrate  de  la  forme 

V  =  —  ht  -h  aA  \  ■+-  a«  7j  -h  «3  5  +  fll,!/  +  F(i ), 
ou  A,  «i,  a2,  «3,  «4  sont  des  constantes .et  F  (6)  une  fonction  de  0  seul. 
En  substituant  cette  valeur  de  V  dans  (6),  et  remarquant  que       est  egal 
a  F'(0),  on  a,  pour  determiner  F'(0),  l'equation 


F'2(6)  =  (/2  sin2  6  -h  A )  I  2rh  —  2^/cosO 


ft  t  —  a ; 


a\  i  1 

(  aK  — :  «a  cos  0  )2  . 


G       A  sin 2  0 
On  a  done,  en  integrant, 

F(0)  =  y  v '/-sin-0  -+-  A  ^0, 

ou  I  on  a  pose,  pour  abreger, 

8  =  ih  —  2Wcos0  —  a?  —  a\ —       —  — r— -— r ( a4—  <v3  cos  0 )-. 

G       A  sin2  0  ' 

On  a  ainsi  l'integrale  complete 

V  =  —  ht  +  ffl^+  a2iQ  -+-  «:!  c  -i-  rt4  <b  -hj"  v  /2  sin20  +  A  yds  c/b, 

avec  cinq  constantes  h,  au  #2,  «3,  a^,  dont  aucune  n'est  additive.  Les 
equations  du  mouvement  sous  formes  finie  sont  alors 

On  a  done,  puisque  0  depend  de  h ,  a\,  «2,  «3>  #4,  en  differential  sous 
le  signe  . 


(*       sin2  0  -+-  A  r 


v/e 


/*  v^'  sin20  +  A  [  «3        cos  6     .  J  , 

_  |   2      — /  a  _  a  Cos  0  )    r/e  =  0: 

7  y/e  I  C       A  sin20^  'J 

\J I'1  sin20      A  (  aK  —  a3  cos 


✓5 

r  \Jl-  sin20  -+-  A  {aK  —  <7:]cos0)  _ 
J    "  Asin20 

/*  V^2  sin20  -+-  A  „ 

J  v/e 


CHAPITRE  XXV.   —  EQUATIONS  CANONIQUES.  435 

Lea  quatre  premieres  equations  definissent  la  suite  des  positions  de  la 
toupie;  la  derniere  donne  Ie  temps.  En  remplacant  la  derniere  integrale 
par  /  —  to  dans  les  deux  premieres  equations,  on  les  met  sous  la  forme 

£—-&!==  «t'(*  —  *o),       f\  —  bi  =  a^(t  —  /„). 

On  retrouve  ainsi  ce  re'sultat  que  la  projection  horizontale  du  centre  de 
gravite  se  meut  d'un  mouvemens  rectiligne  uniforme. 

Enfin,  si  l'on  veut  les  expressions  sous  forme  finie  des  variables  /),,  p», 

ps,  p..  p.-  il  faut  ecrire  p.,  —  j~~>  ce  CIU'  donnc 


p5    :  v//2  sin -2  0  -+-  A 

2°  Exemple  dans  lequel  les  liaisons  dependent  du  temps.  —  Appli- 
q nous  cette  methode  au  probleme  du  n°  455. 

Mouvement  dhine  barre  homogene  pesante  mobile  sans  frottement 
dans  un  plan  qui  tourne,  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w. 
au  tour  d'une  verticale  fixe  du  plan. 

La  position  du  systeme  depend  des  trois  parametre  £,  0  qui  joueront 
le  role  de  q\,  q-i,  q... 

Supposons  la  masse  M  prise  pour  unite;  on  a,  comme  nous  Tavons 
trouve,  les  expressions  suivantes  de  la  demi-force  vive  absolue  et  de  la 
function  des  forces  : 

T  =  -{q--h  V"  ■+•  ^  6'2  +       *2  COS2  0  4-  OJ2  £2  ), 


11  faut  poser 

dT  JT  <)T 

pi=d?>    p2=o\r  IH=w' 

ce  qui  donne 

Pi  =         /*s  =  V,  /?3=£20'; 

equations  qui  sont  immediatement  re'solues  par  rapport  a  r{,  0'.  On  doit 
faire  ensuite 

ce  qui  donne,  en  remplacant      r,',  0'  par  leurs  valeurs  et  reduisant, 
K  =  -  (j>l  -h pi  -h  ^  —  co2 /c2  cos2  0  —  cd?  tsj  . 
Entin  la  fonction  H  =  K  —  U  a  pour  expression 

II  =  *  ^/>2  ■+-  pi  -h  ~j  —  o)2/:2cos20  —  toa(j2J —  ^  Tj. 
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Les  equations  canoniques  seraient  alors  aisees  a  ecrire;  on  verifiera 
qu'elles  sont  identiques  a  celles  du  n"  435. 

Appliquons  la  methode  de  Jacobi.  L'equation  aux  derivees  partielle^  eH 


En  1'ecrivant 


on  apercoit  une  integrale  premiere  de  la  forme 

V  =  -  hi  -f-  Fi(|)-h  F2(t))  +  Fo(0), 

les  fonctions  F13  F2,  F3  des  variables  H,  'i,  0  verifiant  identiquement 
l'equation 


F'f('n)  —  2£"'i] 


^  F'22  ( 6 )  —  (o2  A:2  eo?2  0 J  =  o. 


(lomme,  dans  l'equation  aux  derivees  partielles,  les  variables  c,  6  sont 
regardees  comme  independantes,  cette  relation  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
chacune  des  quantites  entre  crochets  est  separement  constante.  II  faudra 
done  prendre 

?m)-»H*^V"i,        F'|(r,)  —  <igr,  =  2«2; 
d'ou,  en  substituant, 

J~  F':f  ( 6 )  —  to2  k2  cos-  6  =  2  h  —  2  a i  —  'iiu. 

Ges  equations  donnent  Fl3  F2,  F3  par  des  quadratures,  et  Ton  a  1'integralc 
complete 


A-  ^  v/w2  #2  cos2  0  -4-  2 /j  —  lax  —  2  a,  rf6, 


avec  les  trois  constantes  al5  a2,  A  dont  aucune  n'est  additive.  Les  equa- 
tions du  mouvement  sous  forme  finie  sont  alors 

—  =  bu        —  =  b-2 
fJcii  da* 
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et 

0\ 


ce  qui  donne,  en  designant  par  6  la  quantite  to'- /c2cos- 0  -+-  ?.h  —  201 —  i<t\ 

f   ^     k'f'4  ■ 

J    \/lgt\  ■+-  20o  •  V'^ 

y/0 


.   r  um 


C ^es  equations  donnent  c,  t],  6  en  fonction  de  t  et  de  six  constantes  <z1? 
//o,  A,  61,  62,  *6«  On  peut  ecrire  les  deux  premieres,  en  tenant  compte  de 
la  troisieme, 

f.  di     =i-t.+b,!     (-  =t-lt+bt, 

J     V  W- 12  J     \/1g  T,  +2fl5 

d'ou  Ton  tire  pour  ;  et  r,  des  expressions  identiques  a  celles  que  nous  avons 
trouvees  (n°  455). 

Les  valeurs  de  piy  />2,  p?,  sont  enfin 


d\       / —   0\   

Pi  =  ^  =  V  to-c-+  2«,,        />2  =  —  =  sjig-i\  -+-  2ax. 


475.  Theoreme  de  Liouville.  —  Liouville  a  indique  un  cas  tres  etendu 
oil  les  equations  du  mouvement  s'integrent  par  des  quadratures.  Conside- 
rons  un  systeme  sans  frotlement  dont  les  liaisons  sont  independantes  du 
temps  et  dont  la  force  vive  s'exprime  en  fonction  des  parametres  qx, 
fji.  .  .  . ,  qk  sous  la  forme 

2T  =  (A,+  Aa  +  ...+  A*)  (Btq'i     B2?'|  -4-.:.-+-  Bkq^  ), 

ou  Ai,  et  Bi  sont  des  fonctions  du  seul  parametre  qi:  A2  et  B2  du  seul 
parametre  q*,  et  ainsi  de  suite.  Le  mouvement  de  ce  systeme  peut  se  cal- 
culer  par  quadratures  quand  aucune  force  n'agit  sur  lui.  ou  plus  generale- 
ineni  quand  les  forces  actives  qui  s'exercent  sur  lui  derivent  d'une  fonction 
de  forces  U  (</,,  <j«  qk)  de  la  forme 

A 1  ~h  A2-h. . .-+-  Ax- 

Ui  dependant  de  qi  seul,  .  .  . ,  Lv  de  qv  seul.  Un  cas  ties  particulier  de  ce 
theoreme  ;i  ete  indique  a  la  (in  du  premier  Volume  (n°  305). 
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La  methode  de  Jacohi  donne  immediatement  le  mouvement  cherche.  Le: 

variables  /?v  sont  actuellement  definies  par 


/>,= 


dq\ 


(A,  4-  Ao 


Tirant  de  la  q\,  pour  le  porter  dans  T  <:t  remarquant  que  II  =  T  —  U, 
ar  T  est  homogene  par  rapport  aux  q  ,  on  a 


II 


A, 


A/, 


[2\lM  B9  * 

—  (U,4-  U2 


pi 


[/equation  aux  derivees  partielles  de  Jacobi  devient  done,  en  y  faisant 

V  =  —  ht  4-  W. 

i  r  i  /<>w 


At  +  A 2  -+-...  -4-  Ayt 


2  [i  (£)■-■.]« 


Eile  admet  ainsi  une  integrate  complete  de  la  forme 
<  7)  W  =--  V,4-  V2-f-...-h  V/., 

ou  Vi  depend  uniquement  de  qi}  V2  de  </•>,  . . . ,  V*  de  qi.  En  effet,  substi- 
tuons  cette  valeur  de  W  et  chassons  le  denominateur ;  nous  aurons  line 
equation  qu'on  peut  ecrire 


B2  V  dq%  I 


a  A  A,  —  2  U, 


LBL,(Syi" 


La  premiere  parenthese  depend  uniquement  de  la  deuxieme  de 
qi<  .  .  etc.  Comrae,  dans  I'equation  aux  derivees  partielles,  ces  variables 
sont  independantes,  la  derniere  equation  ne  peut  etre  satisfaite  que  si 
chaque  parenthese  est  separement  constante.  On  doit  done  avoir 


Bv  \  dqs, 


2AAV—  2Uv=2av       (v  =  i, 


les  lettres  ai}  a*:  ak  designant  des  constantes  dont  la  somme  est 

nulle  :  k  —  i  de  ces  constantes  au  a2,  .  .  .,  sont  done  arbitraires,  et 

Ton  a 

(8)  ak  =  —  (ai-+-  a2-h.  .  .4-  a*_t). 

On  a  alors,  en  integrant, 

Vv=  J  y/Bv \JihK,,-\-  2UV4-  la^dq,,. 
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En  remplacant  dans  ^expression  (7)  Vi,  Vj,  . .  .,  V*  par  ces  valeurs,  on 
obtieni  une  integrale  complete  avec  k  constantes  arbitrages  «l3  a»  .... 
ak   i]  h.  Les  equations  finies  du  rnouvement  sont  alors 

1—  =  b"-i        -JT  =  1  —  /o        ( ia  —  1 )  2 5  .  .  . ,  A'  —  1 ), 
c'est-a-dire,  en  efFectuant  les  derivations  et  se  rappelant  la  relation  (8), 

/\i<:;         '">•■■         ~  A  Si           '/?'  = 

-7         1   v^2^  A-pu  -+-  2  Uu.+  2CTm       J  \'lhXk-\-  2U/1-+-  2  a* 

«^  \  2  //  A  v  -I-  2  Uv  4-  2  av 

Le  probleme  est  ainsi  resolu  par  quadratures. 

M.  Hadamard,  perfectionnant  une  methode  de  Staude,  a  etudie 
^inversion  des  ces  equations,  quand  les  intervallcs  de  variation  de  chacun 
des  parametres  q  sont  limites  dans  les  deux  sens  (Bulletin  des  Sciences 
/nathematiques,  t.  XXXV,  avril  191 1), 

i"6.  Theoreme  de  Staeckel.  —  Staeckel  a  indique  dans  les  Comptes 
rendus  (1893)  une  generalisation  du  theoreme  de  Liouville.  Cette  gene- 
ralisation s'applique  a  un  systeme  dependant  de  k  parametres  :  pour  ne 
pas  compliquer  les  notations,  nous  l'exposerons  dans  le  cas  de  trois  para- 
metres. 

Soient  A  le  determinant 

ri(?0'  ?»(.£*)  ?3(f») 
Mtfs)  <M?3) 

I  Z>(?i)  x*tj?0  7.3(^3) 

et  'l>i,  <&2j  ^3  les  mineurs  de  A  par  rapport  aux  elements  oi3  cp2,  93  de  la 
premiere  ligne  Wit  . . . ,  Xl5  ...  les  mineurs  relatifs  a  <bi  .  .  .,  71  .... 

Supposons  que  la  force  vive  2T  d'un  systeme  et  la  function  de  forces  U 
soient  de  Ia  forme  suivante  (voir  Goursat,  Comptes  rendus,  1 8g3 )  : 


(  A  1    2  T 


q?  •  q'i  ^  q'i \    rT  Mg\)®\+Mg*)$-i+Mq-^ 
<!>!     (i>2         y  a 

La  methode  de  Jacobi  \a  permettre  de  determiner  le  mouvement  par 
quadratures. 

Nous  avons,  en  efFet,  iri 

h  =  ±  qp  ; «, + P 1  *, + ,,1  «... ,  -  ■<'< '"'  ••    + /■  *». 

Ecrivons  l'equation  de  Jacobi,  puis  faisons-y  V  =  — lit  -f-  W ;  Tequa- 
t  ion  (Jf)  en  \V  s'ecrit 

,j'  Sr*-Qs*-(S)2,K=:,(/'*^/!,,,^-/^--,'i- 
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Cherchons  s'il  existe  une  integrale  complete  de  la  forme 

W  =  V,  (^i  )  -h  V2(^o)  -+-  \:\{q?t). 
Si  nous  obser\ons  qu'on  n 

?  ,  (1>,  -4_  cp2  *I>2-J-  Cp-tI>:J  =  A,     d>i  <I>i  +  62<1,2-H't'3<I>:!  =o,     /  t*,  -r-^^s-t-/,:!  $3  =  0,. 

on  voit  qu'en  prenani 

=  2(/'  +  h  ?'  +       '  +         }  =  Fl(^'  )j 

I'equation  (J')  est  ve'rifiee  identiquement  :  A.  ai,  «g  designent  des  con- 
stantes  arbitraires. 

Le  mouvement  est  alors  delini  par  les  egalites 

r  /.'^/'  +  /*  r^h^    f  x^v  =  ^ 


Le  theoreme  precedent  renferme  le  theoreme  de  Liouville  comme  cas 
particulier.  Gar,  si  T  et  U  sont  de  la  forme  qu'exige  le  theoreme  de  Liou- 
ville, on  voit  aussitot  qu'on  pent  toujours  les  mettre  sous  la  forme  (A). 

On  trouvera  une  generalisation  de  ce  theoreme  dans  une  deuxieme 
\ote  de  Staeckel  (Comptes  rendus,  7  oetobre  1896). 

177.  Application  de  la  transformation  de  Legendre  a  I'equation  de 
Jacobi.  —  Dans  la  theorie  precedente  on  fait  jouer  aux  q  et  au\  />  de- 
roles  difterents;  mais  il  est  clair  que  dans  le  systeme  canonique 

.  .  dqv      <M  dpv  <)H 

(I)  -cU=of;         dF=-^       (v  =  i,  a.  ...,*), 

le?  variables  p,  q  jouent  un  role  symetrique,  puisqu'il  saffit  de  changer  H 
eu  —  H  pour  substituer  les  p  aux  q  et  reciproquement.  D'aprescela,  il  est 
loisible  de  substituer  a  I'equation  de  Jacobi 

<)\  ^  H/^v  <W 

dt  \  <)q  1  '  <)q 

la  suivante 

(3.)  —  Hipi  />/,,  —  t)  =  o. 

dt  V  <>P\  fyk 
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Si  l'ou  connait  une  integrale  complete  W(*,j0i,  .  ..,/>£,  a±,  ....  (U-)de 
•cette  derniere  equation,  on  posera 

'AY  ,MY  dW 

^=C"  ^=C*'       *v==^       <V==I'2'  •••;/°' 

et  ces  egalites  definiront  les  integrates  de  ( i ). 

11  est  bien  facile  d'ailleurs  de  passer  de  l'equation  (2)  a  l'equation  (3), 
en  substituant  aux  variables  q  et  a  la  fonction  V  les  nouvelles  variables  p 
et  la  nouvelle  fonction  W  liees  aux  premieres  par  les  egalites 


(4) 


d\ 


En  repetant  le  calcul  a  l'aide  duquel  nous  avons  rameneles  equations  de 
Lagrange  a  la  forme  canonique.  on  voit  que  ces  formules  entrainent  les 
suivantes  : 

/  d\\ 

q>  —  1 —  5 

v  =  £ 


d\\ 


w. 


V  =  l 

<N  _  t AY 
dt  ~  dt 

Le  changement  de  variables  (4)  transiorme  done  l'equation  (2)  en 
Lequation  (3).  A  une  integrale  complete  \{t,q{  ....  q^.  a1;  . .  . ,  a*)  de  (2) 
correspond  une  integrale  complete  W(f,  p\,  .  .  . ,  p,c ;  a<[,  ....  de  (3), 
et  Ton  a  les  relations 

d\  <AY 

da,,  da*, 

Les  equations  -~  =  bV)  }>  ,  =  ~J~~  ( v  —  l-  2-  ■••>  ^)  entrainent  done  bien 
les  equations 

<*W         ,  d\\ 


La  transformation  (.» )  est  la  transformation  de  Legendre  generate. 
Elle  generalise  la  transformation  connue  etudiee  dans  les  cours  d'analyse 
dans  le  cas  k  =  2.  On  trouvera  la  theorie  generale  des  transformations  de 
contact  dans  LOuvrage  de  Goursat  :  St/r  les  equations  ancc  derives  par- 
tielle  (Chap.  XI). 
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III.       THEOREME  DE  POISSON. 

i78.  Generalities  sur  les  equations  differentielles.  —  Considc- 
rons  les  Equations  differentielles  du  mouvemenl  sous  la  forme 
canon  iqno 

dqv      <M  dp,,  <)\\  , 

reintegration  de  ces  Equations  donne  les  quantites  qi}  q>2,  .  .  . , 
7 i:->  Pi;  P^i  •  -  •  t  Pi<  en  fonction  de  t  et  de  i  k  constantes  arbitraires. 
On  sait  qu'on  appelle  integrate  premiere  des  Equations  diffe- 
rentielles du  mouvement  toute  relation  de  la  forme 

f(qh  qu  .  .      qk,  pt}  />,,  .  .     pk,  t)  =  C. 

qui  est  ve>ifiee  par  un  svsteme  quelconque  de  fonctions  qv  et  p n 
satisfaisant  aux  Equations  (i).  En  d'autres  termes,  le  premier 
membre  f  {q\,  q>,  .  •  • ,  qk,  pi,  p-i>  •  ■  ■ ,  pk,  0  de  lint^grale  pre- 
miere est  une  fonction  des  q,n  des  p.,  et  de  t1  qui  reste  constanle 
pendant  toute  la  duree  du  mouvemenl,  et  cela  quelles  que  soient 
les  conditions  initiales.  II  est  Evident  que,  si /  —  C  est  une  inte- 
gral il  en  est  de  meme  de  F(/)  =  C,  F  e^ant  une  fonction  de  /. 
Deux  integrates  premieres 

f{(qiq%,         qk,  fi,  p«,  •  .     fk,  t)  =  G4,       fi  =  C2 

sont  dites  distinctes,  si  l'une  des  fonctions,  /2  par  exemple  n'est 
pas  une  fonction  de  l'autre,  c'est-a-dire  s'il  n'existe  pas  une  rela 
tion  de  la  forme 

/2=F(/,). 

En  general,  n  integrales  premieres 

(2)  /l  =  C,        /.=  C2,  fn=Cn 

sont  distinctes  si  aucune  des  fonctions,  f„  par  exemple  ne  pent 
s'exprimer  en  fonction  des  autres,  sous  la  forme 

II  est  evident  que,  si  Ton  connait  ji  integrales  premieres,  telles 
que  ( 2 ),  la  relation 

F(/i,/25  ...,/i.)  =  C 
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est  encore  une  integrale  premiere;  mais  elle  n'est  pas  distincte 
des  integrates  (2). 

Lorsque  I'on  connait  2k  integrates  premieres  distinctes 

(3)  /1  ==  cl3      /2  =c*_,       . . . ,      flk  =  c2jfc, 

le  svsteme  (1)  est integre,  car  ces  ik  equations  simullanees  deli- 
nissent  qt,  q2,  •  •  • ,  qu,  p  1  ,  p> ,  •  •  • ,  en  fonction  de  t  et  de  2  A 
cjnstantes  arbitraires.  Les  equations  ( 1)  sont  integrees. 

Integrales  quelconques.  —  On  dit  en  general  qu'une  relation 
-de  la  forme 

Aqu  qi,  •  •    qjt,  p.±,  Pi,  ■  ■  ■  >  in,  t,  c,,  c,  cm)  =  o 

■est  une  integrale  des  Equations  ( 1 )  si  elle  est  verifiee  identique- 
nient  quand  on  y  rempiace  les  q,,  et  les  py  par  une  solution  quel- 
conque  du  systeme  ( 1 )  et  les  constantes  c<,  c2,  .  .  . ,  cm  par  des 
valeurs  constantes  convenablement  choisies. 

Quand  une  integrale  ne  contient  qu'une  constante  ci5  on  peut 
la  r£soudre  par  rapport  a  cette  constante  et  l'e"crire 

fiifu  ?2,  •  • qt,  p%,  p>,  •  -  -  ^  pk,  t)  =  c, ; 
c'est  done  une  integrale  premiere. 

i79.  Conditions  pour  que  f  =.  G  soit  une  integrale  premiere ; 
parentheses  de  Poisson.  —  Soit 

f(qh  qz,  .  .      pk,  Pi,  pi,  ■  -,  Pk,  t)  =  C 

une  integrale  premiere  des  equations  canoniques  du  mouve- 
ment.  (1).  La  fonction  f  res  tan  t  constante,  par  hypothese,  quand 
on  y  rempiace  les  y.,  et  les  p.,  par  des  solutions  quelconques  des 
equations  ( 1 ),  la  derived  totale  de /  par  rapport  a  t  doit  etre  nulle  : 

<)J  d<h  |  <)j  f/fh 
dqx    dt       <)</«  dt 

<)qk    dt    ^~  c)j>^    dt  '      dpu    'I I  fft 
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ou,  ea  remplaoant  et  -J^  par  leurs  valeurs  ( i)  et  £crivant  los 
termes  dans  un  autre  ordre, 

df    dH        df  d\\        df  di\       df  ,m 

dq\  dp{       dp{  dq}       dq*  dp,       dp->  dqL 

JUL  —  —  iL  _^1L    dJ.  - 

dqk  dpk       dp  &  dqk       dt  ~~ 

Gette  condition,  devant  etre  satisfaite  pour  toute  solution  des 
equations  (i),  doit  etre  satisfaite  identiquement ,  quels  que  soient 
'{\  5  ^2-  •  •  ?  ^/o  fii  p-2,  •  •  •  •  />a>  ^5  en  efFet,  cette  condition,  devant 
etre  satisfaite  pendant  toute  la  duree  du  mouvement,  doit  l'etre  u 
un  instant  quelconque  t01  regarde  conime  instant  initial,  et  l'on 
sait  qu'a  cet  instant  on  peut  donner  a  qi}  .  .  . ,  qk,  pi-  ■  ■  ■ 
pk  des  valeurs  initiates  arbitraires;  Ja  condition  doit  done  etre 
satisfaite  quand  on  donne  a  loules  les  variables  qui  j  figurent  des 
\aieurs  arbitraires;  elle  est  identiquement  satisfaite. 


Parenthese  de  Poisson.  —  Soient  9  et  <b  deux  fonctions  quel- 
conques  de  qi;  q2,  •  • ,  C[k,  pi,  Pn  •  •  • ,  pk  et  t:  nous  emploierons- 
la  notion  (9,  ^)  pour  designer  l'expression  suivante  : 

_  do    d<b       dj    dty       dc    d'b        do  d<b 
''  '         dqi  dp\       dp\  dqi       dq.2  dp*       dp2  dq» 


dy  d<b  dz  d<l 
dqk  dpk       dpk  dqk 


appelee  parenthese  de  Poisson. 

D'apres  cette  notation,  la  condition  pour  que  f=C  soit  une 
integrate  premiere  s'^crit 

(/,H)+f  =  o. 

Voici  quelques  proprie^s  de  ces  parentheses  qui  nous  seront 
utiles  plus  loin, 

Si  l'une  des  fonctions  9  ou  est  constante,  la  parenthese  (cp,  ^) 
est  nulle;  si  Ton  permute  9  et  ^  ou  si  l'on  change  une  des  fonc- 
tions 9  ou  ^  de  signe,  la  parenthese  change  de  signe. 

(cp,  c)  =  o.      (ft  ?)=-(?,  4>),      (?;-<L)=-(e,  4,). 
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Les  fonctions  cp  el  <j»  peuvent  contenir  explicitement  t\  en 
prenant  la  d^rivee  partielle  de  (cp,  t]>)  par  rapport  a  t.  on  trouve 
une  expression  qu'on  peut  ecrire 


y  I    d^_  do  d&) 

4mJ  \  dqv      ()/>.,  r)pv  dq., 


e'est-a-dire 


d(o.  6) 


480.  Identite  de  Poisson.  —  Entre  les  parentheses  de  trois 
fonctions  associ^es  deux  a  deux  a  lieu  une  identite  remarquable 
qui  nous  conduira  imm^dialement  au  th^oreme  de  Poisson.  Pour 
etablir  cette  identity,  nous  ferons  d'abord  la  remarque  suivante  : 

Soit  /  uue  fonction  de  ql}  q2,  .  .  . ,  cjk,  pi,  pi,  •  ■ ,  pk,  pouvant 
d'ailleurs  contenir  t,  et  A4,  A2,  .  .  . ,  A2/l  des  fonctions  des  meraes 
variables :  posons 


(5) 


]      KJ  dq,  dq2  dqk  dp{ 

\  dp-2  r/pk 


Ai/)  signifiant  qu'on  effectue  sur/  l'operation  exprimee  par  le 
second  membre  puis,  eu  appelant  B1;  B2,  .  .  . ,  B2/,-  d'autres  fonc- 
tions des  memes  variables,  posons  de  meme 

(6)        B(/)  =  B1|£+...+  B1^.+  Bi+1^H-...+  B!^. 

J  dqy  dqk  1    dp,  dpk 

Gonsiderons  ensuite  l'expression  A[B(/)],  obtenue  en  rempla- 
<  ant,  dans  les  deux  membres  de  (5),  /"par  B  (/),  et  l'expression 
B[A(/)],  obtenue  en  remplacant,  dans  les  deux  membres  de  (6). 
./'par  A(/) :  la  difference  A[B  (/)]  —  B  [A(/)J  ne  contient  pas 
de  de"riv6es  secondes  de  f.  C'est  ce  qu'on  verifie  immediatemeni . 

Par  exemple,  dans  A|  B(/)  |,  les  coefficients  de  j-=|  et  ^ ^  sont 

respectivement  A4B<  et  AiB2  +  A2Bi;  dans  B[A(/)"J,  les  coeffi- 
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cients  de  4-4  et  f '{    sont  les  memes;  ces  derivdes  disparaissent 

Oq  \       f)q^  <)(]■>  1 

done  quand  on  fait  la  difference.  11  en  est  de  meme  pour  ton  les 

les  autres  d^rivees  secondes,   par  exemple,   pour  ^—  j  ^  ^  , 

d*  f 

1 — 'i—'  etc- 
dp)  dp* 

Ceci  pose\  soient  /',  cp,  i>  Lrois  fonctions  quelconques  de  7^ 
ry2,  .  .  . ,  q/c,  Pi,  /?2?    ../>/,.      Formons  les  parentheses 

=      40,  A  = 

011  Ton  permute  circulairement  les  lettres  /,  tp,  O/i  a  identi- 
quement 

e'est-a  dire 

(7)  (/,(?,  *.))  +  (?,  <>,/)) +  ?))  =  o. 

C'est  la  l'identite*  indiquee  par  Poisson.  On  peut  la  verifier  par 
un  calcul  direct;  on  abrege  le  calcul  par  la  remarque  suivanle, 
que  nous  empruntons  a  Goursat  (Lecons  sur  V integration 
des  equations  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre,  p.  i32  : 
i89i)etCours  d'Analjse,  t.  II.  Ghaque  terme  du  premier  membre 
de  l'identite*  (7)  a  d^montrer  est  le  produit  d'une  d^rivee  du 
second  ordre  par  deux  derivees  du  premier  ordre;  il  suffit  done 
de  prouver  que  ce  premier  membre  ne  contient  aucune  d^rivee  du 
second  ordre.  Nous  allons  montrer,  par  exemple,  qu'il  ne  contient 
pas  de  d£riv£es  secondes  de  /,  e'est-a-dire  que  tous  les  termes 
renfermant  des  derivees  du  deuxieme  ordre  de/disparaissent.  Les 
termes  renfermant  des  derivees  secondes  de  f  proviennent  tous  de 

(<p,  ?4  )-*--(*,  tii 

e'est-a-dire 

(?,(*,  /))  +  (^  (/,?)), 
qui  peut  encore  s'exrire 

W  (?,  (*,/)) -(<!',  (?,/))• 

Nous  pouvons  alors  poser 

(?,/)=A(/),      (^/)  =  B</), 
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jtuisque  ces  deux  expressions  sonl  lin^aires  par  rapport  aux  deri- 
vees  de/:  l'expression  precedente  (8)  s'ecrit  avec  cette  notation 

,V[B(/)]-H[A(/)|; 

elie  ne  contient  done  pas,  d'apres  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut, 
de  d6riv£es  secondes  de  /. 

L'identite  de  Poisson  etant  ainsi  etablie,  on  en  conelut  facile- 
ment  le  th^oreme  decouvert  par  Poisson,  dont  Jacobi  a  fait  res- 
sortir  toute  I'importance. 

481.  Theorems  de  Poisson.  —  Si 

c(qi}         .  .  .,  qk,  pu  p%)  .  .  .,  pki  t)  =  «, 

so /if  deux  inlegrales  premieres  des  equations  du  mouvement, 

(?J  <|o  =  c  . 

en  est  une  troisieme.  Puisque  o  —  a  el  ^  —  b  sont  des  integrates 
premieres,  on  a  identiquement 

(?,.H)+!=o,  (*,H)+f=o. 

11  faut  montrer  qu'alors  (9,  6)  =  c  est  encore  une  integrate, 
e'est-a-dire  que  les  deux  identity  (9)  entrainent  la  suivante  : 

((?)*),H).%i}^. 

En  eflet,  d'apres  l'identite"  de  Poisson  appliqu^e  aux  trois  fonc- 
tions  H,  'j,      on  a 

(H,  (9,  d0)  +  (?,  (<|/,  H)) +  (<{,,  (II,  ?))^o, 

e'est-a-dire,  d'apres  les  identites  admises  (9)  et  en  se  reportant 
aux  proprietes  des  parentheses. 

(».<'.*»-('.3)-(S';*)^ 

ou  encore 


((?>  H  H) 


dt 


qui  demonlre  que  (<p,  aj)  =  c  est  une  integrate. 
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II  semblerait,  d'apres  cela,  qu'il  suffirait  de  connaitre  deux 
integrates  des  Equations  du  mouvcment  pour  pou voir  achever  l'in- 
t^gration,  puisque  de  deux  integrates  on  en  deduit  une  troisieme: 
en  combinant  celle  nouvelle  integrate  avec  une  des  premieres,  on 
en  aurait  une  quatrieme,  et  ainsi  de  suite.  Mais  il  peut  arriver 
que  (?,  i>)  se  re"duise  identiquement  a  une  constanle  ou  a  une 
fonction  des  integrates  deja  obtenues.  II  en  r^sulte  que,  dans  la 
pratique,  le  theoreme,  sans  etre  en  defaut,  n'a  pas  toute  l'impor- 
hince  q'on  pourrait  lui  attribuer  d'apres  son  enonce. 


182.  Cas  ou  H  ne  contient  pas  Remarques  sur  l'integrale  des 
forces  vives.  —  Si  H  ne  contient  pas  t,  ce  qui  a  lieu  en  particu- 
lier  quand  les  liaisons  sont  inde*pendantes  du  temps  et  qu'il  y  a 
une  fonction  de  forces  U(</i,  gr2i  g*),  les  equations  cano- 

niques  admettent  l'integrale  premiere 

H  =  //, 

qui,  dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  d'indiquer,  coincide 
avec  l'integrale  des  forces  vives.  Soit  alors 

?2,  •  • .,  $ki  pu  P>,  ■  "tPh  t)  =  a 

une  deuxieme  integrate  premiere.  D'apres  le  theoreme  de  Poisson, 

(10)  (H,  ?)  =  c 

est  encore  une  integrate  premiere.  Mais,  cp  =  a  etant  une  integrate, 
on  a  identiquement 

(?»  H)     —  il.:  o; 
l'integrale  (10)  s'ecrit  alors 

do 

7t=c 

Ainsi,  (juand  H  ne  contient  pas  t,  si  o  =  a  est  une  integrate, 

i-  —  c  en  est  une  deuxieme;  de  me  me  ~£  =  c'  en  est  une 
at  at* 

autre,  etc. 

Dans  le  cas  ou  cp  ne  contiendrait  pas  t,  on  aurait  identiquement 

(?,  H)~o. 
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Le  theoreme  de  Poisson,  applique  a  I'integrale  des  forces  vives 
H  =  h  combinee  avec  une  autre  integrate  cp  ==  «,  ne  contenant 
pas  t,  conduit  done  a  une  simple  identity  (cp,  H)  =  o. 

Nous  renverrons  pour  plus  de  details  am  Lecons  de  Jacobi,  et 
a  POuvrage  de  E.  Goursat  :  Sur  V integration  des  equations  aux 
de/  7i -ees  p a  rtie  lies. 

On  trouve  d'autres  demonstrations  du  theoreme  de  Poisson  dans 
deux  Notes  de  H.  Vergne  (Comptes  Rendus,  20  avril  1910,  et 
I ////ales  de  VEcole  Normale,  1910). 

483.  Exemple.  —  Prenons  un  exemple  tout  a  fait  elementaire,  en  con- 
siderant  le  mouvement  d'un  point  libre  de  masse  1  attire  par  l'origine  O 
proportionnellement  a  la  distance.  Alors,  x,y%  z  designant  les  coordonnees 
rectangulaire  du  point,  on  a 

T  =  \  (  X«-  -4-        +  y  2  )3  U  =  _  £  (  &  +  y2  +.  z*y. 

Les  coordonnees  etant  appelees  qx,  q*,  q3,  on  a 
dT 

p,=  —  =x,        p*-r>        Pi  =  '*  ?•" 
H  =  T-tU  ^'lipl+pl+p*)^  ^{q\  +  ql+ql). 

Les  equations  du  mouvement  sous  forme  canonique  sont 

dq\  dq»  dq> 

-jT=p<-      -3t=^'  —t=p" 

dp\  _  _  (  ,  dp?  _  _   2  dpz  _  _.  2 

dt  ~     lX'q^         dt,  ~~     'J'"^''         oft  —  {J'~q''' 

I.  On  a  d'abord  deux  integrates  premieres  en  appliquant  le  theoreme 
des  aires  a  la  projection  du  mouvement  sur  deux  plans  coordonnes  :  ces 
inlt'grales  que  l'on  trouve  aussi  directement  sont 

(11)  pzq\  —  q:;Pi  =  c2>        p*q*—  q*p*=  c,. 

Appliquons  le  theoreme  de  Poisson  :  en  appelant  cp  et  ^  les  premiers 
membres  de  ces  deux  equations,  la  relation 

e'est-a-dire,  en  detaillant. 


do  ()>l  <)o  d<i  do  (hi  dy  d<b  da  dty  do  db 
()(/\  >)j)K  dp\  dqx  dqo  dp<>  dp>>  dq»  dq^  dpz  dpz  dq:i 
APPBLL.  —   TralU  de  Met  aniqiic.  II.  2!l 


C3 
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est  une  nouvelle  integrale.  En  faisant  le  calcul,  on  a  imrmidiatement 
(i3)  piqz—  qxp*  =  cz; 


c'est  bien  nne  nouvelle  integrale  qui  exprime  que  le  theoreme  des  aires 
s'applique  a  la  projection  du  mouvement  sur  le  troisieme  plan  coordonne. 
En  continuant  a  appliquer  le  theoreme  de  Poisson  a  cette  nouvelle  inte- 
grale combinee  avec  1'une  des  deux  precedentes,  on  retrouvera  l'autre.  Ce 
theoreme  ne  donne  plus  d'integrales  nouvelles. 

II.  Les  equations  du  mouvement  admettent  l'integrale  premiere 

(i/,)  pi  -+-  ^2  q\  ==  au 

facile  a  verifier.  Gombinons-la  avec  une  des  integrales  des  aires,  par 
exemple  avec  l'equation  (i3). 

En  egalant  a  une  constante  la  parenthese  (12)  formee  avec  les  deux 
premiers  memhres  de  ces  dernieres  integrates  (i3)  et  (i4),  on  a 

(i5)  P1P2-+-  p*qiqz  =  bu 

integrale  nouvelle.  Combinons-la  avec  l'integrale  des  aires  (i3);  nous 
avons 

Pl+  ^ql—  (/>!-+- ^2?i)  =  const., 
c1est-a-dire,  en  tenant  compte  de  (i4)5 

pi  -+-  p.2  q\  ==.  «o. 

Cette  integrale  n'est  pas  nouvelle;  elle  est  une  consequence  des  prece- 
dentes, comme  le  montre  l'identite 

(p  I  -h  \L*ql)  (pl+  piql)  =  (p{p2-+-  p'  ?i  ffi  )*  -h  ^-{qxp,  —  pyqt)*- 

Les  equations  (i3),  (14)  et  (i5)  entrainent  done  l'integrale  a*. 

Les  cinq  integrales  (11),  (i3),  (i4),  (i5)  etant  distinctes,  on  ne  peut  pas, 
en  egalant  a  des  constantes  les  parentheses  de  Poisson  formees  avec  ces 
integrales  associees  deux  a  deux,  obtenir  une  sixieme  integrale  distincte. 

En  effet,  toutes  les  nouvelles  integrales  ainsi  formees  sont  independantes 
de  t,  et  il  ne  peuty  avoir  que  cinq  integrales  distinctes  ne  contenant  pas  t; 
car,  s'll  en  existait  six,  elles  donneraient  pour  les  six  variables  qu  q«,  q.-,: 
Ph  Pii  Pz  des  valeurs  constantes. 

Voyons  maintenant  quel  parti  on  pourra  tirer  d'une  integrale  contenant  t. 

III.  En  se  reportant  aux  equations  du  mouvement,  on  constate  facile- 
men  t  qu'elles  admettent  l'integrale  premiere 

(iC)  ;i.^3cosu.? — /?3sin  \it  ==  ^3 


c  ontenant  le  temps.  Nous  allons  appliquer  le  theoreme  de  Poisson  a  cette 
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integrate  associee  successivement  aux  deux  integrates  des  aires  (n).  Nous 
obtenons  ainsi  les  deux  integrates  nouvelles 

I  \xq±  cos  \xt  —  p\  sin  u  t  =  g\ , 

(*7)  \  . 

[  \iq*  cos  \it  —  p*  sin  \xt  =  g*. 

Les  si\  integrates  (n),  (i3),  (16)  et  (17)  ainsi  formees  ne  sont  encore 
pas  distinctes;  on  verifie,  en  e (Vet ,  que  l'on  a  identiquement 

c\  g\  -1-  c2  go  -+-  c3  g2  =  o. 
Ges  six  integrates  se  reduisent  done  a  cinq. 

Mais  actuellenient  nous  en  trouverons  une  sixieme  en  appliquant  la 
remarque  du  n°  482.  La  fonction  H  ne  contenant  pas  explicitement  t, 

do 

si  z  =  a  est  une  integrate,  — -  =  b  en  est  une  aussi.  Done  de  l'inte- 

grate  (16)  on  dedult  immediatement 

( 1 8 )  ,u.^«  sin  [j.  t  -{—     cos  v.  t  =  /■> 

integrate  qui,  associee  aux  cinq  precedentes,  resout  le  probleme. 

On  pourrait  aussi,  des  integrates  (17),  deduire  de  meme  les  suivantes  : 


(19) 


;jl  q  1  sin  \x  t  -+-  p  1  cos  |jl  t  =  /1 , 
\iq<>  sin  \xt  -h/>o  cbsfx/  =  y2. 


Les  six  integrates  (16),  (17),  (18)  et  (19)  donnent.  finalement  les  six 
inconnues  en  fonetion  du  temps  et  des  six  constantes  g\,  g%,  g%,  /1,      f%  : 

p  q  1  =  gi  cos  t  -+-  /t  sin  a 
=  yt  cos£  —  g\  sin  fx£, 


41  \  ec  des  formules  analogues  pour  q*,  p=>_  et  q3,  p?}.  Ge  sont  bien  les  inte- 
grates que  Ton  obtient  immediatement  en  integrant  les  equations  du 
mou\  enienl. 


IV.  —  PRINCIPE  D'HAMILTON. 
PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION. 

184.  Principe  d'Hamilton.  —  Nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  prece- 
cedent,  que,  dans  le  niouvement  d'un  systeme  a  liaisons  sans  frottement,  on 
a.  ;i  cbaque  instant  t, 

m  [(-  «£h  X)  te+  (-  V)  oy  -i-  (_  jfy  Z)si]  =0 

pour  tous  les  deplacements  virtuels  de  o.r,  or,  0:  compatibles  avee  les  liai- 
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sons  a  cet  instant.  On  peut  enoncer  ce  fait  sous  la  forme  suivante  qui  con- 
stitue  le  principe  d'Hamilton. 

Donnons-nous  les  positions  P0  et  p!  du  systeme  aux  instants  t0  et  t\  : 
dans  le  mouvement  naturel  du  systeme  de  P0  en  Pi,  sous  Taction  des  forces 
et  des  liaisons  donnees,  les  coordonnees  x,  y,  z  des  differents  points  du 
systeme  sont  des  fonctions  du  temps  qui  satisfont  aux  equations  de  liaison 
et  qui  prennent  des  valeurs  donnees  d'avance  aux  instants  U  et  t\. 
Soient  x  -+-  Bx,  y-hBy,  z-hBz  des  fonctions  quelcouques  de  t  infiniment 
voisines  des  fouctions  x,  y,  z  qui  correspondent  au  mouvement  naturel, 
ces  nouvelles  fonctions  satisfaisant  egalement  aux  equations  de  liaison  et 
prenant  aux  instants  t0  et  tt  les  memes  valeurs  que  x,  y,  z;  de  cette 
facon,  ox,  By,  Bz  sont  des  fonctions  de  t  infiniment  petites,  s'annulant  aux 
instants  t0  et  tx  et  definissant,  dans  l'intervalle,  des  deplacements  compa- 

tililes  avec  les  liaisons.  Designons  par  T=  +  ^'2)  la  demi- 

force  vive  du  systeme  dans  le  mouvement  naturel  ou  reel  du  systeme,  et 
par  oT  la  variation  que  subit  cette  force  vive,  quand  x,  y,  z  subissent  les 
variations  Bx,  By,  Bz  definies  plus  haut.  Le  principe  d'Hamilton  consiste  en 
ce  que  l'integrale 


,(Xox+Yo7  +  Zo2)]^ 


est  egale  a  zero,  pour  tous  les  systemes  de  valeurs  des  Bx.  By.  Bz  satis- 
faisant aux  conditions  indiquees  :  la  somme  £  figurant  sous  le  signe  J*  est 

etendue  a  toutes  les  forces  donnees  autres  que  les  forces  de  liaison.  Pour 
demontrer  que  BJ  est  nul,  remarquons  que  BT  est  egal  a 

£  m(  x  Bx'  -h  y'  By'  -+-  z  Bz' ). 

Or,  on  a 

r'1      ,  '  ,  ,       Ch     dx^dx  ,       rh     dx  ^ 
I     mx  ox  at  =  I     m  -7-  0  —  at  =  I     m  —r  d  ox, 
Ju  Jto        dt    dt         Jh  dt 

«.  dx        ,    .    ,  d  Bx    „    .  .  ,  . 

car  8  —  est  egale  a         »  En  integrant  par  parties,  on  peut  ecrire  cette 


derniere  integrale 


dx 

m  —r- 

dt 


^  Ki  Ch  d*x,  , 
Bx\  —  /     m — : — ox  at. 


011  la  partie  integree  est  nulle,  car  Bx  s'annule  aux  limites.  On  transfor- 
mera  de  meme  chaque  terme  de  l'integrale  J  BT  dt,  et  Ton  trouvera  fina- 
lement 

8J -£*  [(x  -  «»)  -  r  (Y  -  - >*)  ^  -  (z  -  »B) *]  * 
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c'est-a-dire  oJ  =  o,  conime  il  resulte  dc  ['equation  (i)  qui  est  applicable, 
puisque  or,  or,  o-  sont  des  deplacements  compatibles  avec  les  liaisons  qui 
out  lieu  au  temps  t. 

485.  Equations  de  Lagrange  deduites  du  principe  d'Hamilton.  —  Le 
principe  d'Hamilton  fournit  un  moyen  simple  d'etablir  les  equations  de 
Lagrange,  pour  un  systeme  holonome.  Supposons  que  la  position  du  sys- 
teme depende  de  k  parametres  independants  ql}  q>,  .  .  .,  qk.  Dans  le  mou- 
\  ement  reel  du  systeme,  q±,  q-2,  . . <fk  sont  des  fonctions,  de  t  qui  prennent 
des  valeurs  donnees  pour  t  =  t0  et  t  =  ti}  puisque  les  positions  P0  et  Pi  du 
systeme  a  ces  instants  sont  supposees  donnees.  Pour  faire  subir  a  cbaquc 
instant  au  systeme  un  deplarement  compatible  avec  les  liaisons,  defini  par 
les  variations  6\r,  o>',  oz  des  coordonnees,  nulles  aux  instants  t0  et  £1}  il 
suffit  de  faire  subir  a  qu  q»,  qk  des  variations  arbitraires  $qi, 

0^2,  •  •  •,  $qk  nulles  aux  memes  instants. 

Aloi  s  la  somme  2  f  X  ox  ■+-  Y  5V  -{-  Z  oz)  prend  la  forme 

Qi  o^i  -+■  Q-2  oq-i  +  •  •  •  H-  Qk  oqk 

(n°44t);  en  outre,  T  est  une  fonction  de  qly  q-2,  . . .,  qk,  q\,  q'->,  •  •  •->  ^£ 
et  t.  Done,  d'apres  le  principe  d'Hamilton,  si  qi}  q*_,  .  .  .,  qk  sont  les  fonc- 
tions de  t  correspondant  au  mouvement  naturel  ou  reel  du  systeme, 
Texpression 

oJ  =  I     (  ST  -f-  Qi  hqi  -h  Qi        H-  .  .  .  H-  Q/t  oqk  )  dt 

"  to 

est  nulle  quels  que  soient  hqu  Sq*,  ....  o^/.  Or,  on  a,  a  chaqiie  instant  t, 

dqx  dqk  dq\  dq'k 

Portons  cette  valeur  dans  oJ,  puis  transformons,  par  Pintegration  par 
parties,  les  termes  en  Bq\ ,  oq'2,  .  .  .,  oq'k.  Nous  avons  par  exemple  : 


f'1  dT  ;  ,   ,       rk  dT  dT  .     ['<•       f'1  d  f  < 

J,  w/'ri>'"=l  wldoqi=  WiHrJ,  m 


d  t  dT 
dq\ 


oq^dt, 


ou  Ion  remarque  que  oq ,  —o—j^-=    ~  ■  La  partie  integree  est  nulle, 

car  6<y,  s'annule  aux  limites.  Faisant  la  meme  transformation  pour  tous 
les  termes  en  or/,',,  on  a 


oil  1'on  n'a  ecrit  que  le  terme  en  oq]}  les  termes  suivants  subtenant  par 
pci  nun  at  ion  des  indices.  Celte  expression  oJ  devant  etre  nulle  quelles  que 
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soient  les  valeurs  de  oq\,  oq,,  ...  oq/,   en  fonction  de  t,  il  faut  que  les 


egalant  a  zero,  on  obtient  les  equations  du  mouvement  sous  la  forme 
donnee  par  Lagrange. 

Le  calcul  precedent  ne  s'applique  pas  aux  systemes  non  liolonomes,  car 
pour  un  tel  systeme  on  n'a  plus  doq  =  odq.  {Voir  Appell,  Bulletin  de 
la  Societe  mathematique  de  France,  decembre  1898,  et  Philip  Jourdain, 
Mathematische  Annalen,  t.  IAY,  1908.) 

Cas  particulier  ou  les  composantes  suivant  les  axes  des  forces  appli- 
quees  sont  les  derivees  partielles  d'une  fonction  U  des  coordonnees  et 
du  temps.  —  Dans  cette  hypothese,  la  somme  des  travaux  virtuels 
£1  \  ox  -h  Y  oy  -+-  Z  hz)  est  la  diderentielle  totale  oU  de  la  fonction  I  prise 
en  regardant  t  comme  une  constante.  On  a  alors 


Le  principe  d'Hamilton  s'enonce  alors  sous  une  forme  elegante.  S?  Von 

se  donne  les  positions  du  systeme  aux  instants  to  et  tt,  la  variation  que 
subii  Vintegrale 


quand  on  passe  du  mouvement  naturel  a  tout  mouvement  in merit 
voinsin  compatible  avec  les  liaisons,  est  nulle.  On  trouve  done  le  mouve- 
ment naturel  en  cherchant  quel  est  le  mouvement  compatible  avec  les 
liaisons  pour  lequel  Tintegrale  3  est  maximum  ou  minimum,  car,  pour 
trouver  ce  mouvement,  il  faut  precisement  egaler  a  zero  la  variation 
premiere  de  J.  Cela  ne  veut  pas  dire  que  le  mouvement  naturel  rende 
necessairement  l'intcgrale  3  maximum  ou  minimum  mais  les  equations 
de  Lagrange  du  mouvement  s'obtiennent  en  ecrivant  les  equations  d'Euler 
definissant  les  extremales  du  problcme  de  calcul  des  variations  relatif  a 
Tintegrale  J.  Darboux  a  montre  que,  si  U  ne  contient  pas  t,  Fintegrale  J 
est  minimum  pour  le  mouvement  naturel,  a  condition  que  tA  —  to  soil 
suflisamment  petit  (Leco/is  sur  la  tlieorie  generate  des  surfaces,  t.  II). 

486.  Principe  de  la  moindre  action.  —  Ge  principe,  moins  general  que 
le  principe  d'Hamilton,  s'applique  au  mouvement  d'un  systeme  assujetti  a 
des  liaisons  independantes  du  temps  et  soumis  a  des  forces  derivant  d  une 
fonction  des  forces  U.  Le  principe  de  la  moindre  action  exprime  une  pro- 
priet6  geometrique  independante  de  la  notion  du  temps. 

Soit  T  la  demi-force  vive  du  systeme;  en  appliquant  au  mouvement  le 


coefficients  de  ces  \ariations  soient  tous  nuls  sous 


'0  '0 
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tlieoreme  eles  forces  vives,  on  a,  puisque  Jes  liaisons  sont  independantes 
du  temps  et  que  U  ne  contient  pas  t, 


jimp*       ,,r         Itniv1  . 


La  position  du  systeme,  suppose,  holonome,  depend  de  /cparametres  geome- 
tiiques  indepcndants  qi}  q±,  ...  q^,  de  sorte  que  les  coordonnees  d'un 
point  quelconque  x,  y,  z  du  systeme  s'expriment  par  des  fonctions  de  ces 
parametres  ne  contenant  pas  t, 

^  =  ?(<7h<7-2,  y  =  b{quqi:  ...,qk),       z^rs{qup,  ...,?*). 

Pour  obtenir  un  deplacement  infiniment  petit  du  systeme,  il  suffit  de 
faire  varier  ces  parametres  de  dqu  dq*,  dq/c;  alors  x,  f,  z  subissent 
des  accroissements  dx,  dy,  dz;  posons 

dS-  =  Z  7?i(dx--+-  dy"--\-  dz2), 

la  somme  etant  etendue  a  tous  les  points  du  systeme.  En  y  remplacant  dx,- 
<l\\  dz  par  leurs  expressions  en  fonction  de  dqx,  dq2,  .  .  .,  dqu,  on  trouve 
pour  dS'2  une  forme  quadratique  de  ces  differentielles 

dS-  —  S  at)  dqt  dq /       ( atj  =  a/t ), 

les  coefficients  ay  etant  fonctions  de  q\,  qt,  .  .  .,  qk-  La  force  vive  Smc- 
est  alors  -^j^-  et  l'integrale  des  forces  vives  s'ecrit 


dt  V 

Xous  supposons,  dans  la  suite,  que  la  constante  des  forces  vives  h  a  une 
valeur  determinee. 

Considerons  alors  deux  positions  P0  et  Pi  du  systeme  correspondant  aux 
valeurs  (#1)0,  (^2)0,  •      (qk)o  et  (qi)\,  (£2)1,  . . .',  (qk)i  des  parametres. 

Au  point  de  vue  purement  geometrique,  on  peut  amener  le  systeme  d'une 
position  a  1'autre  d'une  infinite  de  manieres  :  pour  avoir  l'une  de  ces 
manieres  il  suffit  d'exprimer  </,,  q2,  qk  en  fonctions  continues  d'un 
para  met  re  X 

(2)  ^=/2(X),    '    qk  =  fk(n 

de  telle  facon  que,  pour  X  =  a0,  les  parametres  prennent  les  valeurs 
(<7i)o,  -  ((/a)o  correspondant  a  la  position  P0  et  que,  pour  X  =  X1?  ils 
prennent  les  valeurs  (q\)\,  (^2)1,  (<7>0i  correspondant  a  Pi.  Alors,  X 
variant  d'une  maniere  continue  de  X0  a  X,,  le  systeme  passera  d'une  maniere 
continue  de  la  premiere  position  a  la  seconde.  A  chaque  choix  des  fonc- 
tions fu  f-,:  .  .  . ,  J\  correspondra  ainsi  une  facon  d'amener  le  systeme  de  la 
position  P0  a  la  position  \\. 


456 


DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 


En  employant  un  langage  geom<-tri  pn:,  nous  regarderons  qif  q^  ....  qt 
oomme  les  coordonnees  d'un  point  dans  un  espace  a  k  dimensions  :  les 
positions  P0  et  P]  correspondent  alors  a  deux  points  de  cet  espace,  de 
coordonnees  (71)0,  (7/2)0,  ...,(?*)o  et  (71)1,  (£2)1,  (qk)i  '  Ja  succes- 
sion des  points  definis  par  les  relations  (2),  quand  a  varie  a0  a  Xij  con- 
st'itue  une  courbe  C  joignant  les  deux  points  P0  et  IV  On  appelle  aloi> 
action  de  P0  a  P1  le  long  de  la  courbe  G  1'integrale 

a  =  I       \/?.U  +  2/a/S 

prise  le  long  de  celte  courbe.  Appelons  7,.  <}  >  7/  les  derivees  pre- 
mieres de  qi,  (/■>,  .  .  q/c  par  rapport  a  a,  en  indiquant  la  derivation  rela- 
tive a  a  par  un  point  place  au-dessus  des  7;  alors,  le  long  de  la  courbe  C. 
on  aura,  puisque  le  long  de  cette  courbe  qx.  q-,,  ....  q/c  sont  fonctions  de  /.. 

dS  =  v  -  a  / ;  dqt  dqj=       a  a  7 1  7  /  dl , 

car  dqt  =  qtdX,  etc.  Nous  appellerons  $  la  forme  quadratique 

Alors 

a  =  jf    sJ'iX)  -+-  1I1  \J 2B"^/a . 

Pour  chaque  courbe  joignant  les  deux  points  P0  et  Pi,  c'est-a-dire  pour 
un  choix  determine  des  fonctions  A,  /2,  .  .  -  cette  action  a  une  valeur 
determinee.  Le  principe  de  la  moindre  action  consiste  en  ce  que,  si  Von 
cherche  la  courbe  G  par  laquelle  il  faut  joindre  les  deux  points 
pour  que  6i  soit  un  minimum,  on  trouve  que  cette  courbe  doit  etre 
une  des  trajectoires  que  suit  naturellement  le  sysleme  quand  on  le 
lance  de  P0  de  telle  facon  qiCil  atteigne  P 'u  la  constante  des  forces 
vives  etant  h.  Dans  cet  enonce  nous  appelons  trajectoire  (dans  l'espace 
a  k  dimensions)  la  courbe  definie  par  la  succession  des  valeurs  de  71. 
72,  .  .  q/c  correspondant  au  mouvement  reel  du  systeme  sous  Taction  des 
forces  donnees  derivant  de  U. 

Pour  trouver  les  expressions  de  q^  q<,  q/c  en  fonction  de  a  ren- 

dant  Cl  minimum,  il  faut  ecrire  que  la  variation  6C\  de  1'integrale  est 
nulle  quand  q]}  q?J,  .  .  .,  q/c  subissent  des  variations  infiniment  petites  aqi. 
$q2,  . ..,  oq/c,  qui  sont  des  fonctions  arbitraires  de  a,  assujetties  a  s'an- 
nuler  aux  limites  X0  et  Xt  :  Cette  derniere  condition  resulte  de  ce  que  les 
valeurs  de  qXi  72,  . .  .,  qk  pour  X  =  X0  et  X  =  Xj  sont  donnees  a  l'avance. 
Quand  qx  varie  de  071,  sa  derivee  71  par  rapport  a  X  varie  de  871;  on  a 
done 

&*»     r'T    v^e        ^      1/2U  -+-  ih  1  de        de  *  \      1  r 

°a=  t—   —          3—^7.^  ,  •  5'/>  '/A' 
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011  nous  n'ecrivons  que  les  Lermes  pro\enant  de  la  variation  tie  q{ ;  les 
termes  suivants  s'obtiendraient  en  mettant  successivement  2,  3,  .  . . ,  k  a 
la  place  de  1'indice  1.  Transformons  par  Pintegration  par  parties  les  termes 
en  o(/u  oyo  On  a 

„  dq  1  doqy 

"  IK  =  ~dT^ 


?,<j ,  dX  =  d  o</\ 


La  partie  de  l'integrale  contenant  oyi  s'ecrit  done 
\'->.  I  -+-  2 1 1.  0® 


s/>e  0(i 


doqx  = 


i/2U  +  2/t  „ 

V/2  0  ry7> 


La  partie  integree  est  nulle  aux  lirnites,  car  o^,  s'annule  aux  limites. 
On  transformers  de  meme  les  autres  termes  et  Ton  aura 


8ci=r'/,[  M==  ™di 

J\  L  v-iU  +2//  ^ 


'aU  -+-  2  A  e>0 


v/20  f)qi 


d) 


X-d  ^ 


v/20 


2  /i    <>©  \  1 


oil  nous  n'ecrivons  que  les  termes  contenant  oqt  en  facteur.  Pour  que  l'in- 
tegrale C\  soit  minimum,  il  faut  que  o(X  soit  nul,  quelles  que  soient  les 
fonctions  infiniment  petites  oq^  oq-2,  oq/x-.  U  faut  done  que,  sous  le 

signe  J* y  les  coefficients  de  ces  variations  soient  nuls  se'parement.  On  a 

ainsi,  pour  determiner  la  courbe  rendant  l'integrale  minimum,  les  k  equa- 
tions suivantes,  dont  nous  n'ecrivons  qne  la  premiere  : 


V/2  0 


■/>. 


V/2U  ^oh  c)®  r 
 7=  r-  dX  — 

v/20  fltyl 


/  \/a  U  -t-  2  A  ^0\_ 
'  V      v/20      d(h  )  ~  °" 


Ces  equations  differentielles  du  second  ordre  delinissent  ^j,  y2j  y/. 
en  fonction  de  X  :  il  faudra  determiner  les  constantes  arbitraires  intro- 
duites  par  ['integration   en  e'erivant  qne   pour  X  =  X0,  <7i:  (/o,  .... 
prennent  les  valeurs  donnees  (</i)o,  •       (<7/t)o  et  que,  pour  X  ==  Xi,  ces 
parametres  prennent  les  valeurs  donnees  (#1)1,  (qk)i-  Mais  il  est 

maintcnant  aise  de  voir  que  ces  »  (j nations  (3)  definissent  precisement  les 
trajectoires  du  systeme  dans  son  mouvement  naturel  :  nous  allons  mon- 
trer,  en  efifet,  que,  par  un  changement  de  variable  independante,  elles  se 
ramenent  aux  liquations  du  mouvement  sous  la  forme  de  Lagrange.  Rem- 
plar.ons  a  par  1111c  autre  variable  t  definie  par  la  relation 


(4) 


,//=        \  gjj  =  dX 

V  2  LJ  -;-  ill 
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et  appelons  q\,  q'2,  .  ..r  q'k  les  d<:rivees  de  qi:  q*,  .  ..,  qk  prises  par  rap- 
port ;i  t.  Posons  cn  outre 

et  rappelons  que 

J  dS iv*  /  ■  dq%\ 

Nous  aurons  evidemment 

^0       <)T  /  dty         d6_  _  dT_  cH 
(5)  ^fi'~  dql\dXj  1       0<h~  dq'i  dk9 

,  dt 

corame  le  \oit  en  calculant  ces  expressions  et  remarquant  que  qL  =  <yf  —  • 
Les  equations  (3)  deviennent  alors.  en  y  faisant  les  substitutions  (5)  et 

-       /  /  \  sl'1  0  -I-  2  h  .  . 

remplacant  ensuite  dh  par  sa  valeur  (4)  p=   dt, 

J  2  (3 


(6) 


—  dt-+-  —  dt  —  dl  —  )  =  o. 

dqy  dqi  / 


Ge  sont  precisement  les  equations  de  Lagrange.  En  outre,  l'equation  (4) 

i  dS- 
i  (ik- 
on a  \li®d\  —  dS,  et  cette  equations  (4)  donne 


raontre  que  h  est  la  constante  des  forces  vives,  car,  0  etant  egal  a  ~ 


'  ^  ==  ^2(U.+  A)        ou        T  =  U  +  h, 

qui  est  bien  l'integrale  des  forces  vives. 

Le  theoreme  est  done  demontre  :  la  courbe  rendant  Faction  minimum 
de  P0  en  Pt  est  une  des  trajectoires  naturelles  joignant  ces  deux  points, 
la  constante  des  forces  vives  etant  h;  d'une  maniere  generale,  on  trouve 
ces  trajectoires  en  ecrivant  S<5L  =  o. 

487.  Probleme  des  geodesiques.  —  Si  la  fonction  de  forces  U  est  nulle, 
e'est-a-dire  si  le  systeme  suppose  Iiolonome  n'est  sollicite  par  aucune  force, 
on  dit  que  les  trajectoires  sont  des  geodesiques,  par  extension  du  nom 
donne  aux  courbes  que  decrit,  sur  une  surface  polie,  un  point  auquel  n'est 
appliquee  aucune  force.  Dans  ce  cas,  on  obtient  les  trajectoires  en  cher- 


(3i  =  /       dS  =  I  sj^CLijdqidqj. 


CHAPITRE  XXV.   —  EQUATIONS  CANONIQUES.  45o, 

La  recherche  du  motive  me  nl  d?un  systeme  ho  lo no  me  a  liaisons 
inddpendantes  du  temps,  sous  Vaction  de  forces  derivant  dhine  fonc- 
tion de  force  U,  peat  se  ramener  a  an  probleme  de  geodesiques.  En 
elTet.  on  obtieftt  les  trajectoires  de  ce  mouvement  en  cherchant  a  rendre 
minimum  Fintegrale 

Cl  —  /       \/  :>  U  -h  :>.  //  v  S  a  i ;  da  i  dq  / . 

La  fonction  U  est  une  fonction  de  q%,  .  .  .,  q/;.  Considerons  la  forme 
quadratique  des  din'erentielles  dqn 

d$l  =     U  -+-  2  It )  S  atj  dqi  dqj  =  2  by  dqtdqj  ; 
on  sera  ramene  a  chercher  le  minimum  de  l'integrale 

(Po)  JPo) 

ce  qui  est  un  probleme  de  geodesiques. 


/       dS±=  ^bijdqidqp 

dins  JfD.\ 


188.  Calcul  de  Taction  le  long  d'une  trajectoire.  —  D'apres  le  theo- 
reme  de  Jacobi  applique  au  cas  actuel  (liaisons  independantes  du  temps  et 
existence  d'uue  fonction  de  forces  U),  il  suffit  pour  obtenir  les  trajectoires 
de  connaitre  une  integrate  complete  W  de  l'equation 

avec  h  —  i  constantes  autres  que  ft,  au  <72,  .  .  .,  a^—i.  Les  trajectoires  sont 
alors  donnees  par 

r)rt\\       15        >)ai  dak-^-i         ~ 1* 

Exprimons  qu'une  trajectoire  passe  par  deux  points  donnes  (^i)o,  ••• 
(qtc  )o  et  ( qv ),,  (£2)1,  •  •  • ,  (qk)i',  en  appelant  W0  et  Wi  les  valeurs  de  VV  en 
ces  deux  points,  on  a,  pour  determiner  les  constantes  av  et  6V,  les  equations 

-0a^  =  b>        Ua^=b'>        (v.=  I, 
d'ou,  en  climinant  les  &v,  les  k  —  1  equations, 

 —  -  =  0         (V=I,  2,  ...,/>.'       I  ), 


pour  determiner  les  constantes  aw.  Supposons  qu'on  ait  ainsi  determine 
une  trajectoire  joignant  les  deux  points  \\  et  P4.  La  valeur  de  faction 
le  long  de  cette  trajectoire  est  Wt — \V0.  I'our  le  dcmontrer.  appe- 
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Ions  dW  la  variation  que  subit  W  quand  le  systerne,  dans  son  mouvement 
reel  le  long  de  la  trajectoire  consideree,  va  du  point  q2,  q/-  an 
point  q1-hdqi,  q*-{-  dq<>,  q/,-hdqk.  On  a 

dW       0\Y    ,        r)W    ,  fW  , 

mais  on  a  trouve  que  dans  ce  mouvement 


Pi  = 

done 


dqx  r       dq«  dqk 


dW  ,  ,     V  (JT  > 


1  <iS2 

mais  on  a  T  =  ; —  et  d'apres  I'integrale  des  forces  vives 

2  dt- 


dS  _    —  T 

—r  —  i/2  U  -+-  2/i 
dt  v 


done 


dS 


dW  =  2T  dt  =      dS  =  S/2U  +  ih  dS, 


et  Taction  le  long  de  la  trajectoire  consideree  est 

-(Pi)    rPt) 

t\=         s/2\J+2hdS  =  /      rfW  =  Wj  — Wo. 

489.  Proprietes  geometriques  des  trajectoires.  —  On  peut  ctendre 
aux  systemes  que  nous  venons  d'etudier  les  theoremes  des  n()S  299  et  301. 

En  suivant  la  voie  indiquee  par  Beltrami  (Memoires  de  V  Academie 
des  Sciences  de  Vlnstitut  de  Bologne,  t.  VIII,  1869,  p.  54o),  nous  poserons 
les  definitions  suivantes  : 

Soit  une  forme  quadratique 

dS'1  =  2  cijj  dqt  dqj, 

si  Ton  considere  deux  deplacements  dS  et  oS  correspondant  a  deux 
systemes  de  valeurs  dq\,  dq^:  . . . ,  dqk  et  8^1,  8^2;  •  .  <>q/c  des  differen- 
tielles  des  parametres  q,  nous  appellerons  angle  de  ces  deux  deplacements 

Tangle  dS,  8S  defini  par  la  formule 

dS  SS.cos  (<iS,  5S  )  =  Sa/y  dqtdq /. 

Deux  directions  dS  et  oS  sont  perpendiculaires  quand  on  a 

(7)  2dijdqi$q;=  o. 
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Ktaut  donnee  une  relation  quelconque 

F(qh  q2,  .  .  ..  qk)  =  o, 

nous  dirons  qu'elie  definit  une  surface;  les  deplacements  8S  efTectues  sur 
cette  surface  seront  caracterises  par  la  relation 

d¥\         dF  dF 
(o)  -j — oqi-h  —  oq»-h  .  .  .-h  - —  Sqk—O. 

dqy    1        (Jqi    J  dqk 

Nous  a\ons  deja  appele  courbe  l'ensemble  des  valeurs  de  qit  q2,  •  •  • ,  qk 
qui  sont  des  fonctions  donnees  d'un  parametre  variable  t.  Quant  t  augmente 
de  dt  le  point  subit  un  deplacement  dS  defini  par  dq^,  dq»,  .  .  . ,  dqk-  Nous 
dirons  que  la  courbe  est  orthogonale  a  la  surface  quand  le-deplacement  dS 
effectue  sur  la  courbe  est  orthogonal  a  tous  les  deplacement  oS  efTectues 
sur  la  surface,  c'est-a-dire  verifiant  la  relation  (8).  Si  Ton  pose 

dq,  _  dq,  dqk  _ 

~dt  -dJ-q^  ~dt  -qk> 

T  =  Iz  ctijq'i  q)  ; 
la  condition  d'orthogonalite  (7)  devient 

dq\   2       dq',    *  dq'k 

Ces  definitions  c'tant  posees,  le  tbeoreme  du  n°  299  se  generalise  imrae- 
diateme'nt  comme  il  suit  : 

Si  dans  les  equations  des  trajectoires 

—  -  b  —  -  b  —    -  bk 

o/i  donne  aux  constantes  a-i,  «2,  a^— 1         valeurs  determinees,  et 

si  ran  fait  varier  b\,  b<>,  bk—i,  dhine  facon  quelconque,  les  tra- 

jectoires  ainsi  obtenues  sont  normales  aux  surfaces  ayant  pour  equa- 
tion W  =  const.  Pour  le  demontrer,  il  faut  etablir  que  tout  deplace- 
ment Z(/\.  r,q  >.  .  .  .,  oq ic  effectue  sur  W  =  const.,  c'est-a-dire  verifiant 

(10)  - — 0 y ,  -j  — oq^-h. .  -5 — oq/-=o, 

dq\  dq*  oqk 

est  orthogonal  au  deplacement  reel  dqi,  dq»,  .  .  .,  dqk  efl'ectue  sur  la  tra- 
jectoire.  En  d'aulres  termes,  il  faut  montrer  que  cette  condition  (10) 
entraine  la  condition  d'orthogonalite  (9).  Or  eeci  est  evident  d'apres  le 
theoreme  de  Jacobi  qui  donne  (n°  473) 

_  <)\\  _ 
//f  _  dq\  '         '  "  * '        ,>k~~  0qk 
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et,  d'apres  la  definition  meme  des  variables,/?,  p,=  Nous  renverrons, 

pour  une  etude  d^taillee  de  ees  questions,  aux  Legons  sur  la  theorie  des 
surfaces  de  M.  Darboux  (t.  II,  Chap.  VIII). 

490.  Extension  de  Fidee  de  fonction  de  forces.  Fonction  de  forces 
dependant  des  vitesses  et  du  temps.  —  Nous  avons,  dans  ce  qui  precede, 
examine  le  cas  ou  les  forces  derivent  d'une  fonction  U  dependant  unique- 
ment  des  coordonnees  des  points  du  systeme  et  du  temps.  Mayer  a  etendu 
cette  notion  de  la  facon  suivante,  en  la  rattachant  au  principe  d'Hamilton 
(Mathematische  Annalen,  t.  XIII,  p.  20). 

Posons 


7n 


et  soit  W  une  fonction  de  tt  des  3/<  fonctions  inconnues  x^f^,  zv  de  t  et. 
de  leurs  derivees  premieres  x^^y'vi  z'v  •  Supposons,  comme  dans  le  prin- 
cipe d'Hamilton)  que  les  valeurs  de  xv.  y\h  zv  aux  instants  tQ  et  t\  soient 
donnees,  et  cherchons  ce  que  doivent  etre  ces  fonctions  dans  l'intervalle 
t\  —  to,  pour  qu'on  ait 


SX'(T 


\\)dt  =  o, 


pour  toutes  les  variations  possibles  de  xv,  yv,  zv.  Un  calcul  identique  a 
celui  du  n°  485  conduit  aux  3^  equations  differentielles  du  second  ordre 

„  _  <W      d  fW 
v   v  ~~  dxv      dt  <)x\t ' 


d\V       d  <AV 

=  oy„-dtoyS 

„  _  dW  ~-     d  r/\V 


Ce  sont  la,  rapportees  a  un  systeme  d'axes  rectangulaires,  les  equations 
du  mouvement  d'un  systeme  de  points  libres  de  masse  m,, 


m»,  . . .,  mn, 

le  point  mv  etant,  a  l'instant  t,  sollicite  par  une  force  Fv  de  composantes 

[  X  -  —  —  —  — 
1  '  v      dxv      dt  d.r'y  ' 

VY_^W      d  dW 

I        _  rW         d  d\Y 

v      dzv      dt  dz\, ' 


Mayer  convient  de  dire  que  ces  forces  derivent  d'un  potentiel  ou  d'une 
fonction  de  forces  W* 
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491.  Probleme  de  Mayer  pour  le  cas  ou  les  forces  sont  interieures. 

—  Supposons  que  les  forces  du  systeme  soient  toutes  interieures,  c'est- 
a-dire  resultent  uniquement  des  actions  des  points  du  systeme  les  uns  sur 
les  autres.  En  se  placant  a  un  point  de  vue  ties  general,  Mayer  n'admet 
pas,  comoie  nous  1'avons  fait  dans  tout  le  cours  de  cet  Ouvrage,  que  ces 
forces  interieures  resultent  uniquement  des  actions  mutelles  des  points 
deux  a  deux,  actions  qui  sont  egales  et  directement  opposees  :  il  suppose 
sen  lenient  que  ces  forces  interieures  satisfont  a  chaque  instant  aux  six 
conditions  d'equilibre  d'un  corps  solide  : 

v  =  «  v  =  n  v  z=?i^  s 

(2)  2x"=o>   EY"=o'  2z"=o' 

V  —  1  V  =  1  v  —  1 

v  =  n  v=/i  v—n 

(3)  ^  0  -v     -    Yv)  =  o,     ^  Ov  Xv  -     Zv)  =  o,     ^      Yv  -  Jv  Xv)  =  o , 


de  telle  facon  que,  si  le  systeme  etait  solidifie,  a  un  instant  quelconque  t, 
les  forces  interieures  se  fassent  equilibre.  Cela  pose,  Mayer  resout  le 
probleme  suivant  : 

Trouver  les  expressions  les  plus  generales  des  forces  interieures  Xv, 
YV3  Zv,  agissant  sur  un  systeme  en  mouvement  et  remplissant  les  deux 
conditions  suivantes  :  i°  elles  derwent  d'une  fonction  W;  2°  elles  satis- 
font a  chaque  instant  aux  six  conditions  d'equilibre  d'un  solide. 

Nous  ne  pouvons  pas  reproduire  ici  l'analyse  de  Mayer;  nous  nous 
contenterons  d'enoncer  les  theoremes  qu'il  a  obtenus  : 

I.  On  obtient.  les  expressions  les  plus  generales  des  forces  (i)  satis- 
faisant  identiquement  aux  conditions  (2),  en  prenant  pour  W  une 
fonction  arbitraire  du  temps  et  des  differences. 

x.,     x1}    yv  — yiy  Zv  —  Z\ 

,        ,        ,        ,        (v  =  2,  3,  .  .  .  ,  n). 

X\ ,    JKV      JKl  5     zv  —  zl 

II.  On  obtient  les  expressions  les  plus  generales  des  forces  (1)  satis- 
fy /sunt  identiquement  aux  conditions  (3),  en  prenant  pour  W  une 
fonction  arbitraire  du  temps,  des  distances  des  points  du  systeme  a 
r (irigine,  de  leurs  distances  mutuelles,  et  des  derivees  premieres  de 
ces  deux  sortes  de  distances  par  rapport  au  temps. 

En  combinant  ces  deux  theoremes,  on  a  la  reponse  au  probleme  pro- 
pose : 

III.  On  obtient  les  expressions  les  plus  generales  des  forces  (1)  satis- 
faisant  aux  conditions  (2)  et  (3)  en  prenant  pour  W  une  fonction 
arbitraire  du  temps,  des  distances  mutuelles  des  points  du  systeme  et 
firs  derive'es  de  res  distances  mutuelles  par  rapport  au  temps. 
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Le  mouvement  du  centre  de  gravite  estalors  rectiligne  et  unijorme 
et  le  theoreme  des  aires  s"*  applique  hla  projection  du  mouvement  sur 
chacun  des  plans  coordonm  s. 

IV.  Pour  quHl  existe  une  integrate  des  forces  vives,  c' est-a-:lire  pour 
que 

v  =  « 

V  ( xv.r;  -+-  \v   -+-  zv  z',) 

v  — 1 

s  il  la  derivee  totale  par  rapport  au  temps  d'une  certdine  fonction 
des  coordonne'es,  de  leurs  derivees  et  du  temps,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  forces  derivent  d'une  fonction  W  ne  contenant  pas  t.  U integrate 

des  forces  vives  est  alors 

V  —  I 

Quand  la  fonction  W  remplit  les  conditions  du  theoreme  III.  sans  con- 
tenir  t,  cette  integrale  s'ecrit 

[JLV 

oil  /-jxv  designe  la  distance  des  points  x^  jKa?  sa  et  xv<  rv,  zv,  et  r'„v  la 
derivee  de  r^v  par  rapport  au  temps. 

Prenons,  par  exemple,  un  systeme  forme  de  deux  points  materiels  situes 
a  une  distance  r  Tun  de  1'autre. 

Les  actions  mutuelles  de  ces  deux  points  sont  soumises  au  principe  de 
1'egalite  de  Taction  et  de  la  reaction.  Si  Ton  veut  de  plus  qu'elles  derivent 
d'une  fonction  W  et  que  l'integrale  des  forces  vives  existe,  il  faut  prendre, 
pour  1'expression  de  Faction  mutuelle  R, 

_  rW       d  d\\ 
~~  dr       dt  dr'  ' 

ou,  ce  qui  est  la  m^rae  chose, 

r  dt  \  dr'  J 

ou  W  est  une  fonction  des  seules  quantites  r  et  r  =  ^  • 

'Nous  renverrons  egalement,  sur  ce  sujet,  a  une  ]\ote  de  Maurice 
Levy  (Comptes  rendus,  t.  XCV). 
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V.  —  MULTIPLICATEUR  DE  JACOBI. 


Nous  donnons,  dans  ces  derniers  paragraphes,  quelques  indications 
sommaires  sur  le  inultiplicateur  de'Jacobi  et  les  invariants  integraux  de 
Poincare.  iNous  adopterons  le  mode  d'exposition  suivi  par  G.  Kcenigs 
dans  ses  lecons  au  College  de  France,  de  facon  a  faire  connaitre  en  meme 
teni|)s  les  importants  resultats  obtenus  par  ce  geometre  (Comptes  rendus, 
decembre  1895  et  janvier  1896). 


492.  Definition  du  multiplicateur.  —  On  sait  qu'etant  donne  le  systeme 
d'equations  diflerentielles 

.  .  dx\      dx  <>  dxn 

(,)  T7=  x7=--=  XT' 

011  les  X,  sont  des  fonctions  des  variables  appelle  inte- 

grale  toute  fonction  0  (xu  . . .,  xn)  qui  reste  constante  en  vertu  des  equa- 
tions differentielles.  De  la  sorte,  I'equation  suivante 

du  =  - —  dxi  h — ; —  dx»  -h. .  .  H — ; —  dxn  —  o, 
ox\  0x2      '  axn 

qui  est  lineaire  par  rapport  aux  differentielles  dx,  doit  etre  une  conse- 
quence des  Equations  (1).  La  condition  necessaire  et  suffisante  se  traduit 
par  I'equation 

X— -hX—  1  X    d%  -0 

1  dx\      ~  2  dx-j      ' ' '     "  n  dxn 

On  designe  liabituellement  par  A(0)  le  premier  membre  de  cette  equation. 
Si  Ton  connait  (n —  1)  integrales  independantes  entre  elles,  01?  02, 

toute  autre  integrale  est  fonction  de  celles-la  et,  reciproquement, 
toute  fonction  de  0,,  ft2,  est  une  integrale.  D'apres  cela,  si  0 

designe  une  integrale  quelconque,  le  determinant  fonctionnel 

D  (ft,  0,,  ....  ()„_,) 


D  (X{,  X.2,   .  .  .  ,  Xn) 


est  Qui,  et,  reciproquement,  si  ft  annule  ce  determinant,  c'est  que  ft  est 
fonction  de  0l3  0,  .  .  .,  0„_t  et,  par  suite,  ft  est  une  integrale, 

Kn  consequence,  quand  on  connait  nn  systeme  de  (n  —  1)  integrales 
independantes,  I'equation  (?.)  peut  etre  remplace'e  par  I'equation 

,ox  D(0,0i,0a   ft,-,) 

{i)  —j—  —  =  o. 

D(xu  x«,  .  .  .  ,  xn) 

appei.l.  —  1  raitc  (le  Micanique.  11.  30 
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II  faut  cn  conclure  qu'il  existe  une  fonction  M  telle  qu'on  ait  Tidentile 

d<)       D(0,  0„  .  ...  0„_,) 


(4) 


D(a?i,  Xo. 


lacobi  a  donne  le  nom  de  multiplicateur  a  cette  fonction  M. 

'  D(8,  0,,  0rt_i) 


Dans  le  determinant 

dti 


D(#1; 

respondant  a       •  On  aura 

ox  i 

D(0,  0i,  . 


9  designons  par  A,-  le  mineur  cor- 


*n)      ^-J  <tef 


D(#i, 


en  sorte  que  I'identite  (4),  ou  0  est  une  fonction  quelconque  de  a?4,  x->, 


(5) 


equivaut  aux  ai  relations 

M.X;=  A, 


a 


,  n). 


i93.  Equation  du  multiplicateur.  —  En  partant  de  ces  relations,  il  est 
aise  de  former  une  equation  differentielle  que  verifie  la  fonction  M  et  d'oii 
les  integrales  supposees  connues  0l5  62,  0/;_,  se  trouvent  eliminees. 

Jacobi  a  remarque  en  effet  que  les  determinants  A,  verifient  Tidentite 

Pour  demontrer  Pidentite  (6),  considerons  le  determinant 


D 


<J0, 

d%, 

dxx 

dx\ 

dxn 

dxi 

dx-2 

dxn 

ou       u-2,  .  . un  sont  n  constantes  quelconques. 
En  developpant  ce  determinant,  on  aura 


ce  qui  prouve  que  A, 


D  —  Ai  ux  ■+-  liu*  -+- 
dD 


das 


f-  ln  un, 

Observons  maintenant  que  x>. 


n'entrent  dans  A*  que  par  les  derivees  ~ *3  a  Texclusion  des  derivees  ^ 

dxo  0x> 


Posons,  pour  abreger,  — —  =  nous  aurons 

OXfo 


Oli  yr\ 
dxi  Zu 


01 1  daa° 


day_  ft  Ox 


*-2 


ft  dxidxQ 
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(Tou 


s  =  v   = v y  ;  a 

—d  dxi     M—d  «J  (Jciix/j  dxx  dxg 


La  somme  S,  qu'il  faut  prouver  etre  nulle,  est  ainsi  une  fonction  Iineaire 

homogene  des  derivees  secondes  f  \a   ;  de  plus,  i  et  (3  sont  toujours  dis- 

ox  1 00c  p 

tincts.  En  groupant  les  termes  semblables,  nous  aurons  done 

s  =y  y  /  ^  ,  ^3  \ 

Le  theoreme  sera  demontre  si  nous  faisons  voir  qu'on  a 

Or  le  premiers  membre  de  Pequation  (7)  s'ecrit  encore 
d*-  D  D 


(7) 


Si  nous  conside'rons  d'autre  part  dans  D  la  premiere  ligne  et  celle  ou 
figure  la  fonction  0a,  e'est-a-dire  la  (a-f-  i)ieme  ligne,  puis  les  colonnes  de 
rang  i  et  3,  les  termes  qui  se  trouvent  a  Pintersection  de  ces  lignes  et  de 

ces  colonnes  sont  les  suivants  :  it;,  &<b,  - —  =  aa  ,-,  - —  =  ay  3. 

1    dxi         '  dxQ 

II  resultc  d'une  propriete  bien  connue  des  determinants  que  D  pourra 
s'ecrire  sous  la  forme 

D  =  R(uia0Ljp—  upaa/)-i-  R,, 

ou  R  ne  depend  plus  des  termes  Ui,  up,  aa,3>  az,t  et  ou  Ri  contient  ces 
termes  lineairement.  II  suffit  de  difTe'rentier  pour  trouver 


du  i  aa^ p  dupda^  / 

d'ou  la  formule  (7)  et  le  theoreme  exprimc  par  l'identite  (6). 

Si  Ton  rapproche  alors  l'identite  (6)  des  formules  (5),  on  voit  que  la 
fonction  M  verifie  l'identite 


<8>  2'^ 


=  0. 


Telle  est  l'equation  du  multiplicateur.  On  donne  par  extension  le  nom 
de  multiplicateur  a  toute  solution  de  ['equation  (8). 
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II  est  aise  de  prouver  le  theoreme  suivant  : 

Le  quotient  de  deux  multiplicateur sy  c'est-a-dire  de  deux  solutions 
quelconques  de  Inequation  (8)  est  une  integrate. 

Soienl,  en  effet,  M  et  M'  deux  multiplicateurs. 
L'equation  (8)  se  developpe  ainsi 

i  i 

on  aura  de  merne 

i  i 

Multiplions  par  — M',  M  et  ajoutons;  il  viendra 

i 

ou  encore 

M.' 


Done  ~  est  bien  une  integrate. 

Reciproquement,  le  produit  d  un  multiplicateur  par  une  integrate  est 
encore  un  multiplicateur. 

Remarque.  —  Si  la  somme  L>  =  est  nulle,  M  =  i  est  un  multi- 

plicateur. 


494.  Invariance  du  multiplicateur.  —  II  importe,  en  vue  de  ee  qui  va 

suivre,  de  se  rendre  compte  de  l'effet  d'un  changement  de  variables.  i\ous 
allons  ainsi  etre  amene  a  reconnaitre  que  tout  multiplicateur  est  un  inva- 
riant, mais  un  invariant  relatif,  en  ce  sens  que  si  on  le  multiplie  par  le 
determinant  de  la  transformation,  il  constitue  un  multiplicateur  pour  le 
nouveau  systeme  de  variables. 

Designons  par  >l5  y2}  )'n  les  nouvelles  variables  et  introduisons 

pour  un  instant  une  variable  auxiliaire  t,  dont  la  differentielle  dt  egale  la 

dx- 

valeur  commune  des  rapports       •  Les  equations  (i)  s'ecrivent 

*i 

(i)  —  =  X,-        (i  =  i j  2,  .  .  n). 
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dyi      dyi  dxx       dyi  dx»  dyi  dx„ 

~dT  ~  dx^  ~df  ~^  dxi  ~dt      '  "'       71x7,  ~dT 

et,  cn  tenant  conipte  des  equations  (1)', 

fyt      v   tyi  dyi 

Le  systeme  des  equations  diflerentielles  esi  done  devenu 

,    N  dy\      dyi  dyn 

(,0)  t7=  yT=  •••  =T7' 

ou  l'on  a  pose  Yf  =  L,(yi). 

Observons  du  reste  que  la  fonction  A(0)  est  une  expression  invariante. 
On  a  en  efTet 


ma  is 


o/0  _  db  dyi       d§  dyi  d§   dyn  _  V  ^P  ^Q 


dxi      dv\  Ox  1       dy*  dxi  dy 
1  vient  done 


n  dxi  ~  Zj  dxi  dyQ  ' 


A(0) 


.  —     dxi  dyp     —J  v  dyp 


A.insi  A(0)  peut  se  representer  au  moyen  de  r,  en  appliquant  aux 
equations  (10)  la  regie  qui  a  permis  de  construire  A(0)  au  moyen  des 
equations  (1).  Observons  que  ceci  tie  serait  pas  vrai  si,  au  lieu  de 
prendre  les  Y,  egaux  aux  expressions  A(  r,-),  on  les  prenait  simplement 
proportionnels  a  res  quantites. 

Ceci  pose  soient  0],  02,  ....  0«— 1  un  systeme  de  (n  —  1)  integrates  inde- 
pendantes.  0  une  fonction  arbitraire  et  M0  le  multiplicateur  qui  verifie 
I'identite 

D(  Xi:  Xo,   .  .  .  ,  X,i  ) 

Ope'rons  an  changeinent  de  variables;  on  aura,  d'apres  une  propriete 
classique  des  determinants  fonctionnels,  ji,  v-_>,  .  .  . ,  yn  etant  les  variables 
oouvelles, 

\)(  0.  6j  0„   , )        DM  0.  0,  §n-\  )  n<  ^1,  x%  Vn) 

D(  ),,)',.    \„)  ~  !)(./;,,  ./>.   vn)  l>(r1;.r2;  .  .  . ,  y„  ) ' 
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L'identitl  (il)  nous  donne  done 

ce  qui  prouve  que,  avec  les  nouvelles  variables,  la  fonction 

P  (./:,.  .r2.  .  .  ., 

est  un  mulliplicateur. 

Soit  alors  M  un  multiplicateur  quelconque  pour  les  variables  <rl3  x>  

xn,  et  designons  toujours  par  Mo  le  multiplicateur  de  l'identite  (u).  On 
a,  comme  nous  l'avons  demontre, 

M  ==  M0X, 

ou  X  une  integrale;  nous  aurons  done 

D(a?,,  x2,  ...yXn)  Dp,,  x2,  .  . .,  xn)  . 

M  —  •  =  1M0  j—   A  =  M0  A. 

Mais  puisque  M'0  est,  ainsi  qu'on  vient  de  le  prouver,  un  multiplicateur 
relatif  aux  variables  yu  72  yn]  puisque,  en  second  lieu,  X  est  une 
integrale,  M'0  X  est  un  multiplicateur  pour  les  variables  yit  ya,  .  .  . ,  yn. 

Done  enfin,  M  ^'ri)  00 '  Xn\  est  un  multiplicateur  pour  les  nou- 

0(71,72,  -..,7/0 

\elles  variables.  De  la  ce  theoreme  : 

Si  M  est  un  multiplicateur  pour  les  valuables  Xi}  x*,  .  .  . ,  xn,  le  pro- 

D  ( x  x  ) 

d.uit  de  M  par  le  determinant  fonctionnel  — — 1 '  '  '  ' '  n  ^  est  un  multi- 
plicateur pour  les  nouvelles  variables  y\,  y»,  .  .  .,  yn, 

Ce  theoreme  est  la  base  de  toute  theorie  du  multiplicateur. 


495.  Usage  du  multiplicateur.  —  Supposons  que  Ton  connaisse  k  inte- 
grales  independantes  6i,  02,  0^;  prenons  n  variables  nouvelles  71, 

72,  y,i  parmi  lesquelles  les  k  dernieres  seront  liees  aux  x  par  les 
formules 

fn-k+X  =  6l,        7"-^'+2  =02,         .  •  • ,        yn  =  Ox-. 

Les  equations  difFe'rentielles  vont  se  simplifier,  car  on  a  maintenant 
Yt  =  \(Vi)  —  o,  si  t>  n  —  k.  Nous  aurons  done  les  equations  suivantes  : 

<0'i  _  ^Ts  _        _  dyn_k  _  dyn-k+l  _  dyn 
Yt        Y2  Y-n—k  o  o 
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Nous  pourrons  alors  reduire  ce  systeme-aux  n  —  k  — I  premieres  equa- 
tions 

a  la  Condition  de  regarder  yn—k+i,  y,i-k+i,  •  •  fn  comme  des  constantes 
numeriques. 

Si  l'on  connaissait  au  debut  un  multiplicateur  M  avec  les  variables  x, 

D  (  v    oo  o  oo  ^ 

le  produit   M'=M  — ^ — '  "  ' '  '  '  ' ' — —s  sera   un   multiplicateur   avec  les 

D(yi,  7-2,  • . r„) 
variables  y,  en  sorte  qu'on  aura 


.  //  -  k 


03)  2 


^(M'YQ 


ainsi,  M',  ou  yn—k+u  yn—k+n,  .  . . ,  yn  sont  regardes  comme  des  constantes, 
est  un  multiplicateur  pour  le  systeme  reduit  (12) 

•49G.  Dernier  multiplicateur.  —  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  con- 
naisse  (n  —  2)  integrates,  en  sorte  qu'il  ne  manque  plus  qu'wne  integrale 
pour  que  le  probleme  de  Fintegration  soit  acheve.  Le  systeme  (12)  se 
reduit  a  l'equation  unique 

dyx  _  dy2 
Yi  Y2 

ou  encore 

Si  Ton  connaissait  un  facteur  integrant  fx  de  cette  equation,  on  obtien- 
drait  la  derniere  equation  finie  qui  manque  en  ecrivant 


Yoflfj!  —  Y{dyo)  =  const. 


Or,  L'equation  (i3).  qui  se  reduit  ici  a 

exprime  que  M'  est  un  pareil  facteur  integrant.  De  la  le  nom  de  dernier 
multiplicateur  donnee  par  Jacobi  a  cette  fonction  M'. 

Ainsi  la  connaissance  d'un  multiplicateur  permet  de  limiter  Fintegration 
du  probleme  a  la  recherche  de  (n  —  2)  integrales;  une  simple  quadrature 
perrnettra  ensuite  de  former  la  derniere  equation  qui  manque. 


i'.»7.  Exemple.  —  Dans  la  pratique,  pour  profiler  d'integrales  connues, 
il  sera  naturel  d'eliminer  certaines  des  variables  a  Taide  de  ces  integrales. 
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Gomrne  il  importe  d'arriver  a  un  resultat  precis,  nous  presenterons  cette 
elimination  sous  la  forme  suivante  : 

Soient  %n—k+u  &n—k+z,  •  les  k  variables  que  Ton  veut  eliminer  en 

profitant  de  k  integrales  connues,  6t,  82,  .  .  .,  0/  ;  cette  elimination  revient 
a  faire  le  cliangement  de  variables  : 


fn-k-hi  ==  81(^1,  -£-2,  "  ^»)' 


JK»=  8*(a?i,  ^2,  •  •  •,  xn). 

Nous  admettons,  il  est  vrai,  que  les  A- dernieres  equations  sont  resolubles 
par  rapport  aux  k  variables  xn—k+i,  Xn—k+z,  •••  xn,  e'est-a-dire  que  le 
determinant  fonctionnel  des  k  fonctions  0,  par  rapport  a  ces  variables, 
n'est  pas  nul.  Or  cette  hypothese  est  legitime,  attendu  que  si  tous  les 
determinants  a  k  colonnes  tires  du  Tableau 


()X\  dx» 


dx  1  dx* 


~Jx~n 

dx~n 


dxn 


etaient  nuls,  les  integrales  6/  seraient  liees  par  une  relation;  elles  ne 

seraient  pas  independantes.  Un  au  moins  de  ces  determinants  n'est  pas  nul 

D(8,  8A-) 

et  I  on  peut  supposer  que  ce  soit  —  

\xn— /--4-1,  •  •  •  3  Xn) 

Observons  meme  a  ce  propos  que  le  determinant  fonctionnel 

D(x,,  <r2,  •  •  #n) 


D(^,72, 
D(yi,.rs 


■  ■  J  Xn  ) 


qui,  eu  egard  a  la  forme 


est  l'inverse  du  determinant  _ 
particuliere  des  equations  (i4);  se  reduit  precisement  au  determinant 

(D0,,  02,  8*) 


D(xn. 
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Ceci  etant,  avec  les  nouvelles  variables  rt  y*}  yn:  les  equations 

difTerentielles  deviennent 

dj  \  _  d)-2  _       _  dyn—k  _  dy„—k+\  _       _  dy„ 
Y,        \  ,  Yh-k  "         o       ~~  0 

Observons  que  )  i,  )      . .  . ,  yn— k  spnt  les  variables  primitives  Xj,  Xo, 
xn—k\  Yj  e'est  done  A(.ri),  e'est-a-dire  Xi,  mais  Xi  ou  1'on  a,  au  moyen 
des  equations  remplace  les  variables  xn—k+i,  .  .  . ,  xn  par  leur  valeurs 

en  fonctions  de  xu  a?2,  . .  .  xn—k  et  des  variables  nouvelles  yn—k+u  . . . ,  ynj 
lesquelles  doivent  etre  regardees  comme  des  constantes.  Gonvenons  de 
repr^senter  par  (X,)  la  fonction  ou  cette  substitution  a  ete  operee,  et 
de  meme  pour  (Xo),  (Xj),  .  .  .  Nous  aurons  ainsi  le  systeme  reduit 

,  . .  dx\        dxo  dxn—ic 

(id) 


(Xt)       (X2)  (Xn-kV 

et  d'apres  le  theoreme  general,  si  M  est  un  multiplicateur  pour  le  systeme 
primitif  d'equations  difTerentielles,  le  quotient 

M 


D(8„  (J2,  byfc) 


D(Xn—k+i,  •  •  •  ,  Xn) 

sera  un  multiplicateur  pour  le  systeme  reduit  (i5) 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ne  connaisse  qu'une  integrale  et  qu'on 
veuille  en  profiter  pour  se  debarrasser  d'une  variable  xn:  et  reduire  le 
svsteme  d'equations  difTerentielles.  Si  Qi  est  cette  integrale  et  si  M  est  un 

M 
<>8, 


multiplicateur  dans  le  systeme  primitif,  -jt-  sera  un  multiplicateut  pour 


le  systeme  qui  resulte  de  l'elimination  de  xn,  au  moyen  de  Tintegrale. 
.lacobi  a  donne  Pexemple  suivant  : 

Soit  l'equation  difl'erentielle 

(.6)  g  =/<*,  y). 

dy 

Si  Ton  introduit  la  variable  y' —  -j-^-i  cette  equation  est  equivalente  au 
systeme  suivant  : 

dy'     =dy  =  dx 

K  '}  /O,  y)    y      I  ' 


L'expression  que  nous  avons  designee  plus  haut  par  L>  se  reduit  ici 
a  zrro.  Done,  d'apres  une  remarque  d<:ja  faite,  M  =  i  est  un  multipli- 
cateur. 
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Supposons  alors  que  Ton  connaisse  une  integrale 

(18)  f(&j  y,  /)  =  c 

du  systeme  (17).  On  pourra  tirer  de  cette  equation  y'  en  fonction  de  x,  y,  c, 

(19)  X}9)> 

Nous  aurons  alors  le  systeme  reduit 

dy 


=  dx. 


pour  ler| uel       est  1111  multiplicateur;  en  sorte  qu'en  definithe 

dy' 

dy  —  y'  dx 
~d^_  ' 
dp' 

est  une  diilerentielle  exacte,  lorsque  l'on  y  remplace  y'  par  sa  valeur  tiree 
de  1'equation  (18). 

498.  Application  aux  equations  canoniques.  —  La  theorie  du  multi- 
plicateur trouve,  dans  les  equations  de  la  Dynamique,  une  de  ses  princi- 
pales  applications 

Reprenons,  en  efl'et,  les  equations  canoniques 


(20)  ^  =  ^  =  ...=  ^S?  =-^r  ^U^dt, 


dq, 

dqi 

dqn 

dpi 

dp,, 

dH 

dR  ~~ 

-dH  ~' 

'     -  dH 

Op  1 

dp. 

Opn 

dqi 

dq„ 

equations  qui  conviennent  aux  problemes  de  Dynamique,  dans  l'hypothese 
d'une  fonction  de  forces  et  plus  generalement  aux  problemes  dits  de 
variations,  dans  le  genre  de  ceux  qui  ont  ete  traites  au  tome  I. 

II  designe  une  fonction  de  qu  q*,  .  .  .,  qn,  p\,  /?2, 
la  quantite  Q,  on  constate  qu'elle  est  nulle.  On  trouve,  en  efl'et, 


sLddc/iX  dpi  J  dpi  \  dqt 


\  di 

H  —  =  O. 

/  dt 


Done,  M  ==  1  est  un  multiplicateur. 

Les  equations  canoniques  (20)  offrent  ainsi  un  vaste  champ  duplica- 
tions a  la  theorie  du  multiplicateur. 

S'il  n'y  a  pas  de  fonction  de  forces,  mais  si  la  force  ne  depend  pas  des 
vitcsses,  il  en  est  de  meme.  Dans  ce  cas,  en  efl'et,  le  systeme  canonique 
prend  la  forme 
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ou  Qi,  Qo,  ...3  Q/j  sont  des  fonctions  de  </h  q>,  .  ..,  qNl  l.  On  constate 
qu'ici  encore  Q  est  nul  et  que  1  est  un  multiplicateur. 

II  faut  in  integrales  pour  que  Integration  puisse  etre  regardee  comme 
acheyee;  mais,  a  cause  de  Fexistence  du  multiplicateur  1,  il  suffira  d'en 
connaitre  {%n  —  1)  pour  etre  a  meme  de  ramener  le  probleme  a  une  qua- 
drature. 


Autres  causes  de  simplification.  —  D'autres  causes  de  simplification 
peuvent  se  presenter.  Par  exemple,  si  la  force  \ive  et  les  forces  ne 
dependent  pas  explicitement  *du  temps,  on  pourra  dans  les  equations  (20) 
[ou  (21)  selon  le  cas],  mettre  de  cote  la  derniere  equation,  celle  qui  con- 
tient  la  difierentielle  du  temps.  Le  svsteme  des  ( 2  n —  1)  equations  restantes 
admet  le  multiplicateur  1.  Lors  done  que  Ton  connaitra  2/1  —  2  integrales, 
on  aura  une  (in —  i)icn»e  equation  finie  par  une  quadrature.  Quant  au 
temps  une  fois  les  variables  ql}  q-2,  .  .  • ,  qn,  Pu  P*-,  •  ■  • ,  Pn,  exprimees  en 
fonction  de  Tune  d'elles  et  des  (in  —  1)  constantes  d'integration,  on  aura 
une  relation  entre  la  variable  independante  et  le  temps  par  la  quadrature. 

(,,) 

dpi 

S'il  existe  une  fonction  de  forces  independante  du  temps,  on  connait  une 
des  (in  —  2)  integrales  qu'il  suffit  de  connaitre;  en  sorte  que,  dans  ce  cas, 
il  suffit  de  connaitre  (in  —  3)  integrales  autres  que  celle  des  forces  vives, 
pour  etre  a  meme  d'achever  completement  le  probleme.  Si  n  =  2,  par 
exemple,  il  suffit  d}une  integrale  autre  que  celle  des  forces  vives. 

Ainsi,  dans  le  cas  des  forces  centrales,  cette  integrale  qui  decide,  en 
quelque  sorte,  de  la  possibilite  de  Tintegration  complete  du  probleme, 
e'est  l'integrale  des  aires. 

Mais  il  est  encore  une  source  de  simplifications  dont  l'importance  a  ete 
bien  mise  en  lumiere  par  Jacobi. 

Supposons  que  l'une  des  variables,  qn  par  exemple,  ne  figure  pas  expli- 
citement dans  H;  on  a  alors 


et.  en  vertu  des  equations  (20), 


1   =  05 

dqn 


dt 


D'ou,  d'abord,  l'integrale  pa=  const.  En  outre,  puisque  ^/,  ne  figure  dans 
les  equations  que  par  sa  dill'erentielle,  on  peut  mettre  a  part  ['Equation 
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et  se  borner  aux  equations 


(24) 


rJll 

dp  i 


<lq„-\ 


dp 


fJ\\ 


dpn-i 


dqn- 


au  nornbre  de  in —  3  et  pour  lesquelles  i  est  un  multiplicateur ;  pn  y 
represente  une  constante  arbitraire.  II  suffira  de  connaitre  (in — 4)  inte- 
grales pour  etre  ramene  finalement  a  une  quadrature;  et  comme  H  est 
une  integrale,  on  voit  qu'il  suffira  de  (in  —  5)  integrales  autres  que  celle 
des  forces  vives  ou  que  pn  =  const.,  pour  que  l'integration  du  systeme  (24) 
soit  assuree.  Uue  fois  ce  systeme  integre,  l'equation  (23)  fournira  par 
quadrature  une  relation  entre  qn  et  les  autres  variables,  et  enfin  une  der- 
niere  quadrature  (22)  fournira  la  relation  entre  le  temps  t  et  les  variables 
geometriques. 

Ainsi,  en  resume,  dans  ce  cas,  la  connaissance  de  (in  —  5)  integrales 
autres  que  celle  des  forces  vives  ou  que  pn=  const,  assure  l'integration 
complete  du  probleme. 

Les  divers  cas  du  mouvement  d'un  corps  solide  que  l'on  a  pu  integrer 
jusqu'a  ce  jour  presentent  des  applications  de  cette  remarque. 

Considerons,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe,  avec  une  fonction  de  forces  independante  du  temps.  La  position 
du  corps  depend  des  trois  angles  d'Euler  8,  9,  6  (voir  dans  ce  Tome, 
p.  i5o  et  suivantes);  or,  la  force  vive  ne  contient  pas  <b  explicitement ;  si 
done  la  fonction  de  forces  n'en  depend  pas  non  plus,  on  sera  precisement 
dans  le  cas  traite  tout  a  l'heure.  L'angle  <i  y  tient  la  place  de  la  variable  qn 

d'l 

et  l'integrale pn  =  const,  dependra  de  la  derivee  -~-  Comme  ici  in  —  5  =  1, 

il  suffira  de  connaitre  une  integrale  autre  que  pn—  const.,  et  autre  aussi 
(jue  l'integrale  des  forces  vises,  pour  que  le  probleme  soit  suceptible 
d^ne  integration  complete. 

Tel  est  le  cas  d'un  corps  pesant  de  revolution  suspendu  par  un  point  de 
son  axe. 

Pareillement,  e'est  pour  avoir  trouve  les  conditions  d'existence  d'une 
integrale  nouvelle,  que  Mm°  Kowalewski  a  pu  parvenir  a  resoudre  com  pi  e- 
tement  un  cas  nouveau  du  probleme  d'un  corps  pesant  mobile  autour  d'un 
point  fixe. 

C'est  ce  qui  explique  que,  dans  ce  genre  de  question,  tous  les  efforts  sc 
portent  sur  la  recherche  d'une  integrale  nouvelle.  Cette  recherche  est 
souvent  indirecte,  en  ce  sens  que  Ton  essaye  de  s'imposer  a  priori  une 
condition  determinee  pour  l'integrale,  comme  d'etre  algebrique  ou  uni- 
forme,  et  que  l'on  s'efforce  de  particulariser  les  donnees  de  la  question 
pour  que  les  conditions  d'existence  d'une  pareille  integrale  se  trouvent 
realisees.  Cette  methode  a  quelquefois  reussi  :  le  cas  de  Mme  Kowalewski 
cn  fait  foi. 
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499.  Application.  Probleme  de  M.  de  Brun.  —  Les  molecules  d'un 
corps  solide  so.rU  attirees  par  un  plan  fixe  proportionnellemenr.  a  la  dis- 
tance; trouver  le  mouvement,  en  supposant  que  le  corps  a  un  point  fixe 
dans  le  plan  attirant. 

Soient  0  le  point  fixe,  Ox,  Oy,  Oz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs 
a  ce  point  :  OM  la  perpendiculaire  elevee  en  O  au  plan  fixe  et  y,  y',  Y"  'es 
cosinus  directeurs  de  cette  perpendiculaire.  La  mase  (u,  de  coordonnees 
x,  y,  z,  est  souniise  a  une  force  egale  a  Kij.  (y#  -+-  y'y  -f-  y".z ),  dont  y, 
y',  y"  sont  les  cosinus  directeurs.  En  consequence,  le  moment  resultant  des 
forces  appliquees,  pris  par  rapport  a  Taxe  Ox,  sera 

v-y K  y"(  y Yy  -£  f  z )  —  p.*  k  y'(y  *    r>  -+-  y" - ) 

=  K  Y'  Y"  [2  ^2  ^'^ )  ~2  M' 1    +  }] 

=  KyY.CG-b), 

et  de  meme  pour  les  moments  relatifs  aux  deux  autres  axes  Ojk5  0,z.  Les 
equations  d'Kuler  s'ecrivent  done 


dt 

=  (B 

-C)(?r 

-kt'y") 

(25) 

|  dt 

=  (C 

-A)(r/> 

-Ky"y), 

dt 

=  (A 

-  B)Cp? 

—  K  yy'); 

on  a,  d'ailleurs, 

(26)  _=rY-91f,       ^--^.T'-'T'  ^-1T-PX,: 

On  possede  ainsi  six  equations  difierentielles  qui  definissent  p,  q,  r,  y, 
y',  y"  en  fonction  du  temps.  Supposons  que  Ton  ait  integre  ces  equations. 
Designons  par  0,  9,  6  les  angles  d'Euler,  en  supposant  que  1'axe  fixe  Ozi 
est  perpendiculaire  au  plan  attirant  et  que  les  deux  autres  axes  fixes  Oxi7 
OjKi  sont  dans  ce  plan;  on  a,  comme  on  sait, 

y  =  sin  9  sinO,       y'=  cos  9  sinO,       y"  =  cosO, 

en  sorte  que  les  angles  9,  0  seront  connus  en  fonction  du  temps.  Quant  a 
Tangle  -l,  on  le  deduira  par  quadrature  de  1'equation 

(27)  /-  =  -V  cosO  -+- 


II  suflit  done  d'integrer  le  systeme  des  equations  (25)  et  (2G). 
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On  pent  laisser  de  cote  le  temps  qui  sera  donne  par  une  quadrature, 
puisqu'il  ne  figure  pas  explicitement  dans  les  equations  (25)  et  (26).  Nous 
n'avons  des  lors  a  nous  occuper  que  des  cinq  equations 

 A  rip  _   B  dg   C  dr 

(B-C)(ST-KyY0  ~  (G  -  A)  {rp-W  ■;"■;')  ~  (A  —  B)  ( pq  —  K  77  ) 
dj  dj  Of 

-  rf—qf  ~~  p-"—  n  ~  q-(  —p':' 

lesquelles  admettent  un  multiplicateur  egal  a  l'unite,  comme  on  le  constate 
aisement.  II  suffira  done  de  connaitre  quatre  integrales  pour  etre  ramene 
aux  quadratures.  Or,  on  connait  deja  trois  integrales  :  celle  des  forces 
vives  qui  s'ecrit 

(29)  A.p--+-  B  q-  -+-  Crs-f-  K(Af  +  B-'--*-  C*;^)  ==  /, 
celles  des  aires 

(30)  Ajoy  +  Bf/+Cr1'"=/,) 
et  ensuite 

( 3 1 )  Y2 -h  y'2  h-  y"'2  =  const.  —  1 ; 

/  et  /]  sont  deux  constantes  arbitraires.  La  constante  de  l'equalion  (3i) 
doit  etre  prise  egale  a  1. 

Si  done  on  connait  une  quatrieme  integrale,  le  probleme  s'acheve  par 
une  quadrature.  Or,  en  efTet,  on  verifie  que 

(  32 )         A9-/?2  -f-  B2  q*-  *+*  C2  r2  —  K  ( BC  -;2  +  G  A  f*     AB  f% )  =  I, 

est  une  quatrieme  integrale. 

Le  probleme  se  ramene  done  aux  quadratures.  En  partant  des  formules 
precedentes,  il  serait  aise  de  prouver  que  Jes  quadratures  portent  sur  des 
diflerentielles  totales  algebriques.  G'est  le  resultat  auquel  a  etc  conduit 
M.  Kobb  dans  un  article  insere  au  Tome  XXIII  du  Bulletin  des  Sciences 
mathematiques.  II  serait  interessant  de  faire  une  etude  plus  appronfondie 
de  ces  integrales,  mais  ce  n'est  pas  la  place  ici 

On  doit  a  Stekloft"  (Compies  readus,  t.  CWXV.  1902.)  cette  interes- 
sante  remarque  que  les  equations  du  probleme  de  M.  de  Brun  peuvent 
etre  ramenees  aux  equations  du  mouvement  d'un  corps  solide  dans  un 
liquide  indelini  donnees  par  Glebsch.  Tous  les  resultats  trouves  dans  l'un 
de  ces  deux  problemes  peuvent  done  etre  etendus  a  Tautre. 


(l)  M.  de  Brun  a  introduit,  dans  son  expression  de  la  force,  une  fonction  de  la 
distance  au  point  fixe;  mais  cette  fonction  disparait  naturellement  des  equations 
et  n'a  aucun  role. 
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VI.  -  PROPRlflTES  DES  INTEGRALES. 
INVARIANTS  INTflGRAUX. 

500.  Integrales.  —  Considerons  le  systeme  d'equations 

dxx  dxt  dxn  y 

ou  Xi,  X->,  .  .  . ,  X„  sont  des  fonctions  de  t,  X\,  x-2,  . .  . ,  xn. 

.Soil  0x(t,  xu  . .  .,  xn),  82(*,  xu  . .  .,  xn),  . .  .,  tin(t,  xu  . . .,  xn)  uii  sys- 
leme  de  n  integrales  independantes ;  pour  chaques  systeme  de  solutions 
des  equations  (33),  6t,  02,  Bn  ont  des  valeurs  constantes  at,  ...  o.n 

et  les  divers  systemes  de  solutions  des  equations  (33)  se  diflerentient  par 
les  valeurs  de  ces  constantes. 

Soient  xu  x»,  .  .  .,  xn ;  x\,  x'2,  .  .  .,  x'n  deux  systemes  differents  de  solu- 
tions ;  si  Ton  designe  par  X', ,  X'2)  .  .  . ,  X'n  ce  que  deviennent  Xi,  X2,  .  .  . ,  Xn 
quand  on  y  remplace  les  x  par  les  x\  les  variables  x'  verifient  le  systeme 
d'equations 

/  o  /  \  dx  \  dx  *       .  dxn  v, 

(34)        -rfT  =  x"      —  =  X2'  -df  =  Xn- 

Si  Ton  considere  a  la  fois  les  systemes  d'equations  (33)  et  (34),  le  sys- 
temes ainsi  obtenu  admet  des  integrales  X  (xt,  x*,  . . . ,  xn ;  x\ ,  #'2,  . .  •  3  x'n->  0 
ou  figurent  les  deux  series  de  variables  xu  xn, ;  x'u  x'n.  Nous 

dirons  d'une  telle  integrale  qu'elle  depend  de  deux  solutions  diflerentes 
du  systeme  (33).  Prenons  un  exemple  simple,  celui  d'un  point  attire  par 
un  centre,  dans  un  plan,  proportionnellement  a  la  distance.  Les  equations 
du  probleme  s'ecrivent 

dxx  dxo 

dx\  _    ,  dx'*  _        0  ; 

~ir=x-i  ~dt~~a'Xu 

oil  X{,  x\  sont  les  coordonnees  rectangulaires  du  point.  Les  integrales  de 
ce  probleme  seront,  en  general,  des  fonctions  dependant  de  deux  solutions 
du  systeme  unique 

dxy  dx* 
— —  =  x» ,  — —  =  —  a- x  i . 
dt  '  dt 

<  >n  peut,  de  raeme,  concevoir  des  integrales  dependant  de  trois,  quatre 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  solutions. 

Un  cas  interessant  et  important  est  celui  des  integrales  dependant  de 
plusieurs  solutions  infiniment  voisines.  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  l;i  : 
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Soient  xu  x*,  .  ..,  xh  un  systeme  de  solutions  des  equations  (33)  et 
x  i  ■+-  fix  i ,  x2-\-(>X2J  xn-\-hxn  un  systeme  de   solutions  infiniment 

voisin  du  premier.  On  aura 

— — _  L  =  Xf(jC,      -h  oxi,^2h-  f>-^2,  •     a?*-*-  ox n)        ( i  =  I,  n), 

en  tenant  compte  des  equations  (33),  il  viendra  done 

Ges  equations,  qui  permettent  d'etudier  les  solutions  voisines  d'une  solu- 
tion donnee,  ont  ete  introduites  par  Poincare,  qui  les  appelle  les  equations 
aux  variations  des  solutions  du  systeme  (33). 

Considerons  maintenant  une  fonction  homogene  en  oxi,  ox.,,  oxn, 
dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  de  xi}  x-2,  xn  et  de  t\  une 

telle  fonction  sera  une  integrate  dependant  des  solutions  voisines  xt  et 
Xi-h  $X[,  si  sa  derivee  totale  est  nulle  en  vertu  des  equations  (33)  et  (35). 
Soit  /cette  fonction,  on  a 

df  _  df     ^  df  dxi     ^     df     d  oxt 

dt  ~~  Tit  ~'~2-k  dx~i  dt      ^Jd(^xi)    dt  ' 

i  i 


d'ou  la  condition 


"    Vv  ■>/  .v^/_^,r,=o; 

d(oXi)  dxk 


cette  condition  est  necessaire  et  suffisante  pour  que  /  soit  une  integrale; 
elle  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  variations  Bxi  et  quels  que  soient 
les  Xi  et  t.  Supposons  en  particulier  que  les  fonctions  X  ne  dependent  pas 
explicitement  de  t;  il  est  aise  de  montrer  que,  si  dans  la  fonction  /  on 
remplace  les  Sxt  par  les  quantites  X/,  la  fonction  F  ainsi  obtenue  est  une 
integrale.  La  fonction  f  (t,  x1}  . .  . ,  xn  \  oxi7  .  .  . ,  Bxn)  est,  en  effet.  de  venue 
F  =/  (t,        . .  . ,  x„  ;  Xi,  .  .  . ,  Xn).  On  a  done 

dF  _  df     y  df_dxt     y  df  ^ 
dt  ~~  dt  "f '2d  dxi   dt  ^~^4  dX~i   dt  1 

i  i 

mais 

dXi  dXt  dxk 

~di  ~  Zdlxk  ~dt   ~2dd~x~k  *' 


on  a  done 
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et  ceci  est  nul,  car  le  second  membre  est  ce  que  devicnt  le  premier 
membre  de  (36)  quand  on  y  prend  Ies  oxi  proportionnels  au\  X/.  Ainsi 

—7-  —  o,  F  est  une  integrate. 


501.  Theorems  de  Koenigs.  —  Prenons,  par  exemple,  la  forme 
lineaire 

/  =  Et  ox1!  -f-  So  ox>  -+*...  -h  En  ox,n 

oil  Ies  Z,  sont  des  fonctions  de  x{j  x*,  .  . .,  xn  et  de  /. 

Pour  exprimer  que  /est  une  integrate,  nous  ecrirons  que  l'on  a 


n  n 
df  d'E;  -u   <s  dXi 

dt     —  dt  Au  dt 


ou  encore 


ce  qui  s'ecrit  encore 

(38)  a(2xf: 


—  cx,-X/0^)^o. 


L'equation  (38)  se  prete  aisement  a  la  demonstration  d'un  elegant  theo- 
reme. du  a  Kcenigs  (4)3  qui  etablit  un  lien  entre  les  integrates  lineaires 
telles  que  /  et  la  reduction  au  type  ranonique  d'un  systeme  quelconque 
d'equations  difTerentielles. 

Les  formes  lineaires  de  difTerentielles  telles  que  /  ont  ete  Pobjet  d'e'tudes 
nombreuses,  et  PfafT,  notamment,  s'est  propose  de  les  ramener  a  certains 
types  canoniques  (voir  Darboux,  Bulletin  des  Sciences  mathematiques, 
t.  XVII,  1882,  p.  i6;  Golrsat,  Lecons  sur  le  probleme  de  Pfa()\ 
Paris,  1922),  et  les  travaux  de  E.  Cartan. 

On  demontre  en  effet  que  toute  forme  lineaire  de  difTerentielles  peut 
Stre  ramenee  a  I'uu  des  deux  types 

( A )  zityi-h  z,  0/0  +  ...+  ^  orp  —  By, 

(B)  zityi  +  ...+r'zptypi 

oil  les  variables  y,  r(,  yp,  s1}  z^  Zp,  sont  independantes  entre 
elles.  L'obtention  de  ces  formes  reduites  exige  Tintegration  de  certaines 
equations  difTerentielles  pour  lesquelles  nous  renverrons  au  Memoire  de 
Darboux. 


('j  Comptes  rendus,  decembre  1890. 

APPELL.  —  Traite  de  Mecuniquc.  It. 
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Supposons,  des  lors,  qu'on  ait  applique  le  procede  de  reduction  a  la 
forme  /,  en  regardant  t  comme  une  constante,  et  que  Ton  soit  parvenu, 
par  exemple,  au  type  (A),   qui  contient  ip  -h  i  variables. 

II  pourra  arriver  que  ip  -+-  i  soit  moindre  que  rc;  alors  en  adjoignant 
a  y,  yu  y*,  . .  . ,  yp,  Z\,  z»_,  .  .  . ,  zp  un  nombre  de  variables  u±t  . .  .,  uf/ 
egal  a  q  —  n  —  ip  —  i,  on  pourra  prendre  pour  nouvelles  variables  les  y, 
les  z  et  les  u. 

Le  systeme  des  equations  difTerentielles  deviendra  avec  ces  variables 

dy        dyx  _       _  *dy  p  _  dz% 


(39) 


dz->  _    dzp  _    du\  _      _  duq   ^ 


Z2  Zp       Ui  u7 

oil  Y,  Yi,         Yp,  Zj,  Z2,         Zp,  Ui,  \Jq  sont  des  fonctions  des 

variables  y,  jki,         -Zi,  . .  .,  u{,  .  .  . ,  uq  et 

La  condition  (38)  devient,  puisque  Ton  a  ici  f  =^^ztZyt — by, 

t 

(4o)       8^2^Y^Y^)  +2(Zi'6->'i_  Yf  8s/) = °- 

Posons 

P 

(40  H=^^Y,-Y, 

i  r'Cv' 

il  viendra 

(42)  8H  -^-^(Zidyi—  YiOZi)  =  o, 

i 

d'ou,  puisque  ceci  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  5, 

7  _      d\l  v 

—  —  -j —  5       i  j  =  -+-  j — ; 


on  aura  ensuite 

Le  systeme  des  equations  (3g)  a  done  la  forme  suivante 


w  'i='lv,/), 

et  puis 

(45)  ^T-Ul'  ^F-U^ 
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On  est  ainsi  ramene  au  systeme  canonique  (43),  suivi  du  systeme  des 
equations  (44  )  et  (45  )• 

Si,  au  lieu  du  type  (A),  on  etait  arrive  au  type  (B),  on  eut  procede  de 
meme,  on  aurait  eu  la  condition 

Fosons 

il  viendra,  comme  plus  haut, 

Lt  =  —  —  ,  Yf  =  -h  —  > 

dyt  dZi 

en  sorte  que  la  fonction  H  verifie  ici  Tequation 

dE 


c'est-a-dire  que  H  est  homogene  et  du  degre  i  d'homogeneite  par  rapport 
aux  z. 

Le  systeme  des  equations  differentielles  devient  alors 

dyt  _      dE  dzi  dE 

U6)                           di—dzt>  ~dt=  Wi 
avec 

^>   ,  $-uf. 

On  demontre  aise'ment  que  si  n  est  impair  et  si  /est  une  integrale  quel- 
conque,  lineaire  par  rapport  aux  variations,  c'est  le  type  (A)  qui  est 
atteint  et  n  =  2p -\-  i;  si  au  contraire  n  est  pair,  c'est  le  type  (B)  et 
n  =  ip.  Ainsi,  en  general,  le  systeme  complementair'e  des  equations  (45) 
ou  (47)  n'existe  pas,  et  l'on  est  ramene  a  un  systeme  canonique  avec  ou 
sans  l'equation  (44)  selon  la  parite  dc  n. 

Placons-nous  dans  le  cas  de  n  impair,  et  supposons  que  l'on  donne  l'in- 

tegrale  ^j^E;&r;,  qui,  par  la  reduction  au  type  canonique,  se  reduit  a 


On  aura  en  particulier,  si  les  3/  sont  independants  de  la  variable  t, 


>.p  +  i 


^  S,-  dxi  =  ^Zk  dyk  —  dv, 
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ou  en  se  rappelant  que 

dxi  =  Xi  dt,        dyk  —  -+-        dt,        dy  =    —  H  h-^T  Zk  dt, 


azk 


i 

Ainsi,  la  somme  ^EiX/  se  reduit  justement  a  la  fonction  principale  H. 

Si  H  est  independant  du  temps,  on  sait  que  H  est  une  integrale. 

Tel  sera  le  cas  si  X  et  les  2  ne  dependent  pas  du  temps. 

On  remarque  que,  dans  tous  les  cas,  l'equation  (44)  se  reduit  a  une 
simple  quadrature. 

Le  cas  de  n  pair  donne  lieu  a  des  remarques  toutes  semblables. 


502.  Theorems  de  Poisson.  —  La  consideration  des  integrales  de- 
pendant, non  plus  de  deux,  mais  de  trois  solutions  infiniment  voisines, 
conduit  par  une  voie  nouvelle  au  theoreme  de  Poisson,  ainsi  que  Poincare 
l'a  montre. 

Considerons  en  effet  un  systeme  canonique 
dqt      dW  dpi  dH 

(49)      *=^f'    *f=-^    (•-«.»*..  •••»)• 

Soient  />i,  p»,  . .  • ,  Pn,  qi,  q-2,  ■  •  • ,  qn  un  systeme  de  solutions  et  +  opi? 
qt-hoqi]  /><■-+- 8 '/>,,  qi-^-Z'qj  deux  systemes  de  solutions  voisins  du 
premier. 

La  forme  bilineaire. 


f  ^^(opioqi—oqiopi) 


est  une  integrate.  On  s'en  rend  compte  en  partant  d'une  identite  generate 
concernant  les  formes  lineaires  de  differentielles. 
Soit 

une  forme  lineaire  de  differentielles;  posons  de  meme 
puis 

Prenons  trois  systemes  de  differentielles,  d,  o,  o' ;  on  a  identiquement 

( 5o )  de  §§'     80  g' d  -+-  o  0,/£  =  o. 
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Ccla  revient  a  constater  que 

,/(563 — o'ea)  -4-  o(o'e(/—  d&8>)  ■+■  o'(rfes  —  serf)  =  o, 

ce  qui  est  une  identite. 

Prenons  alors  pour  65  la  forme  ^^/>/o<7i;  on  voit  que  Ton  a 

f=Goo', 

d'ou,  d'apres  l'identite  (5o), 

—  d/  =  —  d%^'  =  0'  6rfg  —  68^5'. 

Or  on  a 

^rf8=?^(^Q^gt  —  dqiopi)  =  —  8H  8*, 
8  f/5  =  —  0'  II  dt, 

si  Ton  suppose  que  les  differentielles  d  correspondent  a  une  variation 
de  la  variable  t,  en  sorte  que  les  equations  (49)  soient  satisfaites. 
On  a  ainsi 

—  df=  S'0(/6—  md?y=—  5'oH  dt  -H  oo'H  ht  =  o. 

Le  theoreme  est  done  demontre. 
Soit  reciproquement 

une  forme  lineaire  integrate  et  posons 

oqi=sQh  o'=zPh 

ou  £  designe  une  constante  infiniment  petite;je  dis  que  pt-h  o/>z,  qt-\-  o'qt 
est  un  systeme  de  solutions  voisin  du  systeme  de  solutions  pi,  qt. 
On  a  en  eflet,  par  hypothese, 

i  i  i  i 

e'est-a-dire,  en  remplacant  ^j-^>        par  leurs  valeurs  (49), 

dt  dt 

Cette  relation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  opi  et  les  o^,  ;  il  vient  done 
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equations  qui  s'ecrivent,  en  remplacant  Q/,  P/  par  les  quantites  propor 
tionnelles  o  qt,  o  />,. 


d  tV      N  <)lU      V  V      ')lU      *  \ 


et  pareillemcnt 


dt 


c'est-a-dire  que  les  oqi,  opt  verifient  les  equations  aux  variations  des 
equations  (49)- 

On  deduit  de  la  la  consequence  suivante  : 

Soit  q«,  qn,  pu  Pir  ■••>  Pn,  0  une  integrale  des  equa- 

tions (49)-  U  est  clair  que  o<l>  est  une  integrale  dependant  de  deux  solu- 
tions voisines ;  or 

i  i 

d$     ,  d$> 

done,  d'apres  le  theoreme  precedent,  o  qi  =  z    —  i  o  pt  =  — £  —  sont  des 

solutions  des  equations  aux  variations. 

De  meme,  avec  une  autre  integrale  q>1}  o  qt=  £  - — }   opi  = — s  - — 

op  i  dq i 

seront  encore  des  solutions  de  1'equation  aux  variations. 

Mais  on  a  vu  que  la  somme 


^(oqiVpi  —  t'pt'Vqt) 


est  une  integrale;  done 

^  /  d<P  d<&)  d&  ^<I>|  \ 
j£d\dpi  dqt       dqt  dpt  J 


Nous  terrainerons  en  faisant  connaitre  la  definition  des  nouveaux  ele- 
ments que  Poincare  a  introduits  sous  le  nom  diinvariants  integraux. 


503.  Invariants  integTaux.  —  Reprenons  le  systeme  d'equations  difte- 

dx  • 

rentiellles  (33),  — —  =  X/;  convenons  de  regarder  xt,  x%,         xn  comme 

les  coordonnees  d'un  point  dans  un  espace  a  n  dimensions  et  t  comme 
une  mesure  du  temps.  Les  equations  (33)  definissent  une  famille  de 
courbes  (G);  une  courbe  et  un  mouvement  sur  cette  courbe  sout  definis 
si  Ton  donne  la  position  x\,  x?>,  . . .,  x%  du  mobile  a  une  epoque  t°.  Appe- 
lons  P°  cette  position  initiale  et  P  la  position  occupee  ensuite  par  le 
mobile  a  l'epoque  t. 
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Imaginons  que  Fori  fasse  decrire  a  P0  un  certain  espace  a  k  dimen- 
sions E£ ;  le  point  P  decrira  lui-meme  un  certain  espace  a  k  dimensions  E/t. 
Par  exemple,  si  le  point  Po  decrit  un  arc  de  courbe  EJ,  le  point  P  decrira 
un  autre  arc  Ei. 

Arretons-nous  d'abord  a  ce  premier  cas;  convenons  de  designer  par  le 
symbole  S  les  variations  qui  correspondent  au  deplacement  de  P  sur 
Fare  Ejt  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  de  P°  sur  Pare  E?. 

Considerons  une  expression  lineaire  de  la  forme 

Si  Zx y  -+-  S2  ox-z  -+-...-+-  Ey,  $xn , 

ou  les  S/-sont  des  fonctions  de  r(,  x»,  .  .  . ,  xn  et  de  t,  et  prenons  Pinte- 
grale 

[  =  /  Ei  §Xi  -h  E2  0x2  +  ...+  S,,  hxn 


le  long  de  Tare  E,.  Les  variables  x\,  Xo,  .  .  .,  xn  sont  des  fonctions  de  t  et 
des  coordonnees  initiales  x%  x%,  x^  du  point  P°.  Quand  ce  dernier 
point  se  deplace  sur  Pare  E?,  les  x?  sont  fonctions  d'un  parametre  X  qui 
prend  les  valeurs  X0,  Xj  aux  extremites  de  Pare.  Les  xt  dans  l'integrale  I 
sont  done  aussi  des  fonctions  de  X  et  de  t  sur  Pare  Ei5  t  restant  constant 
pendant  l'integration. 

Or  faisons  maintenant  varier  le  temps  t  \  alors  les  limites  de  l'integrale  I 
restent  X0,  Xi,  mais,  comme  Pelement  depend  de  t,  I  n'en  apparait  pas 
moins  comme  une  fonction  de  t.  II  peut  arriver  que  cette  fonction  de  t  se 
reduise  a  une  constante,  quel  que  soit  Pare  E.  On  dit  alors  que  I  est  un 
invariant  integral. 

Pour  que  I  soit  un  invariant  integral,  il  faut  que       soit  nul,  quel  que 

soit  Pare  d'integration.  On  en  deduit,  puisque  les  limites  Xi,  X0  de  l'inte- 
grale sont  independantes  du  temps,  que  la  derivee  de  la  quantite  sous  le 
signe  somme  doit  etre  nulle, 

^  (3t      -+- ./.-+-  Sn  oxn  )  =  o. 

Autrement  dit,  pour  que  I  soit  un  invariant  integral,  il  faut  et  il  suffit  que 

Zi  OXi  -h  S-2  ox2  +  ..,+  Sfl  oxn 

soit  une  integrale  dependant  de  deux  solutions  voisines. 

Si,  au  lieu  de  prendre  un  element  lineaire  par  rapport  aux  8,  on  prend 
un  element  qui  soit  la  racine  m16mc  d'une  forme  / (t,  xt,  x,n  $X\,  $xn) 
homogene  et  d'ordre  m  par  rapport  aux  0,  on  j)ourra  de  meme  considerer 
l'integrale  d'arc 

I  =  j  "Vf{t,  Xi,  .  .  .,  X„,  OX i,  .  .  .,  oxn), 
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et  la  condition  pour  que  I  soit  un  invariant  integral  revient  a  dire  que  / 
est  une  integrale  dependant  de  deux  solutions  \oisines  x\.  x«,  .  ...  xn 
et  xt  -+-  ox\ ,  . . . ,  xn  -+-  oxn. 

La  question  des  invariants  integraux  representes  par  des  integrates 
simples  se  ramene  done  a  celles  des  integrates  dependant  de  deux  solu- 
tions voisines. 

Mais  on  peut  concevoir  aussi  des  invariants  integraux  representes  par 
des  integrates  multiples. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  point  P°  decrive  un  espace  E2  a  deux 
dimensions  et  limitc;  le  point  P  en  decrira  un  autre  E2.  Designons  encore 
par  8  les  deplacements  effectues  sur  cet  espace  E2,  et  considerons  l'inte- 
<mile  double 


I  =  Jf^MikoXiOX/, 


etendue  a  l'espace  E2.  les         etant  des  fonctions  de 

Quand  P°  decrit  Pespace  ES,  les  coordonnees  x\,  .  ..,  x„  sont  des  fonc- 
tions de  deux  parametres  X,  ;jl  et  les  xx,  .  .  .,  xn  sont  egalement  des  fonc- 
tions de  t  et  de  ces  deux  parametres.  L'integrale  I  prendrait,  si  Ton  intro- 
duisait  les  variables  X,  \x,  la  forme 


(V  V  A/r    l^Xi  dxk      dxt  dxk  \  t. 


et  les  Iimites  d'integration  ne  dependraient  pas  du  temps. 

Gependant,  comme  les  M^-  et  les  xt  dependent  du  temps,  l'integrale  I 
en  dependra  generalement.  Pour  qu'clle  en  soit  independante,  il  faudra 
que  Ton  ait 


Si  ceci  a  lieu,  comme  on  Pa  deja  suppose,  quelle  que  soit  la  forme  et 
quelle  que  soit  l'etendue  de  l'espace  E5  et,  par  suite,  de  Pespace  E2,  il  est 
clair  que  cette  equation  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  fonctions  de 
X,  ij.  qu'on  a  prises  pour  xf  et,  par  suite,  pour  les  xt.  Or,  quand  X  varie 

de  <5X,  xt  varie  de  0 Xi=       oX,  et  il  saute  aux  yeux  que  les  h'xt  verifient 

OA 

les  equations  aux  variations  des  equations  (33);  de  meme  pour  les  varia- 
tions h"xi  =       o;jl  corres 

<7T) 

I'equation  pourra  s'ecrire 


tions  §"xi  =        o;jl  correspondant  a  la  seule  variation  de  \i.  D'apres  cela. 


L  /,* 


I 
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f.  k 


est  une  integrale  dependant  de  trois  solutions  voisines,  Xi,  Xi-ho'xi, 

J'i  -h  o"  Xi. 

Ainsi,  par  exernple,  dans  le  cas  des  equations  canoniques,  nous  avons  vu 
que  la  somnae 


Pi—  o  qto  pt) 


est  une  integrale  quand  les  opt,  o  qt  et  8"jt?z,  o"qt  sont  deux  systeme  de 
solutions  des  equations  aux  variations;  cela  equivaut  a  dire  que  l'integrale 
double 

1  =  jf  {dpi  dqi  -\-  dpi  dq*  +  ...-+-  dpn  dqn) 

est  un  invariant  integral. 

On  peut  considerer  de  la  meme  facon  des  integrales  £uPles,  representant 
des  invariants  integraux,  c'est-a-dire  dont  la  derivee  par  rapport  au  temps 
soit  nulle,  et  cela,  quel  que  soit  Pespace       suivant  lequel  on  integre. 

Soit 

k 

i= f[''f  2Ma'^  x8a7a  — 

une  telle  inte'grable  A-uple,  ou  les  Ma,R,...,\  sont  des  fonctions  des  x  et 
.  di 

de  t.  La  condition  —  =  o  equivaut  a  la  suivante  : 


s   < 


ol:ra  o1  #3 
o-;ra  o2#3 

S*a7a    8*  #3 


o2  x 


§kx\ 


Elle  exprime  que  la  somme  ^\  on 


5    "    5    .  .  .  , 


sont  k  symboles  diffe- 


rents  de  diflerentielles,  est  une  integrale  dependant  de  (k-hi)  solutions 
voisines. 

Prenons,  par  exemple,  l'integrale  multiple  d'ordre  // 


0./'|    OA- j 
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Dire  que  I  est  un  invariant,  c'est  dire  que  le  produit 

81  X\    o1  x»    ...    S1  xn 

82  X\     O-  X-2     ...     o2  xn 


P  =  M 


M.D, 


ou  81,  ora  designent  n  systemes  diflerents  de  differentielles,  est  une 
integrate  dependant  de  (rc-4-i)  solutions  voisines.  Gherchons  ce  que  doit 

etre  la  fonction  M  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  II  faut  avoir  ^ 


dt 


rk  dU      m/r  dD 

T)-dF^M^=°- 


La  differentiation  de  D  donne  d'ailleurs 

d$l  x\  ' 


dD 
dt 


dt 
d&°-  xt 

 ;   0" 

dt 


dBnXi  „ 
— : —  6nX* 
dt 


O1  ^/l 


ou  les  points  representent  (n  —  i)  determinants  analogues  au  premier  qui 
est  ecrit. 

Mais  les  frxk  ve'rifient  les  equations  aux  variations  de  sorte  que  Ton  a 


doi  xi  _  dXi   ,  dXx 
dt         dx\        1  dx* 


81  x. 


dVxv      dXl>a  dX^n 

—17-  =  -T1  8  ^  +        8  x*  -+- . 
dt         dxi  dx2 


dxn 
dXx 

dxn 


S1  Xn, 
82  Xn, 


at         ax  i  ax-2  oxn 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  determinant  ecrit,  on  voit  qu'il  est 
egal  au  produit 

dx\ 

les  autres  seraient  de  meme  egaux  a  ^^D,  ....  ^D,  en  sorte  qu'il 

dxz  dxn 

vient 

dD  nV^X' 
~di  =  1  2^-' 
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'ou,  par  consequent. 


dt 


autre  part,  on  sait  que 


r/M 
177 


Nous  trouvons  done,  en  definitive, 


dP 
dt 


D 


—      <tof      +  dt 


i 


e'est-a-dire 


<J(X,-M)  OU 
dxi  Ot 


=  o. 


On  voit  que  M  doit  etre  un  multiplicateur  au  sens  de  Jacobi. 

On  deduirait  aisement  du  resultat  precedent  ]a  propriete  d'invariance 
qui  a  etc  etablie  des  le  debut,  attendu  que  si  l'on  fait  un  changement  de 
variables  portant  sur  xi,  x-i,  .  .  .,  xm  le  determinant  D  se  reproduit  multi- 
plie  par  le  determinant  de  la  transformation  A.  Si  done  M  etait  un  multi- 
plicateur avec  les  premieres  variables,  MA  sera  bien  un  multiplicateur 
pour  les  nouvelles  variables. 

Ge  retour  au  multiplicateur  de  Jacobi  est  tres  interessant,  car  il  mani- 
feste  deja  Timportance  des  notions  nouvelles  dues  a  Poincare,  puisque 
ce  multiplicateur  n'y  apparait  que  comme  un  cas  particulier  de  concep- 
tions beaucoup  plus  generales.  Ajoutons  que  1'eminent  geometre  a  tire  un 
grand  parti  de  ces  invariants  integraux  dans  ses  recherches  de  Mecanique, 
notamment  en  ce  qui  concerne  la  stabilite.  Mais  nous  renverrons  pour  ce 
sujet  au  Livre  de  Poincare  :  Sur  les  methodes  nouvelles  de  la  Meca- 
nique celeste. 

Dans  une  Note  inseree  en  janvier  1896,  aux  Comptes  ren.dus  de  VAca- 
demie  des  Sciences,  G.  Koenigs  a  egalement  etudie  les  invariants  inte- 
graux represente's  par  les  integrates  (n  —  i)-uples  de  la  forme 


dans  I'hypothese  ou  les  coefficients  X  des  equations  differentielles  sont 
independant?  de  /,  ;iinsi  que  les  fonctions  M.  Si  Ton  pose 


n  —  i 


Mi  dx\  . . .  dxi—\  dxi+i  . . .  dx, 


et  si  y.  designe  une  integrate  qui  n'annule  pas  H(0),  la  fo action  B(a)  est 
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un  multiplicateur.  La  connaissance  de  deux  integrates  y.,  rl  permet  alors 

d'en  former  une  troisieme  777^—5  ainsi  que  Ie  permet  le  theoreme  de 

L(x) 

Poisson  dans  Ie  cas  des  equations  canoniques. 

On  pourra  consulter  egalement,  sur  les  applications  et  la  theorie  des 
invariants  integraux,  les  travaux  de  M.  de  Donder  (Circolo  di  Palermo, 
t.  XV,  1 901,  et  t.  XVI,  190 ^),  de  H.  Vergne  [Sur  certaines  proprietes 
des  systemes  d*  equations  differentielles,  2e  partie  (Annates  de  V  Ecole 
Normale  superieure,  1910)],  et  de  E.  Goursat  (Journal  de  M.  Jordan, 
t.  IV,  1908).  Signalons  enfin  les  generalisations  dues  a  V.  Volterra  (Atti 
delta  R.  Acc.  di  Lincei,  Rendiconti,  4e  serie,  t.  VI-  1890,  p.  127)  et  a 
M.  Frechet  (Annali  di  Mat.,  3e  serie,  t.  XI,  1905).  exposees  par 
M.  de  Donder  dans  une  publication  intitulee  :  Sur  les  equations 
canoniques  de  Hamilton-Volterra,  Gauthier-Villars,  191 1.) 

On  se  reportera  egalement  aux  travaux  de  E.  Cartan,  exposes  dans  ses 
Lecons  sur  les  invariants  integraux. 


VII.  -  PRINCIPE  DE  LA  M01NDRE  CONTRAINTE 
DE  GAUSS. 

504.  Enonce  du  principe.  —  Les  geometres  ont  cherche  de 
diverses  facons  a  resumer  les  Equations  du  mouvement  dans  un 
Enonce  unique,  en  indiquaut  des  integrates  ou  des  fonelions  qui 
sont  minima  dans  Ie  mouvement  reel  du  systeme  compart  aux 
mouvements  possibles  voisins.  Dans  cet  ordre  d'idees  se  place 
d'abord  Ie  principe  de  la  moindre  action  (n°  486);  vient  ensuite 
un  principe  plus  g£ne>al,  le  principe  d' Hamilton  (n°  484), 
dont  on  d^duit  d'une  facon  simple  les  equations  de  Lagrange  dans 
les  systemes  holonomes,  le  raisonnement  et  la  conclusion  deve- 
nant  inexacts  quand  le  systeme  n'est  pas  holonome.  Nous  nous 
occuperons  ici  du  principe  de  la  moinde  contrainte  de  .Gauss; 
ce  principe,  absolument  general,  ne  comporte,  en  outre,  aucune 
difficult^  d'applicalion;  il  a  l'avantage  de  pouvoir  se  traduire  par 
un  enonce  analytique  des  plus  simples  ramenantla  recherche  des 
Equations  du  mouvement  d'un  systeme  quelconque,  holonome  ou 
non,  a  la  recherche  du  minimum  d'une  fonction  du  second  degre\ 

Nou  reproduisons  ici  la  traduction  du  commencement  du 
Memoire  meme  de  Gauss,  avec  le  Commentaire  dont  Joseph  Ber- 
trand  l'accompagne  dans  la  Note  IX  de  la  troisieme  edition  de  la 
Mecanique  analytique  de  Lagrange  (t.  II,  p.  367 )  : 
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«  Gauss  a  fait  connaitre  dans  le  Tome  4-  du  Journal  de  Crelle 
un  beau  theoreme  qui  comprend  a  la  fois  les  lois  generates  de 
l'equilibre  et  du  mouvement,  et  semble  l'expression  la  plus  gene- 
rale  et  la  plus  Elegante  qu'on  soit  parvenue  a  leur  donner;  les 
lecleurs  francais  nous  serons  gre  de  reproduire  ici  la  traduction 
des  quelques  pages  consacrees  par  l'illustre  geometre  a  l'explica- 
tion  du  nouveau  principe.  » 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  transforme,  comme  on  sait,  tout  pro- 
bleme  de  Statique  en  une  question  de  Mathematiques  pures,  et  par  le  prin- 
cipe de  d'Alembert,  la  Dynamique  est,  a  son  tour,  ramenee  a  la  Statique. 
II  resulte  de  la  qu'aucun  principe  fondamental  de  l'equilibre  et  du  mouve- 
ment ne  peut  etre  essentiellement  distinct  de  ceux  que  nous  venons  de  citer, 
et  Ton  pourra  toujours,  quel  qu'il  soit,  le  regarder  comme  leur  conse- 
quence plus  ou  moins  immediate.  On  ne  doit  pas  en  conclure  que  tout 
theoreme  nouveau  soit  pour  cela  sans  merite.  II  sera,  au  contraire,  toujours 
interessant  et  instructif  d'etudier  les  lois  de  la  nature  sous  un  nouveau  point 
de  vue,  soit  que  Ton  parvienne  ainsi  a  traiter  plus  simplement  telle  ou  telle 
question  particuliere  ou  que  Ton  obtienne  seulement  une  plus  grande  pre- 
cision dans  les  e'nonces.  Le  grand  geometre  (Lagrange)  qui  a  si  brillam- 
ment  fait  reposer  la  science  du  mouvement  sur  le  principe  des  vitesses 
virtuelles,  n'a  pas  dedaigne  de  perfectionner  et  de  gene'raliser  le  principe 
de  Maupertuis  relatif  a  la  moindre  action,  et  Ton  sait  que  ce  principe  est 
employe  souvent  par  les  geometres  d'une  maniere  tres  avantageuse.  Le 
caractere  propre  du  principe  des  vitesses  virtuelles  consiste  en  ce  qu'il  est, 
pour  ainsi  dire,  la  formule  generale  qui  resout  les  problemes  de  Statique  et 
qui  peut,  par  suite,  tenir  lieu  de  tout  autre  principe,  mais  il  n'a  pas  ce  cachet 
d'evidence  absolue  qui  entraine  la  conviction  sitot  que  l'enonce  est  connu. 

Sous  ce  rapport,  le  theoreme  fondamental  que  je  vais  demontrer  me 
semble  devoir  etre  prefere;  il  presente,  en  outre,  l'a vantage  de  comprendre 
a  la  fois  les  lois  generales  de  Tequilibre  et  du  mouvement.  S'il  est  plus 
avantageux  au  perfectionnement  successif  de  la  Science  et  pour  Tetude 
individuelle  de  passer  du  facile  a  ce  qui  semble  plus  difficile,  et  des  lois 
les  plus  simples  aux  plus  composees;  d'un  autre  cote,  Tesprit,  une  fois 
arrive  au  point  de  vue  le  plus  eleve,  demande  la  marche  inverse  qui  lui  fait 
parailre  toute  la  Statistique  comme  un  cas  particulier  de  la  Dynamique.... 

Le  nouveau  principe  est  le  suivant  : 

Le  mouvement  (fun  systeme  de  points  materiels  lies  entre  eux  d'une 
maniere  quelconque  et  soumis  a  des  influences  quelconques  se  fait,  a 
chaque  instant,  dans  le  plus  parfait  accord  possible  avecle  mouvement 
qu'ils  auraient  s'ils  devenaient  tous  libres,  c'est-d-dire  avec  la  plus 
petite  contrainte  possible,  en  prenant,  pour  mesure  de  la  contrainte 
subie  [><■/,, /ant  un  instant  infiniment  petit,  la  somme  des  produits  de 
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la  masse  de  chaque  point  par  le  carre  de  la  quantite  dont  il  s'ecarte 
de  la  position  qu'il  aurait  prise  sHl  eut  ete  libre. 

Soient  m,  m',  m",  ...  les  masses  des  points;  a,  a',  a",  ...  leurs  positions 
respectives  a  l'instant  t;  b,  b' ,  //',  ...  les  positions  qu'ils  occuperaient 
apres  un  temps  infiniment  petit  dt,  en  vertu  des  forces  qui  les  sollicitent 
et  de  la  vitesse  acquise  a  l'instant  t,  si  les  liaisons  etaient  supprimees  a 
cet  instant;  c,  c',  c",  ...  les  positions  reelles  qu'ils  occupent  a  l'instant 
/  -i-  dt. 

L'enonce  precedent  revient  a  dire  que  les  positions  c,  c',  c",  .  .  .  qu'ils 
prendront  seront,  parmi  toutes  oelles  que  permettent  les  liaisons,  celles 
pour  lesquelles  la  somme 

mbc  -h  m'  b'  c    -hm"b"c"  ... 

sera  un  minimum. 

L'equilibre  est  un  cas  particulier  de  la  loi  generale;  il  aura  lieu  lorsque 
les  points  etant  sans  vitesses,  la  somme 

mob  -4-  ma  b'  -h . .  . 

sera  un  minimum,  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  la  conservation  du 
systeme  dans  un  etat  de  repos  sera  plus  pres  du  mouvement  libre  que  cha- 
cun  des  point2  tendrait  a  prendre,  si  les  liaisons  etaient  supprimees,  que 
tout  deplacement  possible  compatible  avec  les  liaisons. 

Demonstration  —  A  I'instanl  t,  le  point  m  occupe  la  position  a 
de  coordonnees  x,  y,  z\  il  possede  une  vitesse  dont  les  projec- 
tions sont  les  deriv^es  x\  y\  z[  de  x,  y,  z  par  rapport  a  f  et  une 
acceleration  doht  les  projections  sont  les  derivees  secondes  x",j'".  z" 
de  x,  y,  z  par  rapport  a  t  ;  enfm  il  est  sollicite  par  des  forces 
donn^es,  autres  que  les  forces  de  liaison,  dont  la  resultante  a  pour 
projections  X,  Y.  X.  Dans  le  mouvement  reel  du  systeme,  x, y,  z 
sont  des  fonctions  du  temps;  a  l'instant  t  le  point  m  est  en  a,  a 
Tinstanl  t  -f-  dt  il  est  en  c  :  les  coordonnees  de  c  sont  done, 
d'apres  la  forinule  de  Taylor,  limited  aux  trois  premiers  termes, 

( c)  x  -h  x  dt  -h  -  x"  dt-,    y  -\-  y'  dt  -h  -  y"  dt-, 

;  -h  z  dt  -h  -  z"  dt0-. 

2 

Si,  a  l'instant  t,  le  point  m  devenait  libre,  e'est-a-dire  si  les 
liaisons  etaient  brusquement  supprimees,  ce  point  aurait  une 
acceleration  dont  les  projections,  d'apres  le  principe  fondamental 
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X    Y  Z 

de  la  M^canique  (n°  69),  seraient  —  >  — >  —  et  sa  position  b  au 

bout  du  temps  dt  serait  donnee  par  des  formules  analogues  aux 

X    Y  Z 

precedentes  bu  x",  y" ,  z"  seraient  remplaces  par  — »  —  >  — •  On  a 
done,  pour  Ies  coordonnees  du  point  6, 

(  6  )  ^  -+-  a?'  dt  -+-  -  —  aft2,        y     y'  dt  -h  -  —  dt2, 

v  '  2  m  a  m;  1 

,    ,  I  771 

z  -h  z  dt  H —  —  a£'2. 

2  Z 

-> 

Le  vecteur  c6  a  done  pour  projections 

(*)  K^-^")rf<!'  s(l-d^  K^>* 

->  — > 

et  le  vecteur  m.cb,  obtenu  en  multipliant  cb  par  la  masse,  a  pour 
projections 

i  (X  —  /n/)  rf^,    ^  ( Y  —  m/)  dt\    \CL~  mz")  dt2. 
Des  lors,  d'apres  liquation  g^nerale  de  la  Dynamique, 
Y[(X—  mx")Zx-+-{X  —  my")oy  -h(Z  —  w/)^]  =  o. 

la  somme  des  travaux  des  vecteurs  tels  que  m.cb  est  nulle,  pour 
tous  les  deplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons. 

Soient  done  y,  y',  y",  .  .  .  des  positions  infiniment  voisines  de 

c,  c',  c" .  .  .  .  que  les  points  m,  m! ',  m",  .  .  .  puissent  prendre  sans 

— ^ 

violer  les  liaisons  du  sjsteme.  Le  travail  du  vecteur  m.c6,  pour  le 

-> 

emplacement  virtuel  cy,  est 

->  -> 
m.cb.c-*. 

11  faut  douc  que  la  somme  de  ces  travaux 

^m.cb.cy 


soit  nulle  pour  toutes  les  positions  y,  y',  ...  compatibles  avec  les 
liaisons. 
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Mais  il  est  clair  quon  a 

y6  =  (yc-f-c^)  =  c'i  -h  cb  — ?.cy.c6 

el ,  par  suite, 

^ m.^b  =^m;c6  -+"2m-cY  —  2 ^ m.cb.cv; 

comme  la  derniere  somme  est  nulle,  on  a 

^  //?  r[b  —      m .  cb  =      m .  c  7 

et,  par  suite,  la  difl^renco 

est  toujours  positive  el  est  nulle  seulement  si  les  points  y,  y', 

y'\  .  .  .  coincident  avec  c,  c',  c" ,  .  .  .  ;  c'est-a-dire  que  ^m.c6  est 
toujours  un  minimum.  Ce  qu'il  fallait  d^montrer. 

Enonce  analytique  <lu  principe  de  Gauss.  —  D'apres  les 
expressions  ci-dessus  des  projections  du  vecteur  cb,  on  a 

Si  un  deuxieme  mouvement  compatible  avec  les  liaisons  se 
produisait  de  facon  a  amener  les  points  en  y,  y',  y",  ...  dans  le 
meme  temps  dt,  les  accelerations  auraient  d'autres  valeurs  x\,  y\ , 
z'[,  .  .  .  compatibles  avec  les  liaisons  et  l'on  trouverait  de  meme 

Comme  ^j^m.bc  est  toujours  plus  petit  que  ^jj^fn.by  ,  on  peut 
dire  que  : 

A  chaque  instant  t,  les  accelerations  x",  y" ,  z" ,  .  .  .  que 
prennent  reellernent  les  divers  points  sont,  parmi  toutes  celles 
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que  permettent  les  liaisons,  celles  qui  rendent  minimum  la 
function 

<■»    -2?  [SHM5-'H£ -*•)'] 

da  second  degre  en  x" ,  y" ,  z" ,  .... 
Tel  est  l'enonce  du  principe  de  Gauss. 

Nous  devons  a  l'obligeance  de  A.  Mayer,  de  Leipzig,  les 
renseignements  historiques  el  bibliographiques  suivants.  L'enonce 
analytique  du  principe  de  Gauss  a  deja  ete  indiqu£  par  Jacobi 
dans  une  leeon  qui  n'a  pas  encore  ete  publiee;  il  a  donner 
independamment  de  Jacobi,  par  Scheffler  (III.  Band  der  Schlo- 
milcJisclien  Z...  p.  197)-  11  se  Irouve  reproduit  dans  Mach )  Die 
Mechanik  in  ihrer  Entstehung  liistorischkritisch  dargestellt, 
Leipzig,  1 883),  dans  Hertz,  (Gesammelte  TVerke,  t.  Ill),  dans 
Boltzmann  (  Vorlesungen  iiber  die  Principien  der  Mechanik , 
Leipzig,  1897);  Willard  Gibbs,  dans  un  beau  travail  :  On  the 
fundamental  formula?  of  Dynamics  [American  Journal  of 
Mathematics,  t.  II,  1879),  a  donne,  de  cet  enonce  analytique  du 
principe  de  Gauss,  des  applications  a  divers  problemes,  notam- 
ment  a  la  question  de  la  rotation  des  corps  solides ;  enfin  A.  Mayer 
s'est  egalement  servi  de  cet  enonce  dans  un  interessant  article 
intitule  :  Ueber  die  Aufstellung  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  fiir  reibungslose  Punktsyteme,  die  Bedin- 
LUingsungleichungen  unterworfen  sind  und  Zur  Regulierung 
der  St6ss<j  in  reibungslosen  Punktsystemen,  die  dem  Zwange 
von  Bedingungsungleichungen  unterliegen.  (Abdruck  aus  den 
B  eric  It  ten  der  mathematisch-physikalischen  Klasse  der  konigl. 
Siichs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  Sitzung  vom 
3  Juli  1899.) 

On  pourra  aussi  consulter,  pour  la  comparaison  entre  les  divers 
principes,  un  article  de  M.  Hoelder  :  Ueber  die  Principien  von 
Hamilton  und  Maupertuis  {Nacht rich  ten  der  k.  Gesellschalf 
der  Wissenschaften  zu  Gottingen,  1896,  Helt  2).  Enfin,  pour  le 
principe  de  la  moindre  contrainle,  nous  signalerons  un  article 
de  Wassmuth  :  Das  Restglied,  bei  der  Transformation  des 
Zwanges  in  allgemeinen  Coordinaten  (Sitzwigsberichte  der 

4PPBLL.  —  Traitc  dr  Mccaniqiic .  II,  .'(2 
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kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien,  t.  CX, 
Abtheilung  II,  avril  1901). 

Forme  gSnerale  des  equations  de  la  Dynamique.  —  Remar- 
quons,  en  terminant,  qu'on  peut  rattacher  a  eel  ^nonce  analytique 
du  principe  de  Gauss  la  forme  des  equations  de  la  Dynamique 
que  nous  avons  etudi^e  precedemment  (n°  465).  Journal  de 
Crelle,  t.  121  et  122,  et  Journal  de  Matliematiques  pures  et 
appliquees  de  Jordan  (premiers  fascicules  1900  et  1901).] 
Soil  un  systeme  quelconque  dans  lequel  le  defacement  virtuel 
le  plus  general  compatible  avec  les  liaisons  est  defini  par  k  va- 
riables dqt,  dq2,  dqk-  On  a  pour  un  point  quelconque  du 
systeme 

Bx  =  at  oqx  a«  Bq*  H~  •••-+-  cik  tyk- 
By  =  by  Bqt  62  Bq2  4- . . .  4-  b k  bqk, 
Bz  =  Ci       -+-  Co  8^2-+--  •  .+  Ck^qk', 

d'oii,  pour  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquees, 

(X  Bx  4-  Y  By  4-Z  Bz)  =  Qi  o^-h  q«  &£o4-. . .4-  Qktyk 

avec 

Q^^atX-f-^Y  +  dZ). 

D'autre  pari,  le  deplacement  r£el  du  systeme  pendant  le  temps 
dt  s'obtient  en  faisant  croitre  q^,  q%,  .  .  .,  qk  de  dql}  dq%,  .  .  . , 
dqk,  ce  qui  donne,  pour  le  deplacement  reel  du  point  (z,y,  z). 

dx  =  ai  dq  1  -h  a2  dq<>  4- .  r .  4-  Uk  dqk  4-  a  dt, 
dy  =  bidqi-{-  b<,dq»-h- .  .  .4-  bkdqk-\-  b  dt, 
dz  =  C\  dqi  4-  c2  dq*  -+-...  -f-  Ck  dqk  4-  c  dt. 

Divisons  par  dt  et  employons  la  notation  de  Lagrange  pour  les 
derivees,  nous  aurons 

x  =  av  q\  4-  rto  q'2  4- .  .  .  4-  ak  q'k  4-  a, 
j'  —  bxq\-^  b2q'2-i-.  .  .4-  bkq'k-+-  6, 
s'  =  ct  ^  1  -4-  cj 4- . . .  -f-  Ckq'k  -+-  c ; 

d'ou,  en  derivant  encore  une  fois  par  rapport  au  temps, 

!x"  —  ax  q\  4-  a<2,q%  4- . . .  -h  a*  £*<+-'..., 
j"  =  61  ^4-  b«q\  4-. . .  4-  6*^  -+-... , 
Z"  =  C,  £i  4-  C>^+...+  C*  y'^  4-  .  .  . 
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Si  Ton  porte  ces  valeurs  (2)  dans  la  somme  (1)  appeleeR,  cette 
somme  devient  fonction  du  deuxieme  degre  des  k  quantites,  q"iy 
q'2,  .  .  .,  qk  :  d'apres  les  formulos  (2),  les  accelerations  possibles 
des  points  (a?,  r,  s)  sont  determinees  par  les  diverses  valeurs 
attributes  a  q\,  q *  .  .  . ,  q"k.  Les  accelerations  reelles  des  points 
devant  rendre  la  somme  R  minimum,  les  valeurs  de  q'[,  q"»,  •  •  • ,  q\ 
correspondant  au  mouvement  s'obtiendront  en  tgalant  a  zero  les 
derivtes  partielles  de  la  somme  R  par  rapport  a  q'\,  q\,  .  .  .,  q\. 
Ecrivons  cette  somme 

(3)    R  =  \  2 m^^y"z + +  y/'-h z^") 

les  termes  non  ecrils  ne  dependant  pas  de  00",  y",  z" .  Dcsignons 
com  me  plus  haut  par 

l'energie  d'acc(Me>ations  du  systeme;  d'autre  part,  formons  la 
somme 

en  j  remplacant  a?",  y",  ,3"  par  leurs  valeurs  (2)  cette  somme 
prend  la  forme 

Q 1  i\  -+-  Q2  q%  •+-  •  •  •  ±  Q*  #  -k.  ■  • 

ou  nous  n'eerivons  pas  les  termes  independants  des  Des  lors 
pour  obtenir  les  Equations  du  mouvement,  il  faut  egaler  a  zero  les 
derivees  partielles  de 

r  =  s  —  Qi^i-.Qo^;— . . .  -  qkq"k 

par  rapport  a  q\,  q"2,  .  .  .  ,  q"k.  On  a  ainsi  les  equations  du  n°  465 

qui  conviennent  a  tons  les  systcrnes  de  liaisons  et  de  parametres. 

L'energie  decelerations  S  est  une  fonction  qui  caracterise  le 
systeme;  les  quantites  Q{,  Q2,  Q/t  dependent  des  forces, 

appliquoes.  (  Voir  egalement  le  n"  108.) 


5o<)  DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 


EXERCICES. 

1.  Appliquer  la  metbode  d'integration  de  Jacobi  aux  problemes  traites  dans  les 
Chapitres  precedents,  ou  proposes  comme  exercices  a  la  fin  de  ces  Chapitres. 

2.  Un  triedre  rectangle  OXYZ  tourne  avec  une  vitesse  constante  a>  autour 
de  son  arete  OZ,  qui  est  dirigee  en  sens  contraire  de  la  pesanteur;  il  entraine 
avec  lui  uu  paraboloide  P  qui,  rapportc  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  aurait  pour 
equation 

X2_y1—  2pZ. 

Un  point  M  de  masse  i,  de  poids  g,  assujetti  a  se  mouvoir  sur  la  surface  de  P, 

2  g 

est  attire  vers  le  sommet  0  du  paraboloide  par  une  force  egale  a  ~  MO;  en 

outre,  MA,  MB  etant  les  perpendiculaires  abaissees  de  M  sur  les  generatrices 
rectilignes  de  P  qui  passent  au  sommet  O,  le  point  M  est  encore  sollicite  par 

deux  forces  dirigees  suivant  les  vecteurs  AM,  BM,  et  egales,  la  premiere  a 

3-£  AM,  la  seconde  a  ^  BM. 
P  P 
La  position  du  mobile  M  sera  definie  par  les  valeurs  des  parametres  X,  jjl  qui 

figurent  dans  les  equations 

x-  y2        ,  x'1  y2 

=  U.-h  2Z 


A—p         A  +  p  JJ.-4-/?  [L  —  p 

des  paraboloides  homofocaux  a  P  et  passant  par  le  point  M. 
Cela  pose,  on  demande  : 

i°  De  former  l'equation  aux  derivees  partielles  dont,  suivant  le  theoreme  de 
Jacobi,  il  suffirait  de  connaitre  une  integrale  complete  pour  en  deduire,  par  de 
simples  differentiations,  les  equations  du  mouvement  du  point  M; 

2°  De  trouver  cette  integrale  complete  et  les  equations  du  mouvement  quand 
on  suppose  w  =  o ; 

3°  D'integrer  l'equation  de  la  trajectoire  et  d'indiquer  la  forme  de  cette  ligne 
quand,  w  etant  toujours  nul,  on  a,  a  l'instant  initial, 

k  /I         dx         3-+-3i/2  /   dy         q  *+- 1/3  t  

*=y=p\>  ?    a.= — r-vpg,    £  ——f-xpg- 

(Agregation.) 

3.  Transformations  conformes  en  Mecanique  d'apres  Goursat.  —  Consi- 
siderons  le  mouvement  d'un  point  materiel  dans  un  plan,  dans  le  cas  ou  il  existe 
une  fonction  de  forces  U  (x,  y).  La  determination  des  trajectoires  qui  corres- 
pondent a  une  meme  valeur  h  de  la  constante  des  forces  vives  se  ramene  a  la 
recberche  d'une  integrale  complete  de  l'equation  aux  derivees  partielles 
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Posons  z  —  x->-yi,  Z  =  X-+-Y*',  et  soit  z  =F(Z)  une  fonction  analytique  de 
la  variable  complexe  Zj  dc  cette  relation  on  tire 

(2)  *  =  9(X,  Y),       y  =  <\>(X,  Y), 

les  fonctions  <p  et  il  verifiant  les  conditions 

df  _  dfy         Oy  ___  Oty 
(  '  OX  ~  OY '        OY  ~      OX ' 

Si,  dans  l'equation  ( i ),  on  fait  le  changement  de  variables  defini  par  les  for- 
mules  (2),  on  reconnait  immediatement  qu'elle  devient 

(^m-^^m-m:  777 

equation  de  meme  forme  que  (i).  Done,  si  Von  considere  toutes  les  trajectoires 
correspondant  d  la  fonction  des  forces  \J(x,  y)  et  a  la  valeur  h  de  la  con- 
stante  des  for-ces  vives,  et  qu'on  soumette  ces  courbes  a  la  transformation 
conforme  (2),  les  nouvelles  courbes  seront  les  trajectoires  correspondant  a  la 
nouvelle  fonction  des  forces. 


et  a  la  valeur  zero  de  la  constante  des  forces  vives. 
Par  exemple,  en  prenant 

U=       a       -+-  p,       h  =  0, 
\/x2-+-y2 

ou  a  et  p  sont  des  constantes,  puis  en  faisant  z  =  Z%  x  =  X2 —  Y2,y  =  2  XY,  on 
trouve  pour  nouvelle  fonction  de  forces 

4  a  -h  4  P  ( X2-h  Y2). 

On  passe  ainsi  de  la  loi  d'attraction  newtonienne  a  la  loi  d'attraction  propor- 
tionnelle  a  la  distance.  (Goursat,  Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  446.) 

4.  Transformation  de  Darboux.  —  Soit,  en  adoptant  les  notations  du  n°  487, 
un  systeme  a  liaisons  independantes  du  temps,  soumis  a  des  forces  derivant  d'une 
fonction  U  ne  contenant  pas  t,  et 

dSz  —  V  „i  ( dx- -+-  dyz  -4-  dz' )  =  V  a{j  dqt  dq.. 

La  determination  des  trajectoires  se  ramene,  d'apres  le  principe  de  la  moindre 
action,  a  la  determination  des  fonctions  qx,  q„,  ...,qk  rendant  minimum  l'inte- 
grale 

el  —  J"  ^/aU  +  prfS, 
ou  a  et  p  designent  des  constantes.  Comme  on  peut  ecrire  identiquement 
a=f  y^  +  oVu  dS  =j'y/^adS', 
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ou 

rfS'2  =  U  dS-, 

on  voit  que  : 

Si  Von  sait  trouver  les  trajectoires  da  systeme  propose,  la  constante  des 
forces  vives  etant  ->  on  en  deduit  les  trajectoires  d1  un  autre  systeme  a  k para- 
metres  qv  q%,  . ..,  qk  pour  lequel  le  nouveau  d$2  est  donne  par 

dS'2=  U  dS-, 
et  la  nouvelle  fonction  des  forces  par 

la  nouvelle  constante  des  forces  vives  etant  ^« 

r 

C.ette  transformation  comprend  la  precedente,  donnee  par  Goursat. 

(Darboux,  Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  449-) 

5.  Un  systeme,  assujetti  a  des  liaisons  pouvant  dependre  du  temps,  est  sollicite 
par  des  forces  derivant  d'une  fonction  U  des  coordonnees  et  du  temps;  en  outre, 
chaque  point  du  systeme  subit  une  resistance  de  milieu  proportionnelle  a  sa 
masse  et  a  sa  vitesse.  Demontrer  qu'on  peut,  par  un  changement  de  la  variable 
independante  t,  faire  disparaitre  ces  resistances  de  milieu,  de  facon  a  pouvoir 
ensuite  appliquer  au  systeme  les  theoremes  d'Hamilton  et  de  Jacobi. 

Beponse.  —  Les  equations  du  monvement  sont,  d'apres  la  methode  des  multi- 
plicatenrs  de  Lagrange, 

d-xv       dU       .      dx.,     „    df.  .  df. 

oil  A*  est  une  constante  positive,  la  meme  dans  toutes  les  equations. 

Faisons  le  changement  de  variable  t  =  e~kt.  Les  equations  prennent  la  forme 

d-x.,      d\  df  dfh 

(7)  m^  =  ^,^^tc-+-'-+^jx-; 

a  condition  de  poser 

-     V  =  F?U-      *  T7- 

On  est  done  ramene  a  integrer  les  equations  (2)  qui  sont  les  equations  du 
mouvement  du  systeme  donne,  non  soumis  a  la  resistance  de  milieu  et  sollicite 
par  des  forces  derivant  de  la  nouvelle  fonction  V. 

On  pourra  done  appliquer  a  ce  dernier  mouvement  les  metliodes  d'Hamilton 
et  de  Jacobi;  on  en  conclura,  en  revenant  a  la  variable  t,  les  integrates  des 
equations  ( 1 ). 
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On  pourra  appliquer  cette  methode  aux  cas  particuliers  suivants  : 
i°  Mouvement  d'un  seul  point. 

[  Ce  probleme  a  ete  traite  par  Elliot  et  ramene  par  lui,  d'une  autre  maniere, 
aux  formes  canoniques  (  Comptes  rendus,  1892;  Annates  de  VEcole  Normale, 
aout  1898).  Voir  egaiement  le  premier  Volume,  p.  5g5,  exercice  12.  ] 

20  Mouvement  de  deux  points  pesants  relics  par  un  fil  inextensible  et  sans 
masse,  chaque  point  subissant  une  resistance  de  milieu  proportionnelle  a  sa  masse 
et  a  sa  vitesse. 

6.  Mouvement  de  trois  points  materiels  m,  m',  m",  situes  dans  un  plan  fixe  et 
s'attirant  mutuellement  suivant  une  fonction  de  la  distance;  les  points  m'  et  m" 
sont,  en  outre,  assujettis  a  rester  a  des  distances  constantes  de  in.  [  Voir  Liou- 
ville,  Sur  un  probleme  de  Mecanique  (Journal  de  Liouville,  2e  seri-.  t.  Ill)-] 

La  position  du  systeme  depend  de  quatre  parametres  :  en  prenant  pour  1'un  de 
ces  parametres  Tangle  a  de  mm'  et  mm",  on  voit  que  la  fonction  des  forces  ne 
depend  que  de  a.  Le  probleme  se  ramene  a  des  quadratures. 

7.  Soit  9  =  c,  <b  =  c'  deux  integrates  des  equations  canoniques;  si  la  paren- 
these  (9,  40  n'est  pas  nulle  et  est  fonction  de  9  et  de  seulement.  il  existe  tou- 
jours  une  fonction  f  de  9  et  qui,  egalee  a  une  constante,  fournit  une  integrale 
telle  que  (9,  /)  soit  identiquement  egale  a  l'unite. 

8.  Methode  de  Liouville  pour  ramener  des  equations  differentielles  quel- 
conques  a  la  forme  canonique.  —  Soient  des  equations  differentielles  ordinaires 
du  premier  ordre  de  la  forme 

dx.      dx,  dxn  , 

ou  Xj,  X,,         Xn  sont  des  fonctions  donnees  de  xn  a?2,         xn,  t. 
Introduisons  des  variables  auxiliaires  yx,  y2,  . . .,  yn,  et  posons 

H  =  X^-h  X2y2+. .  .-h.Xnyn. 

Nous  pourrons  ecrire  le  systeme  ( r ) 

dxx  _  dH         dx2  _  du  dxn  _  dll 

~dt   ~~  ~dyl '       ~dt   ~o~y2         '"'        ~dt  ~  dy~J 

avec  les  equations 

3  £&lt=_^L,       dr*=     dH}  _ 

dt  dxx '        dt  dxz '  dt  dxn 

servant  de  definition  aux  variables  auxiliaires  yx,  y2,  . . . ,  yn. 

L'ensemble  des  equations  (2)  et  (3)  forme  alors  un  systeme  canonique. 

9.  Theoremk  de  A.  Buhl.  —  Soit  un  systeme  d' equations  differentielles 
ordinaires 

dxx  _  dx,  _  d.rn 

(l)  ~x7  ~  "x7         x„ ' 

On  peut  toujours  adjoindre  aux  fonctions  XIt  X,,  Xn  d'aut/es  fonctions 
Y,,  Y2,         Yn  des  memes  variables  xu  x.,,         xrt,  de  telle  maniere  que,  si 
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f(x\,  x„         xn)  ==  const,  est  une  integrate  premiere  quelronque  de  (jj, 

/  'expression 

\  .         H-  >  ,  — —  H-.  .  .-h  Y„  — ^-  =  const. 
dxx  dx2  "  0xn 

en  soit  une  autre.  (Buhl,  These  de  Doctorat,  1901.; 

Ce  theoreme  comprend  comme  cas  particulier  le  theoreme  de  Poisson;  rnais  on 
peut  aussi  le  deduire  du  theoreme  de  Poisson  (Appell,  Comptes  rendus,  aotit 
rgoi). 

Voyez  egalement  un  memoire  de  M.  Donder  :  Etude  sur  les  invariants 
integraux  (Cirrolo  di  Palermo,  9  mars  1902). 

10.  Transformation  des  equations  differentielles  de  Hamilton.  —  La  trans- 
formation des  equations  canoniques  en  un  autre  systeme  canonique  a  ete  traitee 
par  Lie  dans  un  memoire  intitule  :  Die  Storungstheorie  und  die  Beruhrungs- 
transformationen,  insere  au  tome  II  de  YArchiv  for  Mathematik  of  Naturvi- 
denskab  (Kristiania,  1877).  Voyez  egalement  un  article  de  Morera  :  Sulla 
trans formazione  delte  equazioni  differenziali  di  Hamilton  {Rendiconti  delta 
R.  Academia  dei  Lincei,  Vol.  XII,  i5  fevrier  1903). 


II.  Determination  des  equations  Hamilton- J acobi  integrables  moyennant  la 
separation  des  variables  (  Francesco-Aurelio  Dall'  Acqua,  Mnthematische 
Annalen,  Band  66,  1908,  p.  898,  et  Burgatti,  Rendiconti  delta  R.  Acidemia, 
dei  Lincei,  Janvier  191 1). 


12.  Formes  canoniques  des  equations  generales  du  mouvement  d'un  corpuscule 
dans  un  champ  magnetique  et  un  champ  electrique  superposes  (Carl  Stormer, 
Comptes  rendus,  t.  151,  26  septembre  1910,  p.  5go). 


CHAPITRE  XXVI. 

CHOCS  ET  PERCUSSIONS. 


I.  —  PERCUSSIONS  APPLIQUflES  A  UN  POINT  MATERIEL. 

505.  Definitions.  —  II  peut  arrive r  que  les  points  d'un  systeme 
materiel  changent  brusquement  de  vitesses  dans  un  temps  extreme- 
ment  court,  sans  que  le  systeme  change  sensiblement  de  position. 

Par  exemple,  quand  on  donne  un  coup  de  queue  a  une  bille  de 
billard  immobile,  dans  le  temps  extremement  court  pendant  lequel 
la  queue  touche  la  bille,  les  vitesses  des  differents  points  de  cette 
bille  prennent  brusquement  des  valeurs  finies,  sans  qu'elle  ait  sen- 
siblement change  de  position  :  la  bille  se  meut  ensuite  sur  le  tapis 
suivant  les  lois  que  nous  avons  etudi^es. 

De  meme,  une  balle  elastique  lancee  contre  un  mur  rebondit  : 
dans  le  temps  extremement  court  pendant  lequel  la  balle  est  en 
contact  avec  le  mur,  sa  position  ne  change  pas  sensiblement,  mais 
les  vitesses  de  ses  diflerents  points  changent  brusquement  puisque 
la  balle  qui  se  dirigeait  vers  le  mur  un  instant  avant  le  contact 
s'en  cloigne  immediatement  apres;  a  partir  de  ce  moment,  le 
mouvement  de  la  balle  se  fait  de  nouveau  sous  Taction  de  la  pesan- 
teur  do nt  reflet  est  negligible  pendant  le  temps  ires  court  qu'a 
dure  le  contact. 

Lorsque  des  faits  de  ce  genre  se  presentent,  on  dit  que  le  sys- 
teme en  mouvement  subit  des  percussions. 

Ces  phenoinenes  etaient  attribues  autrefois  a  ce  qu'on  appelait 
des  forces  instantane'es ;  mais  on  peut  les  rattacher  tres  simple- 
ment  aux  theoremes  geueraux  de  la  Dynamique  :  ils  sont  produits 
par  des  forces  extremement  grandes  agissant  pendant  un 
temps  extremement  court.  Nous  analvserons  d'abord  le  ph^no- 
mene  pour  un  ^eul  poiut  materiel. 
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506.  Percussions  appliquees  a  un  point  materiel.  —  i°  Une 

percussion.  —  Consid(3rons  d'abord  un  point  materiel  M  de 

masse  m  sollicite  par  une  force  F  de  projections,  X,  Y,  Z;  les 
equations  de  son  mouvement  sonl  : 

j  >.  &x  d\y  d*z 

Oil 

quelle  que  soit  la  loi  de  la  force,  les  quantity  X,  Y,  Z  peuveot, 
etre  regard^es,  pendant  le  mouvement,  comme  des  fonctions  de  t. 
Multiplions  alors  les  deux  membres  de  ces  equations  par  dt  et 
int^grons  de  t0  a  t  :  nous  aurons. 


CO 


[  m^-  \  — ( m^-\  —  f  Xdt, 
\     dt)x      \      dt/o  Jto 

(- SH-S). -.(''"<■ 


oii  (^m<^pJ  et  (m  J)  '  •  •  •  d^signent  les  valeurs  de  m 
aux  instants      et  t0 ;  ce  qui  s'^crit  aussi 


1  w)rm\-diJ-Jk  Yclt' 


On  appelle  impulsion  de  la  force  F(X,  Y,  Z)  dans  l'intervalle 
ti  —  t0  le  vecteur  du  second  membre  de  (2'),  dont  les  composantes 
sont  les  integrates  des  seconds  membres  de  (2).  On  a  done 
ce  th^oreme  : 

La  valuation  geometrique  de  la  quantite  de  mouvement  du 
point  dans  V intervalle  —  £0  est  egale  a  V impulsion  de  la 
force  agissant  sur  le  point. 

Supposons  que  l'intervalle  ti — 10  soit  tres  petit.  Si  la  force  X, 
Y,  Z  n'a  pas  dans  cet  intervalle  une  intensite  tres  grande,  les 
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seconds  membres  des  Equations  (2)  sonl  tres  petits  et,  par  con- 
sequent, la  vitesse  du  mobile  varie  Ires  peu  dans  l'intervalle  de 
temps  tx  —  tQ  :  c'est  ce  qui  arrive  pour  le  mouvement  d'un  point 
soumis  a  des  forces  ordinaires  telles  que  la  pesanteur  ou  l'attrac- 
lion  newtonienne  d'un  centre  fixe,  etc.  Mais,  si  la  force  X,  Y,  Z  a, 
dans  l'intervalle  tres  court  tt — t0,  une  intensite  tres  grande  de 

l'ordre  de  - — les  integrates  des  seconds  membres  ont  des 

valeurs  finies,  Timpulsion  reste  fin»e,  et,  par  suite,  la  vitesse  du 
point  subit  une  variation  finie  :  d'ailleurs,  le  point  se  deplace 
tres  peu  pendant  ce  meme  intervalle  de  temps  t± — l0,  puisque 
sa  vitesse  reste  finie  dans  tout  l'intervalle  :  d'une  facon  precise,  si 
Ton  appelle  V  le  maximum  de  la  grandeur  de  la  vitesse  dans 
l'intervalle  considere,  le  deplacement  du  point  est  moindre  que 
V  (*.-<.). 

En  resume,  une  force  tres  grande,  agissant  sur  un  point 
pendant  un  temps  tres  court,  produit  une  variation  finie  de  la 
vitesse  sans  que  le  point  se  deplace  sensiblement. 

A  titre  de  premiere  approximation,  conside>ons  le  cas  ideal 
oii  l'intervalle  t± — 10  est  infiniment  petit  et  la  force  infiniment 

grande  de  l'ordre  de  — - —  dans  cet  intervalle.  Alors  le  point  subit 

tx  —  to 

brusquement  une  variation  finie  de  vitesse,  sans  que  sa  position 
change.  Nous  dirons  que  le  point  m  subit  une  percussion,  et  nous 

repr^senterons  cette  percussion  par  un  vecteur  P  d'origine  M, 
avant  pour  projections  les  trois  integrates 

a=.j\dt        b~j   \dt,  c=J\dt. 

Les  equations  (2)  donnanl  la  variation  de  la  vitesse  s'^crivent 
alors  1 
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Si  m(u„  esl  la  quantite  de  mouvement  du  point  M  avanl  la  per- 

-> 

< Mission  et         sa  quantite  de  mouvement  apres,  on  a 

>      >  -i 

m|X|  —  m;j-o  =  P 

Gette  relation  determine  la  percussion  en  fonction  des  quan- 
tity de  mouvement  aux  instants  t0  et  t± ;  inversement,  si  l'on 

connait  la  quantite  de  mouvement  m  (J.0  avant  la  percussion,  et  la 


percussion  P,  la  quantity  de  mouvement  mp.i,apresla  percussion 
est  la  somme  geometrique  de  mpL0  et  P. 


2°  Plusieurs  percussions.  —  Soient  F',  F",  ¥'".  .  .  .  plusieurs 
forces  agissant  sur  un  point  M  et  ayant  -pour  projections 
(X'.Y',Z'),.... 

L'equation  du  mouvement  est 

d*M     >      >  > 
Bll!!=F'+Fw+F"'  +  ... 

Multiplions  les  deux  membres  par  et  integrons  de  t0  a  £4, 
nous  aurons 


¥"'dt 


Supposons  l'intervalle  ti — £0  infiniment  petit  et  les  forces  F', 
F",  . . .  infiniment  grandes  de  1'ordre  de  — - —  dans  cet  intervalle ; 

les  integrates  du  second  membre  de  (4)  ont  des  valeurs  finies  et 

.3-  > 

definissent  des  percussions  P',  P",  .  .  .  comme  nous  venons  de 
le  voir. 
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Les  Equations  (4)  monlrent  que  la  variation  de  la  quantite  de 
inouvement  du  point  M  est  la  meme  que  s'il  etait  soumis  a  une 

percussion  unique  P  definie  par  la  relation 


->  >  >  v 
P  =  P'  +  p"  -+.  P' 


Cette  percussion  unique  P,  qui  peut  remplacer  les  percussions 
considerees,  est  done  egale  a  leur  somme  g^ometrique.  Ainsi.  les 
percussions  appliquees  a  un  point  se  composent  comme  les 
forces. 

->  ->- 
Si  a',  b' ,  c'  sont  les  projections  de  P',  a",  b",  c"  celles  de  P",  .  .  . ; 

-> 

a,  b,  c,  celles  de  P,  on  a 

a  =  a'+o!+a"'+..,.)       b  = b'-+-  b"-\-  c  =  e'-+-  c-'-h  c"'-h  — 

507.  L'effet  des  forces  ordinaires  comme  la  pesanteur,  est  nul 
pendant  la  duree  d'une  percussion.  —  En  effet,  supposons  un  point 

sollicite  par  plusieurs  forces  F',  F",  Fw,  .  .  . ,  comme  dans  le  nume>o 

•> 

precedent;  mais  imaginons  que  la  force  Ff  reste  finie  dans  l'inter- 

->  > 

valle  infiniment  petit  t.±  —  t0l  tandis  que  les  autres  F/;,  Fw,  ... 

deviennent  tres  grandes  comme  - — alors  P'  est  nul,  tandis  que 

->  1 

P",   ...  ont  des  valeurs  differentes  de  zero;  le  premier  terme 

#  -> 

disparait  dans  I'equation  (4)  et  l'effet  de  la  force  ordinaire  F'  est 
negligeable  pennant  l'intervallc  ty — •  t0. 

G'cst  ainsi  que  si  une  balle  heurte  un  mur,  Faction  de  la  pesan- 
leur  sur  la  balle,  pendant  le  choc,  est  negligeable  par  rapport  aux 
effets  du  choc. 

508.  Resume.  Theoremes  relatifs  a  un  point  materiel.  —  Pour 
abreger  F6criture,  nous  d^signerons  par  A  ^m<^|^  ^a  quantite 

\Jn~^\  —  ( m~di)  '  c  est"^  ^irQ  1R  variation  que  subit  la  quan- 
tity (^m~/j)  dans  I' inter  valle      ti ;  de  meme  A^ra^^  d^signera 

-> 

la  variation  de  m  ^—  dans  I' inter  valle  t0,  ti. 


5lO  DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 

t-i       >    r     1        t  c      .  •       1  dx    dy  dz 

Ln  general,  u  ctant  une  tonclion  de  x,  y\  z,  -r-,  -j-,  -.- ,  nous 

°  1  ^  1    1  at    at  dt 

appellerons  Aw  la  variation  U\  —  Uq  que  subit  cette  quantity  u 
dans  1'intervalle  t0)  t±.  Pour  calculer  cette  variation,  il  faut  bien 

dx    dy    dz        ■.  • 
remarquer  que  -^i  -^->       seuls  vanent,  taudis  que  x,  y,  z  ne 

varient  pas,  le  point  ne  changeant  pas  de  position  pendant  la 
duree  de  la  percussion.  Les  equations  (4)  s'ecrivent  alors 

(5)  .  4»#)  =  2P 

ou 

«')  A(-.S)-S«.  K"4)=2*  *(-S)-2* 

Elles  expriment  le  theoreme  suivant  : 

La  variation  de  la  quantite  de  mouvement  d' un  point  est 
egale  a  la  somme  geometrique  des percussions ; 
done  aussi  : 

La  variation  de  la  projection  de  la  quantite  de  mouvement 
dJ  un  point,  sur  un  axe,  est  egale  a  la  somme  des  projections 
des  percussiojis  sur  le  meme  axe. 

Faisons  maintenant  le  produit  vectoriel  de  OM  par  les  deux 

membres  de  (5),  nous  aurons 

/  — >     dM  \  — >  -> 
Nous  obtenons  ces  theoremes  : 

La  variation  du  moment  cinetique  d^un point  M  par  rapport 
a  un  point  O  est  egale  a  la  somme  des  moments  des  percussions 
appliquees  a  M  par  rapport  a  O. 

La  variation  du  moment  de  la  quantite  du  mouvement  d'un 
point,  par  rapport  a  un  axe,  est  egale  a  la  somme  des  moments 
des  percussions  par  rapport  a  cet  axe. 

II.  -  PERCUSSIONS  APPLIQUEES  A  UN  SYSTflME. 


509.  Theoremes  generaux.  —  A  l'aide  des  theoremes  prece- 
dents,  nous   obtiendrons   facilement   des   theoremes  uene>aux 
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conccriiant  les  percussions  dans  les  ensembles  materiels;  nous 
opererons  absolument  comme  pour  la  recherche  des  theoremes 
fondamcntaux  de  la  dynamiqne  des  systemes. 

Nous  partageron's  les  percussions  qui  agissent  sur  chacun  des 

points  M(x,  r,  z)  du  systeme  en  deux  categories.  Dans  la  pre- 

-> 

miere,  nous  placerons  Les  percussions  interieures  P;  (at;  hi,  c,), 
autrement  dit,  les  percussions  resultant  des  forces  interieures. 

Toutes  les  autres  percussions  constitueront  la  seconde  cate^gorie, 

>- 

celle  des  percussions  ext&rieures  Pe(ae,  b€1  ce). 

En  faisant  cette  distinction,  nos  Equations  (  5 )  et  (5')  deviennent : 

Faisons  la  somme  des  Equations  analogues  pour  tous  les  points 
du  systeme,  nous  aurons 

Dans  le  premier  membre,  nous  pouvons  intervertir  les  signes  A 
et  2,  dans  le  second  membre,  le  terme  disparait,  car  les 

percussions  interieures  ob^issent  au  principe  de  l'^galite  de  Taction 
et  de  la  reaction  comme  les  forces  qui  les  produisent;  on  a  done 

formule  qui  exprime  ce  theoreme  : 

Theoreme  1.  —  La  variation  de  la  somme  des  quantites  de 
mouvement  est  igale  a  la  somme  des  percussions  exterieures. 

On  peut  aussi  dire  que 

Theoreme  F.  -  -  La  variation  de  la  somme  des  projections 
des  quantites  de  mouvement,  sur  un  axe  fixe,  est  egale  a  la 
somme  des  projections  des  percussions  exterieures  sur  cet  axe. 
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On  peut  considerer  ce  theoreme  comme  une  consequence  du 
theoreme  general  des  quantities  de  mouvement  projet^es;  pour 
1'en  deduire,  il  suffirail  d'int^grer  de  t0  a  t{  l'equation 

en  ne  conservanl  dans  le  second  membre  que  les  termes  prove- 
nant  des  forces  infiniment  grandes  pendant  Pintervalle  infiniment 
petit  ti  —  t0. 

On  peut  interpreter  autrement  le  theoreme  qui  precede  en 
Introduisant  la  masse  tolale  JTt=^m  et  le  centre  de  gra- 
vity G  (£,  rj,  £)  par  les  formules 

„7  dG    v     dM         ™  <    V  dx 
dt     jLl      dt  '  dt     A*  dt 

on  a  alors 
d'ou 

Theoreme.  - —  La  variation  de  la  quantite  de  mouvement  du 
centre  de  gravite  est  la  meme  que  si  la  masse  to  tale  y  etait 
concentree,  et  si  toutes  les  percussions  exterieures  y  etaient 
directement  apjdiquees. 

Prenons  maintenant  le  theoreme  des  moments  cinetiques  pour 
un  point  materiel  du  systeme,  en  s^parant  encore  les  percussions 
en  inte>ieures  et  exterieures  ;  nous  aurons  par  exemple 

Ajoutons  les  Equations  analogues  pour  tous  les  points  du  systeme, 
nous  obtiendrons,  en  intervertissant  les  signes  2  et  A  dans  le  pre- 
mier membre, 

on  les  percussions  iuterieures  disparaissent  comme  egales  et  direc- 
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Lenient  opposees.  L'equalion  qui  precede  est  ['expression  du 
ihdorenie  : 

Theoreme  El'.  La  variation  de  la  somme  des  moments 
cinetiques,  par  rapport  a  un  axe  fixe,  est  eg  ale  a  la  somme 
des  moments  des  j>ercussions  exterieures  par  rapport  a  cet 
axe. 

On  a  de  meme  directemcnt  : 

Theoreme  II.  —  La  variation  de  la  somme  des  moments 
cinetiques  par  rapport  a  un  point  fixe,  est  egale  a  la  somme 
des  moments  des  percussions  exterieures  par  rapport  a 
ce  point. 

Remarque.  —  Dans  tous  les  theoremes  qui  precedent,  nous 
n'avons  parle  que  d'axes  fixes;  mais  comme,  par  hypothese,  pen- 
dant la  duree  infiniment  petite  des  percussions,  le  systeme  ne 
subiL  aucun  deplacement,  ces  theoremes  s'appliquent  a  un  axe  li6 
a  un  des  corps  du  systeme. 


III.  —  APPLICATION  DES  THfiORflMES  GENERAUX. 

510.  Choc  direct  de  deux  spheres.  —  Soient  deux  spheres 
homogenes  de  masses  m  et  m!  qui,  a  un  instant  viennent  a  se 
heurter.  Le  choc  des  deux  spheres  est  appele  direct  quand  a  cet 
instant  t(]  les  deux  spheres  ne  tournent  pas  et  que  les  vitesses  de 
leurs  centres  C  et  C  sont  dirigees  suivant  la  ligne  des  centres  CC\ 
Pendant  la  duree  tres  courte  du  choc  ti  —  t0  la  ligne  des  centres 
peul  etre  regardee  comme  sensiblement  immobile,  nous  la  pren- 
drons  pour  axe  Ox;  nous  appellerons  p0  et  v'0  les  valeurs  alge- 
briques  estimees  suivant  cet  axe,  des  vitesses  des  deux  centres  a 
l'instant  t0  ou  le  choc  commence.  Vi  et  v\  les  valeurs  nlgebriques 
de  ces  vitesses  a  l'instant  ti  ou  il  finit.  Nous  pouvons  admettre, 
par  raison  de  symetrie,  que  ces  vitesses  finales  sont  aussi  dirigees 
suivant  Ox. 

Analvsons  sominairement  le  phenomene.  V  partir  de  l'instant  t{) 
oii  les  spheres  se  touchenl,  elles  se  deforment  aux  environs  du 

APMUX.  —   Trailr  dr  Mciaiiiqur.  \\.  .'i3 
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point  de  contact,  leurs  centres  continuent  a  se  rapprocher  un  peu 
jusqu'a  une  distance  minimnm  atteinte  a  un  certain  instant  t' \ 
pendant  cette  premiere  phase  du  choc,  il  se  produit  entre  les  deux 
spheres  des  reactions  tendant  a  les  ^carter;  ces  reactions  sont  tres 
grandes;  leur  travail  est  negatif,  et  la  force  vive  totale  du  systeme 
va  en  diminuant.  A  1'instant  t'  les  deux  centres  ont  atleint  la  meme 
vitesse,  ils  ne  se  rapprochentplus,  et  la  deformation  est  maximum  ; 
a  parlir  de  ce  moment,  les  reactions  mutuelles  des  deux  sphere^ 
continuant  a  agir,  les  deux  spheres  tendent  a  se  separer  en  repre- 
nant  leurs  formes  primitives  et,  a  1'instant  elles  ne  se  touchent 
plus  que  par  un  point :  le  choc  est  terming.  Pendant  cette  deuxieme 
phase,  de  1'instant  t'  a  1'instant  t{)  la  force  vive  du  systeme  aug- 
mente,  car  le  travail  des  reactions  est  positif. 

Une  premiere  relation  entre  les  vitesses  aux  instants  t0  et  ti  est 
fournie  par  le  theoreme  des  projections  des  quantiles  de  mouve- 
ment.  Gomme  les  forces  ordinaires,  telles  que  la  pesanteur, 
peuvent  etre  n^glig^es  pendant  la  duree  tres  courte  du  choc,  les 
deux  spheres  constituent  un  systeme  soumis  uniquement  a  des 
percussions  inte>ieures.  La  variation  de  la  somme  des  projections 
des  quantitcs  de  mouvement  sur  Ox  est  done  nulle,  et  Ton  a 
liquation 

(i)  inv\  -+-  m! v\  =  mc0+  m'p'0, 

que  l'on  obtiendrait  egalement  en  ecrivant  que  la  vitesse  V  du 
centre  de  gravite  n'a  pas  varie 

y  _  mp° +  m  po  _  mv\  +  m>  v'\ 
m  -h  m  m  -h  m 

Pour  achever  de  determiner  p4  et  v\,  il  faut  faire  des  hypotheses 
sur  la  nature  des  deux  corps. 


i°  Les  corps  sont  parfaitement  mous.  —  On  dil  que  les  corps 
sont  parfaitement  mous  quand  ils  resteut  en  contact  apres  le  choc. 
Dans  le  probleme  qui  nous  occupe.  cette  hypothese  se  traduit  par 
v\  =  v\.  On  a  alors,  d'apres  la  relation  (1), 


Dans  ce  cas;  le  choc  se  reduit  a  sa  premiere  phase,  Tinstanl  t' 
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coincide  avec  t±.  II  y  a  done  perle  de  force  vive.  C'est  ce  qu'il  est 
facile  de  verifier;  en  efFet  la  force  vive  perdue  esl 

mv\  -+-  wiV'o2  —  mv\  —  m'  v\- ; 
remplaganl  V\  et  v\  par  leurs  valeurs  (2)  on  trouve 

(3)   7(^0— fo)2) 

v  m  -h  m 

quantite  positive.  Gette  perle  doit  s'entendre  cominc  une  perte 
de  force  vive  sensible  mecaniquement;  d'apres  le  theoreme  de 
la  conservation  de  l'energie.  la  force  vive  ainsi  perdue  doit  se 
retrouver  sous  une  autre  forme,  par  exemple  sous  forme  de  chaleur. 

Nous  pouvons  faire  sur  cet  exempie  la  verification  d'un  theoreme 
de  Carnot  que  nous  d^montrerons  plus  loin  dans  sa  generality. 
Remarquerons  d'abord  que  le  choc  provient  de  ce  qu'une  nouvelle 
liaison  a  ele  brusquement  introduite  dans  le  systeme;  deux  corps 
qui  etaient  primitivement  independants  sont  venus  se  mettre  en 
contact;  en  outre,  dans  le  cas  des  corps  mous  qui  nous  occupe 
actuellement,  cette  liaison  brusquement  introduite  persiste  apres 
le  choc.  Dans  ces  conditions,  la  force  vive  perdue  est  egale  a  la 
force  vive  qu'aurait  le  systeme  si  chacun  de  ses  points  etait 
anime  de  la  vitesse  qu'il  a  perdue  par  Veffet  du  choc;  la  vitesse 
perdue  par  un  point  etant,  par  definition,  la  difference  g^ometrique 
enlre  sa  vitesse  avant  et  sa  vitesse  apr^s  le  choc. 

Actuellement,  la  vitesse  perdue  par  chaque  point  de  la  pre- 
miere sphere  est  egale  a  la  valeur  absolue  de  vK  —  p0,  car  les 
vitesses  v{  et  p0  sont  paralleles  a  Ox:  de  meme  la  vitesse  perdue 
par  chaque  point  de  la  deuxieme  sphere  est  la  valeur  absolue 
de  v\  —  v\\  la  force  vive  qui  serail  due  a  ces  vitesses  perdues 
est  done 

m{v\  — ■  (--o )-  ~  m'( v\  —     )- ; 

en  remplaganl  dons  cette  expression  (1  et  v\  par  leur  valeur  com- 
mune (2),  on  trouve  immediatemenl  qu'elle  est  egale  a  la  force 
vive  perdue  (3)  calculee  plus  haul. 


20  Les  corps  sont  parfaitement  elastic/ ues.  —  On  dil  que 
deux  corps  sont  parfaitement  Hastiques  quand  il  n'v  a  aucune 
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perte  de  force  vive  dans  leur  choc.  Si  done  on  suppose  quo 
les  deux  spheres  satisfassent  a  cette  condition,  on  a  la  nouvelle 
relation 

mpj  -+-  m' v'*  =  mv%  -+-  m' v'(f , 

qui ,  jointe  a 

mv\  -b  m  v\  =/Mf0+  tn  p'o , 

permet  de  determiner  les  vitesses  inconnues  p4  et  v\ .  Pour  resoudre 
ce  systeme,  nous  1'ecrirons 

—  v0)  =  m'(v'0  —  v\  ), 
m  (  p  r  —  f  jj  )  =  m'  (  p'02  —  p'f  ). 

En  divisant  membre  a  inembre  et  transposant  les  termes  on 
en  tire 

pi  —  v\  =  c'0—  P0, 

relation  qui  exprime  que  la  vitesse  relative  des  deux  spheres  n'a 
pas  varie  par  le  choc;  elle  a  seulement  change  de  signe,  non  de 
grandeur;  posons 

Pi  =  p'0  -+-  a,       v\  =  t'o  ■+-  a ; 

Tequation  precedente  sera  identiquement  satisfaite;  si  nous  por- 
tons  ces  valeurs  dans  la  deuxieme  equation,  nous  avons 

m  —  m  .  ' 

a  =  ;  Oo—  vQ)\ 

m  -h  m 

d'oii  Ton  deduit  immediatement  les  vitesses  finales  V\  et  v\. 
Si  les  deux  billes  ont  meme  masse  (m  =  m')  on  a  a  =  o,  d'ou 

<>i  =  ^'0J     ^  i  =  Po ; 

chacune  des  billes  a,  apres  le  choc,  la  vitesse  qu'avait  l'autre 
avant  le  choc,  et  pour  un  observateur  inattentif  tout  se  passe 
comme  si  les  deux  billes  s'etaient  simplement  traversers  sans  mo- 
difier leur  mouvement. 

3°  Cas  inter mediaire.  —  Dans  le  cas  des  corps  absolument 
mous,  nous  avons  vu  que  le  choc  avait  pour  effet  d'annuler  la 
vitesse  relative  des  deux  corps ;  dans  le  cas  des  corps  6lastiques,  le 
choc  en  fait  simplement  changer  le  signe.  On  peut,  avec  Newton, 
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essayer  de  se  rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  pour  des  corps 
imparfailement  e^astiques,  en  supposant  que  le  choc  fasse  changer 
le  signe  de  cette  vilesse  relative  et  la  reduise  dans  un  rapport 
donne  £  : 

Pi  —  v\  s=  k(  t>'0  —  r0 )       ( avec  o  $  k  <j  i). 

Si  Ton  a  k  =  o,  les  corps  sont  parfaitement  mous;  ils  sont  par- 
faitement  elastiques  si  A-  est  egal  a  i.  Gette  derniere  equation,  a 
laquelle  nous  joignons  toujours  I'equation  des  quantity  de  mou- 
vement 

m^i-h  m'p'i  =  mp'o-f-  m'  V0, 

permet  de  calculer  les  vitesses  v±J  v\.  On  verifie  ais^ment  qu'il  y  a 
toujours  perte  de  force  vive,  et  que  cette  perte  a  pour  expression 

mm!  , 
^  ^  m~+n?  ( p° —  ''o )  > 

c'est-a-dire  le  produit  par  (i  — k-)  de  la  perte  de  force  vive  qui 
serait  due  au  choc,  si  l'on  supposait  les  corps  parfaitement  mous. 
Le  nombre  k  est  appele  coefficient  de  restitution. 

4°  Ges  resultats  peuvent  etre  etendus  au  choc  de  deux  corps 
quelconques,  pourvu  que  les  conditions  suivantes  soient  remplies  : 

La  normale  commune  aux  deux  corps  au  point  de  choc  passe 
par  les  deux  centres  de  gravite" ;  les  deux  corps  sont  animes  de 
mouvements  de  translation  paralleles  a  cette  normale. 

Exemple  :  clou  et  marteau.  Soient  m  la  masse  du  marteau, 
m'  celle  du  clou.  Gherchons  la  vitesse  finale  v\  du  clou.  Acluelle- 
ment  p'0  est  nul  :  v\  so  tirera  immediatement  des  Equations  pre- 
c(jdentes  ou  k  est  determine  par  la  nature  du  metal  formant  le  clou 

et  le  marteau.  La  perte  de  force  vive  est  ici  (i  —  A  - )    mm  ,  v\. 

Le  rapport  de  celte  perte  a  la  force  vive  employee  mv\  est 

K  =  (,_/,!)_^. 

m  -h  m 


Gette  force  vive  perdue  etant  employee  a  deformer  le  clou  el  a 
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1'echaufTer,  il  y  a  inleret  a  reduire  autant  que  possible  le  rapport  R, 
c'est-a-dire  a  faire  en  sorte  que  in  soit  grand  par  rapport  a  m' . 
Ainsi,  pour  un  memo  travail  depense  par  l'ouvrier,  c'est-a-dire 
pour  une  raeme  force  vive  mv\  imprimee  au  marteau,  il  j  a  avan- 
tage,  pour  le  rendement,  a  prendre  un  marteau  massif  avec  une 
faible  vitesse,  plutol  qu'un  marteau  leger  anim6  d'une  grande 
vitesse. 


511.  Percussions  appliquees  a  un  solide  mobile  autour  d'un  axe 

fixe  O-s.  —  Supposons  que  la  fixite  de  Oz  ait  £te  obtenue  en 
fixanl  deux  points  O  el  O'  d'un  solide.  Le  solide  6tant  en  mouve- 

ment,  on  lui  applique  a  l'instant  £0  des  percussions  Pi?  P2.  . . P,i, 
regardees  comme  connues.  Alors  la  vitesse  angnlaire  de  rotation 
passe  brusquement  de  la  valeur  connue  w0,  a  une  certaine  valeur 
inconnue  tot,  qu'il  faut  determiner.  Appelons  a?v,  yv,  zs  les  coor- 

donnees  du  point  d'application  de  la  percussion  Pv,  et  av,  b,n  cv 
les  projections  de  cette  percussion  sur  les  axes.  Le  corps  exercera 
des  percussions  sur  les  points  fixes  O  et  O' ,  et  ceux-ci  reagiront 

en  exercant  sur  le  corps  des  percussions  inconnues  P  et  P\  de 
projection  a,  6,  c  et  a',  b' ,  c'.  Appelons  M  la  masse  totale,  MA-  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  a  :  la  somme  des 
moments  des  quantites  de  mouvement  des  points  du  corps  par 
rapport  a  est  M^co.  Nous  avons  done,  en  appliquant  le 
th^oreme  des  moments  par  rapport  a  O;  (theoreme  IF,  n°  513), 
et  posant  Ao  =  wi  —  co„  : 

( i )  M    Aw  =  2  ( xy  bv  —  7V  «v ) ; 

V 

les  percussions  P  et  P'  n'entrent  pas  dans  cette  formule,  puisque 
leurs  moments  sont  nuls.  Cette  Equation  r^sout  entierement  le 
probleme  :  elle  donne  la  variation  de  vitesse  angulaire  due  aux 
percussions. 

Proposons-nous  maintenant  de  determiner  les  percussions  de 

liaison  P  et  P'.  Nous  appliquerons  pour  cela  le  theoreme  des  mo- 
ments des  quantites  de  mouvement,  par  rapport  a  Ox  et  Oy,  puis 
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le  ih^oreme  des  quantites  do  mouveinent  projet^es  sur  les  trois 
axes;  ce  qui  donnera  les  cinq  Equations  nouvelles  : 

v 

A  2 m  ( z  v/t  ~ x  S )  ^  2  ^ Zv  a~'  ~ Xv  Cv  )~*~ha'> 

V 


Cv+C+C 


oil  A  est  le  s  du  point  O'. 

Mais,  dans  une  rotation  de  vitesse  angulaire  <o,  autour  de  O^, 
on  a  a  chaque  instant 


//x 


dy 


—  =  —  0)  y,  -  =  w^.', 


dz 
~dt 


en  remplacant  les  derivees  par  ces  valeurs  dans  les  Equations 
ci-dessus,  et  remarquant  qu'on  peut  faire  sortir  des  signes  A  les 
quantites  telles  que  Imxz,  qui  dependent  seulement  de  la  posi- 
tion du  systeme,  puisque  le  corps  est  suppose  immobile  pendant 
la  percussion,  nous  obtiendrons 

(^^fnxz^j  Aw  =2(7vCv—  z^)~hbf, 

V 

( 2  my*) Aw = 2  ^ 2v  a'j  ~  Xy  Cv^  ~*~ ha' ' 

V 

^av+  a  -f-  a', 

V 

^  //i  j?  j  Aoj  =  ^jT  &v  -f-  6  -+■  6', 

V 

2' 


(2) 


(2 


my    )  Aw 


o  =  ;,cv  +  c  +  c. 


Ces  equations  ne  determinenl  pas  entierement  les  percussions 
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P  el  P';  elles  nous  donnent,  en  effet,  6',  a',  a,  b  et  seulemeni 
C  +  c'  :  la  quantity  Ao>,  qui  entre  dans  les  premiers  inembres,  est 
d'aillcurs  determined  par  la  relation  (i). 

512.  Cas  d'une  percussion  unique.  Centre  de  percussion.  — 

Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'iine  percussion  donnc^e  Pj(ai,  6i,  ) 
appliqu^e  au  point  (Xi,  yi;  Z\).  et  cherchons  si  l'on  peut  disposer 
de  cette  percussion  de  facon  que  les  appuis  O  et  O'  ne  supportent 
aucune  percussion,  c  est-a-dire  que  a,  6,  c,  a',  b' ,  c'  soientnuls. 

En  introduisant  ces  conditions  dans  la  derniere  des  equations 
ci-dessus,  nous  obtiendrons 

O    -  Cj, 

c'est-a-dire  que  la  percussion  donnee  Pi  doit  etre  perpendicu- 
laire  a  l'axe  de  rotation.  Supposons  alors  que  Ton  ait  pris  pour 
plan  des  xy  le  plan  0\x'y'  perpendiculaire  a  O^,  et  contenanl 
cette  percussion,  et,  dans  ce  plan,  un  axe  des  x  perpendiculaire 

a  Pi ;  on  aura  alors  {figu  27  i  ) 

d\  =  o,        hi  ?6  o,       C|  =  o,       z-i  =o: 

de  sorte  que  les  quatre  autres  equations  deviendront,  dans  ce 
nouveau  systeme  d'axes,  en  appelant  z'  la  uouvelle  valeur  de  3  : 

mxz  =  o,  myz  —  o,  my  =  o,        ^t0^jjj  mx  =  bu 

le  facteur  Aw^o  etant  d'aillcurs  donne  par  l'equation  (1) 

M/c2Ato  =  xxbx. 

Les  deux  premieres  equations  du  groupe  precedent  expriment 
que  Oz  est  axe  principal  d'inerlie  pour  le  point  Qd  ;  la  troisieme 
que  le  centre  de  gravity  doit  etre  situe  dans  le  plan  zOix':  quant 

a  la  qualrieme,  si  Ton  y  remplace  Ago  par  sa  valeur  ^-p, »  et  Imx 

par  son  expression  M*  en  fonction  de  l'abscisse  I  du  centre  de 
gravity,  elle  donne 


CHAPITRE  XXVI.  —  CHOCS  ET  PERCUSSIONS. 


521 


En  resume  : 

Quand  un  corps  solide  est  mobile  autour  d  un  axe  fixe,  pour 
<[u'on  puisse  lui  appliquer  une  percussion  telle  que  l'axe  ne  sup- 
porte  aucune  percussion,  il  faut  d'abord  que  l'axe  de  rotation  soit 
principal  pour  un  de  ces  points  0< .  Gette  condition  extant  remplie, 
la  percussion,  d'intensite  arbilraire,  doit  etre  dans  le  plau  mene" 
par  ce  point  01?  perpendiculairement  a  l'axe  de  rotation  O^;  elle 
doit  etre  normale  au  plan  determine  par  le  centre  de  gravite  G  et 
l'axe;  enfin  elle  doit  percer  ce  plan  en  un  point  silue\  par  rap- 


z. 

/ 

/ 

/ 

/ 

•X 

0' 
0| 

Pi 

y 

w 

0 

v 

/a? 

Fig.  271. 


port  a  l'axe,  du  meme  cot6  que  le  centre  de  gravite,  a  une  dis- 
tance de  l'axe  egale  a     •  On  pent  dire  aussi  que  l'axe  etant 

pris  pour  axe  de  suspension  du  corps  solide,  la  percussion  doit 
etre  normale  au  plan  GOi^,  et  appliquee  a  la  projection  Ai  du 
point  Oi,  pour  lequel  l'axe  est  principal,  sur  l'axe  d'oscillation 
correspondant  a  l'axe  de  suspention        (n°  362). 

Le  point  d'application  \{  ainsi  deterrnn6  se  nomine  centre  de 
percussion  relatif  a  l'axe  Oz. 

Cas  d'une  plaque.  —  Gonsiderons  le  cas  d'un  corps  d'^pais- 
seur  negligeable,  c'esl-a-dire  d'une  pla(jue  infiniment  mince,  assu- 
jettie  a  tourner  autour  d'un  axe  de  son  plan.  Quel  que  soil 
cet  axe,  il  est  possible  de  determiner  une  percussion  perpendicu- 
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laire  au  plan  de  la  plaque  el  telle  que  l'axe  de  rotation  ne  subisse 
aucun  choc.  Geci  tient  a  ce  que  O  z  est  toujours  axe  principal  pour 
un  de  ses  points.  En  effel,  le  plan  de  la  plaque  (Hani  pris  pour 
plan  des  xz,  transporlons  les  axes  Oxyz  en  un  point  04  de 
0^(001  =  ^i),  en  Oix'y'z\  pour  que  Oz  soil  axe  principal  par 
rapport  a  Oi,  il  faut  que  Ton  ait  {fig.  271) 

^j  nriyz'  =  o,  m  xz  =  0  ; 

la  premiere  de  ces  conditions  est  toujours  remplie,  puisque  Ton 
a  y—o  pour  tous  les  points  du  corps;  quant  a  la  seconde,  en 
vertu  de  la  formule  de  transformation  evidente 

z  —  z'  -+-  zu 

elle  peut  s'ecrire 

y^mx(z  —  zi)  =0,        ^mi2  —  Z\^P^m  x  =  o, 

et  donne 

y  mxz 


il  existe  done  toujours  sur  un  point  et  un  seul  pour  lequel 
cette  droite  est  axe  principal  d'inertie.  Ceci  pose,  pour  qu'une 

percussion  P4,  appliqude  a  la  plaque,  ne  donne  aucun  choc  a  l'axe, 
il  faut  que  cette  percussion  soit  normale  au  plan  de  la  plaque,  el 
rencontre  l'axe  OiX1  en  un  point  AA  a  une  distance  de  l'axe 


e'est-a-dire 


xt  = 


Le  point  A4  est  le  centre  de  percussion  de  la  plaque,  par  rapport 

a  l'axe  Oz. 

D'apr^s  ce  qui  precede,  a  chaque  droite  du  plan  correspond  un 
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centre  de  percussion.  Si  Ton  pose  m,=  mx}  les  coordonnees  du 
point  Ai  sont 

N  m' x  m!  z 

Xi  =  ,  Zi=   ) 

le  centre  de  percussion  de  La  plaque  relatif  a  un  axe  de  son 
plan  coincide  done  avec  la  position  qu'occuperait  le  centre  de 


2 

Fig.  272. 


gravity,  si  la  masse  de  chaque  element  etait  multipliee  par  sa  dis- 
tance x  a  l'axe. 

Par  exemple,  pour  une  portc  rectangulaire  homogene  de  lar- 
geur  /,  le  centre, de  percussion  est  au  milieu  de  la  hauteur,  a  une 

distance  de  l'axe  egale  a  -  /. 

•v)13.  Pendule  balistique.  —  Gel  appareil  est  destine  a  mesurer  la  vitesse 
des  projectiles.  II  est  constitute  par  un  recepteur  en  fontc  rempli  de  terre 
et  rattache  par  une  ti^e  rigide  a  un  axe  horizontal  autour  duquel  il  peul 
tourner;  le  projectile,  lance  horizontalement,  penetre  dans  la  terre  qui 
remplit  le  recepteur,  et  s'v  fixe  en  un  point  que  nous  supposons  etre 
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dans  le  plan  passant  par  I'axe  et  le  centre  de  gravite.  Par  suite  du  choc 
qui  s'est  produit,  le  pendule  compose,  ainsi  forme,  est  devie  de  la  verti- 
cale ;  on  mesure  Tangle  maximum  6  dont  il  s?en  est  ecarte ;  c'est  de  cet  angle 
que  Ton  deduit,  comme  nous  allons  le  voir,  la  vitesse  du  projectile.  Nous 
designerons  par  m  la  masse  du  boulet,  par  v  la  grandeur  de  sa  vitesse  et 
par  a  la  distance  de  cette  vitesse  a  I'axe  de  suspension  au  moment  du  choc. 
Soient,  en  outre,  Mk2  le  moment  d'inertie  du  pendule  balistique  par  rap- 
port a  I'axe,  et  /  la  distance  du  centre  de  gravite  du  pendule  a  cet  axe. 

Nous  appliquerons  le  theoreme  des  moments  des  quantites  de  mouve- 
ment  au  systeme  forme  par  le  pendule  balistique  et  le  boulet.  Le  moment 
de  la  quantite  de  mouvement  de  ce  systeme  avant  la  percussion  est  mpa, 
puisque  le  boulet  seul  est  en  mouvement.  Si  nous  designons  par  coj  la 
vitesse  angulaire  de  rotation  du  pendule  balistique  immediatement  apres 
la  percussion,  la  somme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  est 
devenue 

M  k-  oiy  -+-  ma2  a>i. 

Comme  les  seules  percussions  exterieures  au  systeme  sont  celle  qui  pro- 
viennent  des  reactions  de  I'axe,  leurs  moments  par  rapport  a  I'axe  sont 
nuls  :  la  somme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  n'a  done  pas 
varie,  et  nous  avons 

m  v  a .  =  M  k2     h-  ma-  to , , 

d'ou  nous  tirons 

M£2-+-  ma2 

(i)  v  =   a>4, 

ma 


Gherchons  maintenant  la  relation  entre  oit  et  l'angle  d^cart  maximum  6. 
Elle  nous  sera  donnee  par  le  theoreme  des  forces  vives  :  quand  nous  pas- 
sons  de  la  position  verticale  au  maximum  d^cartement,  la  force  vive  est 
d'abord  (M/r+  ma2)  cof  puis  zero;  mais  le  travail  des  forces,  c'est-a-dire 
des  poids  du  pendule  et  du  projectile,  a  pour  expression 

—  (M£7-h  mga)  ( i  —  cos  6). 

En  sorte  que  le  theoreme  des  forces  vives  nous  donne 

(MA"2  +  ma-)oii  =  2(M gl  -+-  mga)  (  i  —  cosO), 

.  J  -;: 
dou  nous  tirons,  en  remplacant  i —  cosfi  par  i  sin 2-> 


o),  ==  2  sin 

o 


0    /g(Ml+  ma)m 
\/    M  k'1  -4-  ma2  ' 


en  portant  cette  valeur  dans  1'egalite  (i).  nous  aurons  enfin 

2 


ma 


s/g{  M  /  -+-  ma )  ( M  k2  -+-  ma2 )  sin 
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On  voit  done  que ,  si  le  projectile  est  toujours  lance  a  la  meme  distance 
de  l'axe,  sa  vitesse  est  proportionnelle  au  sinus  du  demi-angle  d'ecart 
maximum. 

On  tache  de  lancer  le  projectile  a  une  distance  a  de  l'axe  telle  que  l'axe 
ne  supporte  pas  de  percussion.  Cela  est  possible,  car,  l'appareil  etant 
symetrique  par  rapport  au  plan  vertical  dans  lequel  se  meut  son  centre  de 
gravite,  l'axe  de  suspension  est  principal  pour  le  point  A  projection  du 
centre  de  gravite  sur  l'axe.  Les  conditions  generales  que  nous  avons  trou- 
vees  montrent  que  le  boulet  doit  se  fixer  en  un  point  de  la  verticale  du 
centre  de  gravite,  a  une  distance  de  l'axe  determinee  par  la  relation 

al  =  k-. 

Si  Ton  se  place  dans  cette  hypothese,  la  plus  favorable  evidemment  pour 
la  conservation  de  l'appareil,  la  formule  se  simplifie  et  donne,  en  rempla- 
cant  k-  par  sa  valeur, 


514%  Corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe.  —  Soit  un 
corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  O,  en  mouvement  sous 
Taction  de  forces  ordinaires.  Supposons  qu'a  un  instant  t0  on  lui 

>     »■  > 

applique  des  percussions  connues  P1;  P2,  .  .  .,  P7l;  l'effet  de  ces 
percussions  sera  de  modifier,  dans  un  temps  infiniment  petit 
t\  —  ^o?  les  vitesses  des  diflerents  points,  sans  modifier  la  position 
du  corps. 

Les  percussions  exte>ieures  appliqiiees  au  corps  sont  les  per- 

>    >         4*  .  > 

cussions  donnees  P1?  P2  .  .  . ,  Pn  et  la  percussion  de  reaction  P  du 
point  O.  Prenons  pour  axes  Oxyz  les  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  au  point  O  :  cet  axes  peuvent  £tre  regardes  comme  fixes 
pendant  la  duree  de  la  percussion.  Appelons  A,  B,  G  les  trois 
moments  d'inertie  relatifs  aux  trois  axes,  p0.  </0,  r0  les  composantes 
de  La  rotation  instanlanee  immedialement  avant,  etp4,  qi,  r<  les 
memes  composantes  apres  la  percussion;  appelons  d'autre  part  £ 
JTt,  c9L  les  sommes  des  nioments  des  percussions  donnees  par  rap- 
port aux  trois  axes. 

D'apre^  le  th^oreme  des  moments,  la  variation  de  la  somme  Ay? 
des  moments  des  quantitds  de  mouvement  par  rapport  a  Ox  e^gale 
la  somme  des  moments  des  percussions  ext^rieures,  somme  qui  se 
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m 

reduil  a  fS,  car  lc  moment  de  la  percussion  dc  reaction  Pest  mil. 
(  )n  a  ainsi 

A(/?i  —  /?0)  = 

on  a  de  mt 'inc 

13(7,-  ?0)  =  On.       G(r4— r0.)  =  91- 

d'ou  Ton  tire  pu  ryt,  V\  par  des  Equations  lin&aires. 

Si  I'on  vonlail  calculer  la  percussion  de  reaction  P,  il  suffirait 
d'appliquer  le  theoreme  des  projections  des  quantites  de  mou- 
vem  ent. 

Exemple.  —  Cas  d^une  seule  percussion  —  Soient  (/,  6,  c  les  pro- 
jections de  Ja  percussion  unique  sur  les  axes  Oxyz  et  x,  r,  z  les  coor- 
donnees  de  son  point  duplication,  on  a 

J?  =  yc — zb,       DVl  =  z  a  —  xc,       0t  —  xb — ya. 

Les  formules  ci-dessus  donnent  alors  />,,  q{,  r\,  Supposons  y>0,  <jr0,  r0 
nuls,  e'est-a-dire  le  corps  immobile  a  Pinstant  t0;  alors  pu  qi:  ;\  sont 
donnes  par 

A/n  —  J?,       B^i=^ll,       Grt  =  91. 

Ges  equations  montrent  que  Taxe  de  la  rotation  instantanee  u>j,  comrau- 
niquee  par  la  percussion  consideree,  est  le  diametre  conjugue  par  rapport 
a  l'ellipsoi'de  d^nertie,  du  plan  determine  par  le  point  O  et  la  percussion. 
En  effet,  ce  plan  a  pour  equation,  en  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnees 

courantes, 

et  le  diametre  conjugue  de  ce  plan  dans  rellipsoide 
AP+  BY-2-h  GZ2  =  i 

a  pour  equations 

AX 

e'est-a-dire 

X 
Pi 

equations  de  l'axe  to,. 

515.  Corps  solide  entierement  libre.  — ■  fmaginons  un  solide 
lib  re  anim£  d'un  mouvenient  connu  :  a  un  instant  £0,  on  fait  agir 

diffe rentes  percussions  P1?  P2,  .  .  . ,  P/t,  qui  durent  toutes  un  temps 


BY  _  GZ 
DM\  ~  sn 

Y  _  Z 
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infinimenl  courl  It  — 10.  Les  vitesses  des  diflerents  point  du 
corps  subissent  des  variations  brusques,  qu'il  s'agit  de  calculer. 

On  sait  que  la  distribution  des  vitesses  dans  un  corps  solide 
depend  seulement  de  la  vitesse  du  centre  de  gravite  et  de  la  rota- 

tion  instantanee  w  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point.  Appelons 
y)',  les  coinposantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravite  suivant 
trois  axes  fixes  0?y)£,  et  p,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation 
instantanee  suivant  les  trois  axes  principaux  d'inertie  du  corps 
Oxyz,  relatifs  au  centre  de  gravite;  affectons,  comme  plus  haut. 
des  indices  o  et  i  les  valeurs  de  ces  six  quantites  aux  instants  t0 
et  f4. 

>- 

Soient  av,  6V,  cv  les  projections  d'une  des  percussions  Pv  sur  les 
axes  fixes  0£tq£;  le  theoreme  des  quantites  de  mouvcment  pro- 
jetees  donne  d'abord 

(I)    M(?'1-ro)=,S«v)       MC^-Tj'o^Sfcv,  M(^-C'o)=Scv, 
ou  M  designe  la  masse  totale. 'Soient  ensuite  i?Vj  Jit,,  0XV  les  rao- 

ments  de  la  percussion  Pv  par  rapport  auv  axes  principaux  Gxyz, 
le  theoreme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  (n°  514), 
applique  successivement  a  ces  axes,  donne 

0)    4(jpl-jp0)^Si?V)      B(qy-q0)=  SJTlv,      C(  rx  -  r0 )  =  S 

Ces  six  equations  (i)  et  (2)  d^terminent  %1}  r\\,  g^,  r4. 

On  pourrait  les  obtenir  immediatement  en  partant  des  equations 
du  mouvement  d'un  solide  libre  multipliees  par  dt  et  integrant 
ces  equations  de  tQ  et  ti. 

Remarque.  —  On  voit  que  les  problemes  de  percussions  con- 
duisent  a  la  resolution  d'equalions  algebriques  et  non  a  des  inte- 
grations comme  les  problemes  de  Dynamique. 

iv.  -  Equations  gen£rale  de  la  thEorie 

DES  PERCUSSIONS.  THflORflME  DE  CARNOT. 

,v)16.  Equation  generale.  —  On  peut,  dans  la  theorie  des  per- 
cussions, introduire  un  principe  qui  est  analogue  au  principe  de 
d'AIembert,  dout  il  est  d'ailleurs  une  consequence  immediate. 
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Soil  un  point  materiel  de  masse  m  et  de  coordonnees  z,  z; 
designons  par  x\  y,  z'  les  deriv^cs  de  x,  r,  z  par  rapport  au 
temps,  c'est-a-dire  les  projections  de  la  vitesse  du  point.  La  per- 

cussion  dure  un  temps  infiniment  court  t\ — -t0.  Soient  v()  et  pt  les 

vitesses  du  point  aux  instants  t{)  et  t±,  et  w  la  difference  geom£- 

trique  des  vecteurs  t>0  et  p1? 

>     >  ^ 

-> 

Ge  vecteur     s'appelle  la  vitesse  perdue  par  le  point.  En  appe- 

>       >  -> 

lant  x\,  yoi  z'0  et  ar'j,  y\,  z\  les  projections  de  vQ  et  rl;  celles  de  w 
sont 

— > 

Le  vecteur  raw  est  la  quantite  de  mouvement  perdue  :  ses  pro- 
jections sont 

m ( x\  —  x\  ),    m (  Jo  —      ),    m.(  z o  —  z\  ), 

ou  encore 

—  \(/nx'),    — A(mj'),    — A(ms'), 
en  dcsignant,  comme  plus  haul,  par  k(mx')  la  variation  m(x\  — x'0). 

Ce  vecteur  mw  va  jouer  ici  le  meme  role  que  la  force  d'inertie 
dans  le  principe  de  d'Alembert. 

En  cffet,  les  equations  qui  expriment,  pour  un  point,  le  theo- 
reme  des  quantites  de  mouvement  projetees  peuvent  s'ecrire 

(  -A(m^')  +  Sfl  =  o, 
(i)  -AO/) -+-26  =  o, 

f  — A(m3')  +  2c  =  o. 

On  les  interprete  en  disant  qu'tVy  a  equilibre  entre  la  quan- 
tite de  mouvement  perdue  et  les  percussions  appliquees  au 
point.  Si  done  Ton  imprime  au  point  un  deplacement  virtuel 
quelconque  &r,  dy,  dz,  la  somme  des  travaux  de  la  quantite  de 
mouvement  perdue  et  des  percussions  est  nulle  : 

—  \(mx' )  ox  —  A  ( my' )  oy  —  ^{mz')hz      ^(aox  -\-  b  oy  -\-  coz)  =  o. 
Imaginons  maintenant  un  sjsteme  a  liaison  sans  frottement  el 
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supposons  que,  dans  I'espacc  de  temps  infiniment  court  tL —  t0,  il 
subisse  des  percussions  donnees  Pi,  PL>,  .  ..,  Pn  de  projections 

(at,  6,,  d),   («2,      c>),  .... 

On  pourra  rcgarder  chaque  point  du  systeme  comme,  libre  a 
condition  de  lui  appliquer  les  percussions  provenant  des  liaisons 
qui  ont  lieu  dans  l'intervalle  II — t0  ou  percussions  de  liaisons. 

Done,  si  Ton  imprime  aux  difTerents  points  des  deplacements 
virtuels  quelconques,  la  sornme  des  travaux  desquantites  de  mou- 
vement  perdues,  des  percussions  donnees  et  des  percussions  de 
liaison  est  nulle.  Mais,  si  les  deplacements  virtuels  imprimes  sont 
compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont  eu  lieu  pendant  le  temps  tL  —  t0 
la  somme  des  travaux  des  percussions  de  liaison  est  nulle  d'elle- 
meme;  done  la  somme  des  travaux  des  quantites  de  mouvement 
perdues  et  des  percussions  donnees  est  nulle  aussi.  Appelons  &r, 
or,  oz  un  deplacement  quelconque  du  point  x,  y,  z  compalible 
avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  dans  l'intervalle  tL  —  £0,  la  propriete 
que  nous  venons  d'exprimer  se  traduit  par  I'equation 

(2)    £  [—  A  ( m x  )  ox  —  A ( my'  )oy  —  k(mz')$JZ  H-  a  §x  -h  b  oy  -+-  coz]  =  o, 

ou  ne  figurent  que  les  percussions  donnees  (a,  6,  c),  la  somme 
elant  etendue  a  tous  les  points  du  systeme.  G'est  la  I'equation  de 
la  theorie  des  percussions  sans  froltement,  jouant  le  meme  role 
que  I'equation  generale  de  la  Dynamique  (n°  431).  Celte  Equa- 
tion se  partage  en  autant  d'equations  distinctes  que  les  liaisons 
ayant  lieu  dans  l'intervalle  tv — 10  laissent  subsister  de  degres  de 
liberto  dans  le  systeme. 

Remarque  sur  les  percussions  de  liaison.  —  Nous  avons 
ad  mis  que,  si  les  liaisons  sont  sans  frottement,  pour  un  deplace- 
ment virtuel  compalible  avec  les  liaisons,  la  somme  des  travaux 
des  percussions  de  liaison  est  nulle.  II  est  aise  de  verifier  cette 
propriete,  comme  nous  I'avons  fait  au  n"  162  pour  les  forces  de 
liaisons,  Elle  resulte  de  ce  que  les  percussions  de  liaison  sont  dues 
aux  forces  de  liaison  agissant  pendant  l'intervalle  de  temps  t\  — 10. 
Par  exemple,  si  deux  corps  S  et  S'  sont  en  contact  sans  frotte- 
ment, les  forces  de  liaison  sont  normales  au  plan  tangent  commun, 
egales  et  opposees  :  il  en  resulte  que  les  percussions  provenant 

appbll.  —  Traiti  dc  Micanique,  n.  3'i 
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de  cette  liaison  sont  aussi  norniales  an  plan  tangent  commun, 
egales  et  opposes.  En  effet,  appelons  a,  ft,  y  les  cosinus  directeurs 

de  la  normale  commune  aux  deux  corps  en  contact,  N  la  reaction 

de  S'  sur  S  de  grandeur  N  :  les  projections  de  N  sont  N  a,  N(3,  Ny. 
Pendant  le  temps  tL  —  t0)  N  devient  tres  grand  et  donne  naissance 
a  une  percussion  de  liaison  ayant  pour  projections 

J'1  N  a  dt.     JU  N  (3  de,  N  y  dt. 

'o  'o 

Mais  comme  les  corps  ne  se  deplacent  pas  sensiblement  pen- 
dant la  percussion,  on  peutregarder  a,  (3,  y  comme  independants 
de  t  et  ecrire  ces  projections 

xj    Ndt,    p  f  N  dt?    j,  f  Xdt. 

U  h  U 

La  percussion  de  liaison  de  S;  sur  S  est  un  vecteur  de  gran- 
deur P  —  J*  N  dt  normal  au  plan  tangent  commun.  De  meme,  la 

percussion  de  liaison  de  S  sur  S'  est  un  vecteur  P'  6gal  et  oppose 

a  P,  car  ses  projections  se  d^duisent  des  pr^c^dentes  en  les 
changeant  de  signes.  Alors,  pour  un  deplacement  compatible  avec 

**" 

la  liaison,  la  somme  des  travaux  des  percussions  de  liaison  P  et  P' 
est  nulle.  On  fera  une  verification  analogue  pour  les  autres  types 
de  liaisons. 


517.  Sur  les  liaisons  existant  au  moment  des  percussions  et  du 
choc.  —  Les  liaisons  qui  existent  au  moment  du  choc  peuvent 
etre  de  deux  especes  :  les  unes  sont  persistantes,  les  autres  ne  le 
sont  pas.  Nous  appellerons  persistantes,  les  liaisons,  qui,  existant 
au  moment  du  choc,  existent  encore  apres,  de  telle  sorte  que  le 
deplacement  reel  qui  suit  imm6diatement  le  choc  soit  compatible 
avec  ces  liaisons.  Au  contraire,  les  liaisons  non  persistantes  sont 
celles  qui,  existant  au  moment  du  choc,  n'existent  pas  apres;  le 
deplacement  reel  qui  suit  immediatement  le  choc  n'est  pas  com- 
patible avec  ces  liaisons. 
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D'apres  cela,  les  liaisons  existant  au  moment  du  choc  peuvent 
etre  classees  dans  les  categories  suivantes  qui  s'excluent  : 

i°  Liaisons  existant  avant,  pendant  et  apres  le  choc; 
2°  Liaisons  existant  pendant  et  apres,  mais  non  avant; 
3°  Liaisons  existant  avant  et  pendant,  mais  non  apres: 
4°  Liaisons  existant  settlement  pendant  le  choc,  mais  n'existant 
ni  avant  ni  apres. 

Les  deux  premieres  categories  contiennent  des  liaisons  persis- 
t antes,  les  deux  autres  des  liaisons  non  persistantes. 

Par  exemple,  dans  le  pendule  balistique,  le  pendule  est  mobile 
autour  d'un  axe  fixe;  cette  liaison  existe  avant,  pendant  et  apres 
la  percussion.  Le  boulet,  primitivement  independant  du  pendule, 
vient  brusquemcnt  faire  corps  avec  lui;  on  a  ainsi  une  nouvelle 
liaison  dont  la  brusque  realisation  produit  le  choc  et  qui  existe 
pendant  et  apres  le  choc,  mais  non  avant.  Le  deplacement  reel  qui 
suit  le  choc  est,  dans  ce  cas,  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont 
lieu  au  moment  du  choc. 

Prenons,  comme  autre  exemple,  le  choc  direct  de  deux  spheres. 
La  percussion  se  produit  parce  que  les  deux  spheres,  primitive- 
ment independantes.  se  trouvent  subitement  en  contact;  une  nou- 
velle liaison  est  done  introduite  brusquement  dans  le  systeme. 
Cette  liaison  n'existe  pas  avant  la  percussion;  elle  persiste  apres 
si  les  corps  sont  parfaitement  mous,  parce  que  les  spheres  restent 
alors  au  contact;  elle  ne  persiste  pas  apres,  si  les  corps  sont  elas- 
tiques,  meme  imparfaitement,  car  les  spheres  se  separent  alors 
immediatement  apres  la  percussion.  Dans  ce  dernier  cas  (spheres 
elastiques),  on  a  une  liaison  existant  pendant  la  percussion,  mais 
n'existant  ni  avant  ni  apres;  le  deplacement  reel  qui  suit  la  per- 
cussion n'est  pas  compatible  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  mo- 
ment de  la  percussion. 

Eufin  imaginons  deux  points  relics  par  tin  fil  inextensible  et 
lances  dans  l'espace.  Supposons  qu'on  saisisse  brusquement  l'un 
des  deux  poinK  et  qu'a  ce  moment  le  fil  se  rompe;  alors  on  voit 
qu'une  liaison  ;i  etc  brusquement  introduite  d'une  facon  persis- 
tant^, car  mi  des  points  devient  et  reste  fixe;  en  meme  temps, 
une  liaison  existanl  avant  et  pendant  le  choc  n'existe  plus  apres,  car 
le  fil  s'esi  rompu  :  eelte  liaison  rentre  dans  la  iroisiernc  calegorie. 
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518.  Consequences  de  l'equation  generale.  —  II  est  evident 
qu'on  peut  deduire  de  l'equation  generale  (2)  des  consequences 
analogues  a  celles  que  nous  avons  deduites,  en  Djnamique,  de 
l'equation  generale  de  la  Djnamique  e labile  dans  le  Cha- 
pi Ire  XXIII.  Par  exeiuple,  on  obtiendrait  des  theoremes  analogues 
a  ceux  des  nos  130  et  437,  en  supposant  successivement  que  les 
liaisons  existant  a  l'instant  de  la  percussion  permetlent  une  trans- 
lation d'ensemble  parallele  a  un  axe,  ou  une  rotation  d'ensemble 
autour  d'un  axe.  Nous  nous  bornerons  a  deduire  de  cette  equation 
le  theoreme  de  Garnol. 

519.  Theoreme  de  Carnot.  —  Imaginons  un  sjsteme  a  liaisons 
sans  frottements,  anime  d'un  mouvement  connu.  Puis,  supposons 
qu'a  l'instant  t0  on  inlroduise  brusquement  dans  le  sjsteme  de 
nouvelles  liaisons  sans  frottements;  il  se  produit  alors  un  choc  011 
une  percussion  qui  dure  un  temps  t\ —  t0  que  nous  regardons 
comme  infiniment  court.  Pendant  ce  temps,  les  vitesses  des  diffe- 

rents  points  qui  etaient  p0,  ....  deviennent  p1?  ....  ALCtuellement, 
les  percussions  donnees  de  projections  a,  b,  c  sont  nulles,  car  les 
seules  percussions  agissant  sur  le  sjsteme  sont  celles  qui  pro- 
viennent  des  liaisons  ant^rieures  ou  brusquement  introduites. 
L'egalite  generale  (2)  devient  alors 

(3)  2  ox  -h  k(my')  \y  ■+■  k(mz')  hz]  =  o, 

equation  qui  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  deplacemenls  virtuels 
compatibles  avec  les  liaisons  existant  pendant  les  percussions. 

Le  theoreme  de  Carnot  est  alors  le  suivant  :  Si  les  liaisons 
anterieures  et  les  liaisons  brusquement  introduites  subsistent 
apres  les  percussions,  la  force  vive  perdue  est  egale  a  la  force 
vive  que  possederait  le  systeme  si  chaque  point  etait  anime  de 
la  vitesse  qxCil  a  perdue. 

En  effet  l'equation  (3),  etant  verified  pour  tous  les  deplace- 
ments  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  mo- 
ment des  percussions,  est  actuellement  ve>ifi£e  par  le  d^placement 
r6el  qui  suit  les  percussions,  puisque  les  liaisons  persistent.  Or, 
pour  ce  d^placement  r(5el,  on  a 

ox  —  x\  dt.        oy  =  y\  dt,        oz  =  z\  dt, 
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et  l'equation  (3)  donne 

!  A ( m x' ) x\  +  A ( m/ )y\  -+-  A(  mz')z\  ]  =  o 

ou,  en  remplacant  A('maJ),  .  .  .  par  leurs  valeurs  m(x\  —  x'0),  .  . 

( 4 )  ^  m  [  ( x\  —x'o)x[-+-  (y\  —  y'Q )  y\      ( z\  —  z\  )z\\  =  o. 

Or  on  a,  pour  les  vitesses  avant  et  apres  les  percussions  et  pour 
la  vitesse  perdue  w,  les  ^galites 

v  o  =  x  o" "+"  y  I)  "+"  Z  <f  5 

w2  =  (^o  —  ^'i  )2+  (ro — y\T-  +  O'o  —  *i  )2- 

On  verifie  immediatement  que,  dans  liquation  (4),  le  coeffi- 
cient de  m  est  -  (v\ — vl-\-w-).  Getle  Equation  donne  done 

V  m .(,.2  _  vl  -+-  w2)  =  6,       ^      g  —  V  mp f  =  ^  fa 

Le  theoreme  est  ainsi  demontre. 

La  force  vive^^^2  s'appelle  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues. 

Applications  du  theoreme  de  Carnot.  —  Le  theoreme  de 
Carnot  joue,  dans  la  th^orie  des  percussions,  un  role  analogue  a 
celui  que  joue  le  theoreme  des  forces  vives  en  Dynamique.  II 
determine  entierement  l'^tat  des  vitesses  apres  les  percussions, 
toutes  les  fois  que  les  liaisons  anterieures  et  les  liaisons  intro- 
duites  brusquement  persistent  apres  les  percussions  et  sont  en 
nombre  tel  que  le  systeme  devienne  un  systeme  a  liaisons  com- 
pletes. 

En  vue  de  preparer  ces  applications,  nous  ferons  quelques 
remarques  sur  revaluation  de  la  force  vive  due  aux  vitesses  per- 
dues pour  un  corps  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe  ou  d'un 
point  fixe. 


Corps  solide  mobile  autour  (Tun  axe  fixe.  —  Appelons  MA:2  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  a  I'axe  fixe  pris  pour  axe  Oz7  co0 
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et  u)j  les  vitesses  angul  aires  de  rolalion  du  corps  aux  instants  t()  et  t\  on 
comrnencent  et  finissent  les  percussions.  Un  point  m  du  corps  avait  a 
l'instant  tQ  une  vitesse  perpendiculaire  au  plan  rnOz  et  egale  a  rco0,  r 
designant  la  distance  du  point  m  a  1'axe  de  rotation  Oz;  a  Pinstant  ft,  sa 
vitesse  est  devenue  rwi  et  a  conserve  la  meme  direction.  La  difference 
■>     >  > 

geotnetrique  w  =  p0  —  P|  ou  vitesse  perdue  a  pour  module  la  valeur 
absolue  de  r((O0 — Wi).  La  force  vive  due  a  cette  vitesse  perdue  est,  pour 
le  point  m,  mr-(oi0  —  o^)2  et,  pour  le  corps  entier, 

mr- ( co0  —  o)  i  )2  =  M  k-  ( w0  —  co  i ) - . 

Corps  solide  mobile  autour  d^un  point  fixe.  —  Soient  0  le  point  fixe, 
0 xyz  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  a  ce  point,  et  A.  P>,  C  les 
moments  d'inertie  correspondants.  Avant  les  percussions,  le  corps  est 
anime  d'une  rotation  instantanee  de  composantes  p0,  q0,  r0  suivant  les 
axes  Oxyz,  et,  apres  les  percussions,  il  est  anime  d'une  rotation  de  compo- 

-> 

santes  pl:  qi,  r±.  Les  projections  de  la  vitesse  v0  (Pun  point  ?n(x,  i  .  z) 
sont  q()z  —  r0y,  r0  x —  PoZ,  p0y —  q^x  et  la  force  vive  avant  les  percus- 
sions est  (n°  383) 

( 5 )  ^  in  [q0z  —  r()y )2  -+-  (  r0 —  p0  z  )2  -h  (p0y  —  q0  x  )*  ] 

On  a  de  meme  les  projections  de  la  vitesse  V\  du  point  m  et  la  force 
vive  finale  A/>|  -hB^f-f-  Crf.  La  vitesse  perdue  w  a  pour  projections  les 
differences  des  projections  de  p0  et  r,, 

(#o  —  y  i  )z  —  (r0  —  ri)jK,    (r0—  r, )  x  —  (po  —  p^z, 
(p& —Pi)y  —  (qo—:qi)x, 

et  la  force  vive  due  a  ces  vitesses  perdues  a  une  expression  qui  se  deduit 
de  (5)  par  le  changement  de  p0,  qo,  r0  en  p0—  /?,,  q0—qu  r0  —  r4 ;  elle 
est  done 

y»2=  A  (po—pi)'2  -+-  B  (?0  —  ?i)2-+-  C  (/'o—  rt )". 

Premier  exemple.  Pendule  balistique.  —  Dans  le  pendule  balistique, 
les  percussions  proviennent  d'une  liaison  brusquement  introduite,  per- 
sistant apres  les  percussions.  Le  theoreme  de  Carnot  s'applique.  Employons 
les  memes  notations  qu'au  n°  513. 

Avant  le  choc,  le  pendule  est  immobile;  la  force  vive  totale  du  systeme 
se  reduit  done  a  celle  du  boulet  mv2. 

Apres  le  choc,  la  grandeur  de  la  vitesse  du  boulet  est  atol5  la  vitesse 
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angulaire  du  pen d ill e  etant  itfj ;  la  force  vive  du  systeme  est  done 
//?  a-  to  \  -+-  M  k2  to  2 . 

Evaluons  enfin  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues.  La  grandeur  de 
la  vitesse  perdue  par  le  boulet  est  v  —  au)t,  car  les  vitesses  du  boulet, 
^avant  et  immediatement  apres  le  choc,  ont  les  memes  directions;  la  force 
vive  due  a  la  vitesse  perdue  par  le  boulet  est  done  m  {y  —  ato,)2.  La  force 
vive  due  aux  vitesses  perdues  par  les  points  du  pendule  est  Mk-(o)Q —  wj)2, 
d'apres  la  remarque  generale  precedente;  mais  actuellement,  to0  etant  nul, 
cetle  expression  se  re'duit  a  MA2wf.  Ecrivant  que  la  force  vive  perdue  est 
egale  a  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  on  a 

m  p?  —  ///  a-  to  f  —  M  k-  to]  =  m  ( v  —  a  to  i )- -+-  M  k~  oj  f 

Gette  equation,  apres  reduction,  donne  pour  la  valeur  trouvee  dans 
le  n«  513. 

Deuxieme  exemple.  —  Soient  deux  poulies  de  rayons  R  et  R'  tournant 
autour  d'axes  paralleles  0  et  O'  avec  des  vitesses  angulaires  dont  les 
valeurs  algebriques  eslimees  dans  un  meme  sens  de  rotation  sont  to0  et  w0s. 

Un  fd  non  tendu  s'enroule  sur  les  deux  poulies.  II  arrive  un  moment  ou 


Fig.  273. 

le  fil  se  tend;  des  percussions  se  produisent.  On  demande  de  trouver  les 
vitesses  angulaires  nouvelles  u>i  et  to7!  que  prennent  les  poulies,  en  admet- 
tant  que  le  fil  reste  tendu  apres  le  choc. 

Si  nous  designons  par  \±,  \x  les  moments  d'inertie  des  poulies  par  rap- 
port a  leurs  axes,  la  force  vive  perdue  par  le  systeme  est 

ato  5  -+-  \x  to'02  —  uoj  \  —  a'  oj'i2  . 

Celle  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues  est 

a (  oj0  —  o) i )-  -+-  \x  ( to'0  —  to',  )- ; 

le  theoreme  de  Carnot  nous  donnera  done 

UU>5  -f-  \X  to'02         IJUO  J         \X  tO  f  =  [Jl(  O)0  —  oj  i  )'2  -h  u'  ( io'0         U)|  )2 

ou,  en  simplifiant, 

;i.to0  o)  i  -+-  a'  o)'0  oi\  =  u.to2  -f-  \x'  tOj2 . 
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Mais,  le  fil  restant  tendu,  les  vitesses  angulaires  finales  satisfont  a  la  relation 

R  toj  =  R'o)', . 

De  ces  deux  equations  nous  tirerons  les  vitesses  angulaires  cherchees  : 

R' ( n  R'  oj0  -f-  H-'  R  o)'0 ) 


lxR'  l-h  ;j.'R2 
R  (;i.R'o)0-f-  fj/Rw'o  ) 
uKV  \x  K2 


Troisicme  exemple.  —  Imaginons  un  corps  solide  en  mouvement 
autour  d'un  point  fixe  0,  et  supposons  que,  subitement,  on  fixe  un 
deuxieme  point  0'  du  corps,  de  sorte  que  le  corps  ne  puisse  plus  que 
tourner  autour  de  00'.  Cherclions  la  vitesse  de  rotation  finale  o)l  autour 
de  00'. 

Le  theoreme  de  Carnot  s'applique,  car  on  introduit  une  liaison  persis- 
tante.  Prenons  ponr  axes  0  xyz  les  axes  principaux  d'incrtie  rclatif-  au 
point  0.  Appelons  A,  B,  G  les  moments  principaux  d'inertie  et  p0,  q0,  /'o 
les  composantes  de  la  rotation  instantane'e  avant  le  choc,  quantites  connues. 

Appelons,  d'autre  part,  a,  j3,  y  les  cosinus  directeurs  de  00'  par  rapport 
aux  axes  Oxyz;  ces  quantites  sont  connues  puisque  le  point  0',  qui  est 
fixe  brusquement,  est  un  point  determine  du  corps.  La  rotation  finale  oji, 
autour  de  00',  a  pour  composantes  suivant  les  axes 

/>]  =  3cwi,        q\  =  (itoj,        /'i  =  yoJi. 

Ecrivant  que  la  force  vive  perdue  egale  la  force  vive  due  au?  vitesses 
perdues,  on  a 

Apl-h  Bql+  Crl  —  (Aa2  +  B  [i- -h  Gy2)o>| 
=  A(/30—  aoj[)2-(-  B(q()—  poo,)2-f-  C(r0—  ywi)2; 

d'ou  Ton  tire 

_  AjP(|g+Byop  +  Cr0 v 
Wl  ~      A«-+B  [j2  -4-  Gy2 

On  voit  que  si  Ton  avait 

Ajo9a  +  B^0[j  +  C  r0  y  =  o, 

c'est-a-dire  si  p0,  q0,  /0  et  a,  (3,  y  etaient  deux  directions  conjuguees  par 
rapport  a  l'ellipsoi'de  d'inertie,  on  aurait  0^  =  0;  le  corps  resterait  immo- 
bile apres  le  choc. 

320.  Extension  du  theoreme  de  Carnot  au  cas  ou  certaines  percus- 
sions sont  donnees.  —  Supposons  qu'en  meme  temps  qu'on  introduit  des 

liaisons  persistantes,  on  fasse  agir  des  percussions  donnees  Pi,  P*  ,  •  •  .,  P« 
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de  projections  «v,  bv,  cv.  On  potirra  alors  appliquer  Tequation  generate  (2) 


2> 


A  (ma:')  $x  —  A  (my)  oy  —  A(mV )  oz  -h  a  ox  -h  b  oy  -+-  c  oz]  =  o 


au  deplacement  reel  qui  suit  les  percussions  ox  =  x\,dt,  oy  =  y\dt, 
oz  =  z\  dt;  car  ce  deplacement  est  compatible  avee  les  liaisons  existant  au 
moment  des  percussions.  On  trouve  ainsi,  par  un  calcul  analogue  a  celui 
du  numero  precedent, 

^  mvo  — mv  ;  =      mw  —  2      ( ax\  -+-  by\  +  cz\  ). 

Comme  a,  b,  c  sont  les  projections  d'une  des  percussions  donnees  P  et 
y'\i  z\  celles  de  la  vites.se  finale  de  son  point  d'application,  on  a 

>-> 

ax j  -+-  by\  -+- ■  cz\  —  Ppi- 
On  obtient  ainsi  ce  theoreme  : 

Si  Von  introduit  brusquement  de  noiwelles  liaisons  persistantes  et 

si  Von  applique  en  me  me  temps  des  percussions  P  au  systeme,  la  force 
vive  perdue  est  egale  a  la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues,  dimi- 
nuee  de  la  somme  des  doubles  produits  scalaires  de  chacune  des 

percussio/is  P  par  la  vitesse  finale  de  son  point  d "application. 

Lorsque  toutes  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  moment  des  percussions  ne 
persistent  pas  apres,  on  peut  encore  appliquer  le  theoreme  precedent,  a 

condition  de  compter,  parmi  les  percussions  P,  les  percussions  de  liaison 
provenant  des  liaisons  non  persistantes ;  on  peut,  en  effet,  supposer  que 
les  liaisons  n'existent  pas,  pourvu  qu'on  tienne  compte  des  percussions 
qui  en  proviennent. 

Vrl\ .  Theoreme  de  G.  Robin.  —  Soit  encore  un  systeme  dans  lequel 
on  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  persistantes  en  faisant 

agir  en  raeme  temps  des  percussions  donnees  P. 

Parmi  les  valeurs  en  nombre  infini  que  peuvent  prendre  les  vitesses 
///tales  conformement  aux  liaisons,  celles  qiCelles  prennent  reelle- 
ment  rendent  minimum  la  quantite 


w. 


Tel  est  le  theoreme  de  G.  Robin  ( Comptes  rendus  des  seances  de 
VAcade'mie  des  Sciences,  t.  GV,  p.  Gi ).  Pour  le  demontrer  appelons  a,  b,  c, 


538  DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 

les  projections  tie  P;  la  quantite  Q  s'ecrit  avec  les  notations  prece'dentes 

Q  =  2  m  ^ ( x'°  ~~  X'K  )2  ^  (y'°  ~  y'x  )2   (z'°  ~~  z'x }"' ' 

■+-  2^ \a  ( -r o  —  #i )  +  * (.r'o — y\  )  +  c(3'o-s',)]. 

II  faut  montrer  qu'en  donnant  aux  projections  x\ ,  y\ ,  s',  de  la  vitesse 
finale  de  chaque  point  des  variations  quelconques  ox\ ,  oy\,  oz\  compa- 
tibles avec  les  liaisons,  on  a 

8Q  =  o. 

Or 

4-  m  (z'i  —  z'0  )  $z\  —  a  ox\  —  b  hy\  —  c  oz\]. 
Remarquons  alors  que  l'equation  generale  des  percussions  (2)  est 

( 6 )  2  [,n ( «i  —  x'o )  5^  "+-  "i(y\  —  y'0 ')  oy  -h  m(z\  —  z'0 )  hz 

—  a  ox  —  b  By  —  c  Bz]  =  o; 

elle  a  lieu  pour  tous  les  deplacements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons 
existant  au  moment  du  choc;  mais,  actuellement  les  liaisons  etant  persis- 
tantes,  elle  a  lieu  pour  le  deplacement  reel  final 

(7)  ox  =  x\  dt,,       oy  =  y\  dt,       oz  =  z\  dt. 

Soient  :  x'x-\-Bx\,  y\  -+■  oy\ ,  z\-t-oz\,  d'autres  valeurs  possibles,  com- 
patibles avec  les  liaisons,  des  projections  de  la  vitesse  finale  du  point  m; 
le  deplacement  correspondant 

(8)  ox  =  (x\  -+-  b*x[)  dt,       by  =  (y\  ■+-  Sy\)  dt,       &z  ==  {z\  ■+-  $z\)  dt 

est  egalement  compatible  avec  les  liaisons. 

Ecrivons  les  deux  equations  obtenus  en  remplacant  successivement  dans 
l'equation  generale  (6)  ox,  oy,  Bz  par  ces  deux  systemes  de  valeurs  (7)  et  (8). 
puis  retranchons  membre  a  membre  les  deux  equations  ainsi  obtenues,  nous 
aurons  precisement  l'equation  a  demontrer  oO  =  o. 

Remarque.  —  En  retranchant  de  Q  la  quantite  donnee 
2^(aa;'0-h  by0-h  cz'o), 
on  voit  que  le  the'oreme  de  G.  Robin  consiste  en  ce  que 


mw  —  2^^  P  vi 


est  un  minimum  pour  le  deplacement  reel:  d'apres  le  theoreme  precedent, 

ce  minimum  est  egal  a  la  force  vive  perdue. 
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On  pourra  consulter,  au  sujet  de  ce  theoreme,  deux  Notes  de  A.  Mayer 
inserees  aux  Berichte  der  Konigl.  Sachsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schuften  zu  Leipzig  (3  juillet  1899). 


v.  —  emploi  des  Equations  de  lagrange 

DANS  LA  THfiORIE  DU  CHOC 
ET  DES  PERCUSSIONS. 

o^2.  Equations.  —  Dans  le  Messenger  of  Mathematics  (t.  IV,  1867) 
Niven  a  montre  comment  les  equations  de  Lagrange  peuvent  etre 
employees  utilement  pour  l'etude  des  percussions  :  la  meme  question  a  ete 
traitee  par  Routh  {Rigid  Dynamics,  icr  vol.).  La  methode  suivie  par 
ces  auteurs  peut  etre  perfectionnee,  car  les  equations  qu'ils  donnent  con- 
tiennent  encore  des  percussions  de  liaison  provenant  des  liaisons  nouvelles 
introduites  au  moment  de  la  percussion.  Ces  equations  ne  repondent  done 
pas  entierement  au  but  poursuivi  par  Lagrange,  qui  est  d'obtenir  des  equa- 
tions ne  contenant  pas  les  forces  de  liaison.  Voici  comment  on  peut 
atteindre  ce  but. 

Imaginons  un  systeme  holonome  en  mouvement  dans  lequel  les  liaisons 
ont  lieu  sans  frottement,  et  dont  la  configuration  est  definie  par  k  para- 
metres  q{,  q-2,  q/c,  geometriquement  independants  :  la  demi-force 

vive  T  de  ce  systeme  est  une  fonction  du  second  degre  des  derivees  q\, 
q'.2,  .  .  .,  q'k  de  qh  q>,  q/c  par  rapport  au  temps.  A  un  instant  donne  t0, 
on  introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  dans  le  systeme  :  le  mouve- 
ment est  alors  trouble,  et,  dans  un  intervalle  de  temps  tres  court  ty —  to, 
les  vitesses  des  differents  points  du  systeme  varient  de  quantites  finies  sans 
que  le  systeme  change  sensiblement  de  position  :  au  point  de  vue  analy- 
tique,  les  quantite's  q\ ,  q'.,,  q'^,  qui  definissent  les  vitesses,  passent 

brusquement,  dans  le  temps  tres  court  ti —  t0,  des  valeurs  . 

(q\)o,  (y'2)o,  (q'k)o 

a  d'autres  valeurs 

tandis  que  les  quantites  qt,  q2,  q/c,  qui  definissent  la  position,  ne 

changent  pas  sensiblement  de  valeurs.  Nous  ne  considerons  que  la  pre- 
miere approximation,  qui  consiste  a  regarder  Tintervalle  t{ — t0  comme 
adgligeable  et  a  supposer  que  les  q\  changent  subitement  de  valeurs  sans 
que  les  qi  changent.  Nous  admettons,  en  outre,  que  les  nouvelles  liaisons 
introduites  au  moment  de  la  percussion  sont  aussi  sans  frottement;  ces 
liaisons  nouvelles  peuvent  d'ailleurs  etre  temporaires  ou  permanentes, 
e'est-a-dire  qu'elles  peuvent,  suivant  les  cas,  disparaitre  apres  la  percus- 
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sion  ou  sul>sister;  les  liaisons  primitives  du  systeme  sont  supposees  per- 
mancntes,  elles  subsistent  apres  la  percussion  (*). 

On  peut  toujours  choisir  les  variables  ql}  q*,  . .  .,  qk-  de  telle  fa  con  que 
les  liaisons  nouvelles  qui  sont  introduces  brusquement  et  qui  produisent 
le  choc  soient  exprimees  par  les  equations 

(i)  q,l+l=o,        qn+2=o,         .  ..,  q/c=0, 

n  etant  un  certain  entier  moindre  que  k.  En  effet,  les  k —  n  liaisons  nou- 
velles brusquement  imposees  au  systeme  holonome  s1expriment  par  des 
relations  de  la  forme 

9i(qu  ?2,  o, 

fi{qu  q^  •  •  •>  qk)  =  Of 
n-n{q.h  q^  •  •  •>  9k)  =  q. 

Si  Ton  fait  un  changement  de  variables,  en  prenant  pour  nouveaux 

parametres,  a  la  place  de  qn+i,  qn+z>  •  •  •  >  q/c,  les  quantites 

rn+i=     ?i(?t,  fa,  ■  •  qk), 
r„_H2  =      ?2(<7i,  qi,  .  • ., 


r*  =  a>£_n(?i,  ?2,  •  •  -  , 

les  nouvelles  liaisons  imposees  au  systeme  s'exprimeront  evidemment  par 
les  relations 

rn+i  =  o,       r„+2  =  o,       . . . ,       rk  =  o. 

C'est  ce  choix  de  variables  que  nous  supposons  realise,  de  sorte  que  les 
liaisons  nouvelles  soient  exprimees  par  ( i ). 

Apres  le  choc,  les  variables  qn+i,  •  qk  cesseront  d'etre  nulles  si  les 
liaisons  introduites  sont  temporaires  ;  elles  resteront  nulles  si  ces  liaisons 
sont  permanentes. 

Pour  obtenir  un  deplacement  virtuel  du  systeme  compatible  avec  les 
liaisons  qui  ont  lieu  deja  avant.  le  choc,  il  suffit  de  donner  a  qly  q*,  .  .  .,  qu. 
des  variations  arbitraires  Sg^,  §q2,  .  ..,  oqk ;  mais,  si  l'on  veut  de  plus  que 
le  deplacement  soit  compatible  avec  les  liaisons  nouvelles  brusquement 
introduites,  il  faudra,  d'apres  les  equations  (i),  prendre 

(2)  8^,^1=0,        oqn+2=o,        .  ..,  §qk=o, 

oqu  8^2?  ...  «j  (>qn  restant  arbitraires. 


(l)  Nous  nous  bornons  ici  aux  cas  les  plus  simples.  On  trouvera  une  analyse 
detaillee  du  cas  le  plus  general  dans  un  Memoire  insere  dans  le  Journal  de  Mathe- 

ma,tiques,  1896  (ier  fascicule). 
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Les  equations  du  mouvement  du  systeme  pendant  le  temps  /i —  t0  sont 
d'apres  le  principe  de  d'Alembert  et  la  transformation  de  Lagrange,  resu- 
mees  par  la  formule 

Si  les  oqi  sont  arbitrages,  le  second  membre,  qui  represente  la  somme 
des  travaux  virtuels  des  forces  appliquees  au  systeme,  contient  les  forces 
de  liaison  provenant  des  liaisons  nouvellement  introduites;  mais  on  elimi- 
nera  ces  dernieres  forces  de  liaison  en  considerant  un  deplacement  virtuel 
compatible  avec  toutes  les  liaisons  qui  ont  lieu  au  moment  de  la  percus- 
sion, c'est-a-dire  en  supposant  oqi,  §q<>,  §qn  arbitraires,  oqn+i, 
oqn^.-2,  .  .  .,  oq/c  nuls.  Liquation  (3)  se  decompose  alors  en  les  n  suivantes 


d/dT\  dT 


ou  ne  figure!  plus  aucune  force  de  liaison.  Gomme  les  variations  brusques 
de  vitesses  sont  produites  par  les  seules  forces  de  liaison,  qui  sont  deve- 
nues  tres  grandes  pendant  le  temps  tres  court  tY — to,  les  quantites  Qi, 
Qi,  •  •  • ,  Q/(  qui  proviennent  uniquement  des  forces  ordinaires  directement 
appliquees,  telles  que  la  pesanteur,  etc.,  restent  finies   pendant  le  temps 

ti — 10 ;  les  quantites  ~-  restent  egalement  finies.  Si  done  on  multiplie 

par  dt  les  deux  membres  de  la  relation  (4)  et  si  l'on  integre  de  t0  a  t1:  les 

integrates  provenant  de  - —  et  Qz-  sont  negligeables  car  ti  —  to  est  tres 
aqi 

petit,  et  Ton  obtient  les  n  equations 

(5)  ® -(§).= 0    (»  =  ^'-.»>> 

lineaires  et  homogenes  par  rapport  aux  k  differences 

Cf \h—  G^'Ooj  (q'i)i  —  (q'o)o,         (q'k)i  —  (q'k)o. 

Dans  ces  equations  (  5),  qi,  q2,  q/c  ont  les  valeurs  qui  correspondent 
a  Tinstant  de  la  percussion,  de  sorte  que  qn-hi,  9k  sont  nuls; 

mais  il  faut  bien  remarquer  que  les  derivces  q'n+i,  q'n-hZ)  •••3  q'k  ne  sont 
pas  necessairement  nulles  ni  avant,  ni  apres  la  percussion;  elles  seraient 
nulles  apres  dans  le  cas  particulier  ou  les  liaisons  introduites  seraient 
permanentes;  alors  les  n  equations  lineaires  (5)  donneraient 

Wi)i7    (£2)1    •  •  •  j  (q'n)u 


cest-a-dire  determinei aient  completement  1'etat  des  vilesses  apres  la  per- 
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cussion.  En  dehors  de  ce  cas  particulier,  on  n'a  que  n  equations  pour 
determiner  k  inconnues, 

C^i)i3  Ws)i,  •  •  •  j  Cs4>i; 

il  faudra  alors.  cornme  dans  le  choc  des  corps  semi-elastiques,  faire  des 
hypotheses  particulieres  sur  ce  qui  se  passe  aprrs  le  choc. 

Regle.  —  On  peut  resumer  les  equations  (5)  en  disant  qu'elles  expriment 
la  propriete  suivante  : 

Les  derivees  partielles  de  T,  par  rapport  aux  derivees  de  ceux  des 
parametres  qui  tie  sont  pas  assujettis  a  s'aunuler  au  moment  du  choc, 
ont  les  memes  valeurs  avant  et  apres  le  choc. 

Exemplk  I.  —  Choc  direct  des  deux  spheres.  —  Soient  deux  spheres 
de  rayons  Ri  et  R>  et  de  masses  nix  et  m2  dont  les  centres  se  meuvent  sur 
une  droite  fixe  Ox.  Les  deux  spheres  sont  supposees  animees  de  mouve- 
ments  de  translation.  Appelons  Xi  et  x2  les  abscisses  des  centres  des  deux 
spheres;  la  position  du  systeme  depend  des  deux  parametres  xv  et  x%  \  au 
moment  du  choc,  une  nouvelle  liaison  est  brusquement  introduite  :  cette 
liaison  s'exprime  par  Fequation 

Xn —  X[ —  Rj —  R2=  <>, 

qui  signifie  que  la  distance  des  centres  egale  a  la  somme  des  rayons.  Pour 
definir  la  position  du  systeme,  nous  prendrons  les  deux  parametres 

qx  =  X\.        q*=xi — X\ — R|  —  R2, 

de  maniere  que  la  liaison  brusquement  introduite  s'exprime  par  q*  =  o. 
On  a  alors 

T  ==  ^  (  niix'f  -h  ni.^x'.?  )  =  ^  [ni\  q'f  -+-  m1(q\  —  q'.2 )-]. 
La  theorie  precedente  fournit  alors  l'equation  unique 

/  ()  T  \  _  /  <n_ 
\  <)q\  )  i    \  Jq\ 

car  qA  ne  s'annule  pas  au  moment  du  choc,  tandis  que  la  variable  q-2  est 
assujettie  a  s'annuler.  On  a,  en  faisant  le  calcul, 

(6)       m ,  [  ( q\  )i  —  (q\  )0  ]  +  m,  [  ( q\  ),  +  (q',  ),  —  ( q\  )0  —  ( q ',  )o  ]  =  o 

G'est  la  Tequation  unique  fournie  par  la  theorie.  Elle  exprime  que  la 
somme  des  projections  des  quantites  de  mouvement  sur  Ox  n'a  pas  varie. 
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Pour  achever  de  determiner  (q\)i  et  (#2)1,  il  faut  faire  des  hypotheses, 
comme  au  n"  310. 

Exkmple  II.  —  Un  disque  circulaire  homogene  de  masse  M  et  de 
rayon  R  se  meut  dans  un  plan  vertical  xOy;  a  un  instant  t0,  il  heurte  l'axe 
fixe  0.r  et  ne  peut  plus  que  rouler  sur  cet  axe.  Determiner  sa  vitesse  apres 
le  choc. 

La  position  du  systeme  avant  le  choc  depend  de  trois  parametres,  les 
coordonnt'-es  x  et  y  du  centre  du  disque  et  Tangle  0  dont  il  a  tourne  dans 
le  sens  negatif  de  Oy  vers  Ox.  Au  moment  du  choc,  deux  liaisons  nou- 
velles  sont  introduces  : 

i°  Le  disque  reste  en  contact  avec  Ox,  done  on  a 

r=  R; 

2°  II  roule  sur  Ox,  done  on  a  x  —  R6,  en  choisissant  convenablement 
la  position  de  Porigine.  Nous  prendrons  comme  parametres 

gfi— #3     qi  —  y —        q?>  —  x  —  R0> 

de  sorte  que  les  liaisons  introduites  s'expriment  par  q->  =  o,  q?,=  o.  On  a 

M  /l-  designant  le  moment  d'inertie  du  disque  par  rapport  au  centre.  Avec 
les  nouveaux  parametres 


Le  seul  parametre  que  les  liaisons  nouvelles  n'assujettissent  pas  a  etre 
nul  est  qx ;  on  a  done  1'equation  unique 

ou 

^  [  ( 9 1 ) i  —  ( q 3 ) i  —  &t  )o  +  ( q'z  )o]  -+-  ( q\  )i  —  ( y'j  )o  =  o. 

Mais  reste  nul,  (q'3)i  est  done  nul  et  Ton  a,  en  revenant  aux  anciennes 
variables  x,  v.  0  et  distinguant  par  les  indices  o  et  1  les  valeurs  initiales 
et  finales  de  x  ,  y ',  0', 

^  ( x\  —  RO'o  )  +  x\  —      =  o, 
.       /;'-  H* 


Cette  formule  donne  la  vitesse  finale  du  centre  dans  le  mouvement  de 
roulement. 


544 


DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 


Par  exemple,  si  le  mouvement  au  moment  du  choc  est  tel  que 
Rx'o  ■+■  /f20'o  =  o, 

le  disrjue  s'arrete. 

523.  Remarques  sur  les  systemes  non  holonomes.  —  Les  meme 
resultats  de  cidcul  s'etendent  aux  systemes  non  holonomes.  Cela  tient  an  fait 
suivant  : 

Quoique  les  equations  de  Lagrange  ne  s'appliquent  plus  au  mouvement 
fini  de  ce  systeme,  on  peut  ecrire  les  equations  de  leur  mouvement  sous 
a  forme 

SKS)-*-* 

ou  l\[  est  une  fonction  des  qi  et  q't  (n°  464). 

Si  done  on  multiplie  par  dt  \es  deux  membres  de  cette  relation,  et  si 
Ton  integre  de  t0  a  ti}  duree  de  la  percussion,  les  integrates  provenant  de 
Ri  et  Q;  sont  negligeables,  et  Ton  obtient  encore  les  n  equations 

(^'■)r(j~q'X=°> 

identiques  aux  equations  (5).  [Voir  un  article  de  MM.  Beghin  et  Rous- 
seau (Journal  de  Jordan,  1903).] 

Exercices. 

1.  Une  barre  homogene  se  meut  dans  un  plan  fixe;  a  l'instant  tQ,  elle  heurte 
un  clou  O  plante  dans  le  plan  :  trouver  l'etat  ulterieur  des  vitesses,  en  suppo- 
sant  que  la  barre  reste  en  contact  avec  le  clou  sur  lequel  elle  glisse  sans  frotte- 
ment. 

2.  Un  corps  solide  se  meut  dans  l'espace  :  ii  l'instant  £0,  on  fixe  brusquement 
un  de  ses  points;  trouver  l'etat  ulterieur  des  vitesses. 

3.  Meme  probleme,  en  supposant  qu'on  fixe  deux  points. 

4.  On  considere  une  barre  homogene  dont  les  extremites  A  et  B  peuvent  glisser 
sans  frottement  sur  deux  axes  fixes  Ox  et  Oy.  La  barre  etant  immohile,  un 
point  materiel  de  masse  m  anime  d'une  vitesse  de  projections  u  et  v,  vient  la 
heurter  et  fait  corps  avec  elle.  Trouver  la  vitesse  angulaire  instantanee  du  sys- 
teme. 

Reponse.  —  Appelons  I  le  point  de  rencontre  des  normales  en  A  et  B  aux 
deux  axes  (centre  instantane),  a  et  b  les  coordonnees  de  ce  point,  a'  et  b'  celles 
du  point  heurte  par  le  mobile,  \x  le  moment  d'inertie  de  la  barre  et  du  point 
reunis  par  rapport  au  point  I;  la  vitesse  angulaire  to  apres  le  choc  est  donnee 
par 

u/o  =  m[{a' —  a)v  —  {b' —  b)u]. 

5.  Quand  des  percussions  agissent  sur  un  point  materiel,  la  variation  de  force 
vive  est  cgale  a  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  forces  d'ou  pro- 
viennent  ces  percussions  si,  pendant  toute  la  duree  de  leur  action,  le  point  ma- 
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teriel  conservait  une  vitesse  constante  egale  a  la  somme  geometrique  de  ses 
\itesses  initiale  et  finale. 

6.  La  perte  de  force  vive  est  egale  a  la  force  vive  due  a  la  vitesse  perdue  moins 
le  double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  forces  si  le  point  mate- 
riel conservait,  pendant  toute  la  duree  de  leur  action,  une  vitesse  constante  et 
egale  a  la  vitesse  finale. 

7.  Le  gain  de  force  vive  est  egal  a  la  force  vive  due  a  la  vitesse  gagnee  (ou 
perdue),  augmentee  du  double  des  travaux  que  produiraient  les  forces  si,  pendant 
toute  la  duree  de  leur  action,  le  puint  materiel  conservait  une  vitesse  constante 
et  egale  a  la  vitesse  initiale. 

8.  La  variation  de  la  force  vive  totale  d'un  systeme  est  egale  a  la  somme  des 
travaux  que  produiraient  les  forces  d'ou  proviennent  les  percussions  tant  inte- 
rieures  qu'exterieures,  si  cliacun  des  points  d'application  de  ces  forces  conservait 
pendant  toute  la  duree  de  leur  action,  une  vitesse  constante  et  egale  a  la  somme 
geometrique  de  ses  vitesses  initiale  et  fiuale. 

9.  La  perte  de  force  vive  du  systeme  est  egale  a  la  force  vive  due  aux  vitesses 
perdues  diminuee  du  double  de  la  somme  des  travaux  que  produiraient  les  forces 
d'ou  proviennent  les  percussions,  tant  interieures  qu'exterieures,  si  cnacun  de 
leurs  points  d'application  conservait,  pendant  toute  la  duree  de  leur  action,  une 
vitesse  constante  egale  a  sa  vitesse  finale. 

10.  Quand  des  forces  donnant  naissance  a  des  percussions  agissent  sur  un 
corps  solide,  la  variation  de  force  vive  est  egale  a  la  somme  des  travaux  qu'elles 
produiraient  si  leurs  points  d'application  conservaient,  pendant  toute  la  duree  de 
leur  action,  une  vitesse  constante  egale  a  la  somme  geometrique  de  leur  vitesse 
initiale  et  de  leur  vitesse  finale. 

1 1 .  La  perte  de  force  vive  eprouvee  par  le  corps  solide  est  egale  a  la  force 
vive  due  aux  vitesses  perdues,  moins  le  double  de  la  somme  des  travaux  que  pro- 
duiraient les  forces  d'ou  proviennent  les  percussions  si  les  points  sur  lesquels 
elles  agissent  conservaient,  pendant  toute  la  duree  de  leur  action,  une  vitesse 
constante  egale  a  la  vitesse  finale. 

[Voir,  au  sujet  de  ces  tbeoremes,  V Etude  geometrique  sur  les  percussions  et 
le  choc  des  corps,  par  Darboux  (Bulletin  des  Sciences  mathematiques,  1880).] 

12.  Un  pendule  balistique  se  compose  d'un  cylindre  de  revolution  C,  d'axe 
horizontal,  rernpli  de  terre  et  pouvant  osciller  librement  autour  d'un  axe 
horizontal  perpendiculaire  a  l'axe  du  cylindre,  la  plus  courte  distance  AB  des 
deux  axes  etant  verticale  et  ayant  pour  longueur  10 m.  Lepoids  de  C  est  suppose 
ifttre  e^al  a  une  tonne.  On  neglige,  par  rapport  a  lui,  le  poids  des  organes  de 
suspension. 

Ce  cylindre  est  utilise  comme  cible  pour  des  balles  de  mitrailleuse  dont  la 
vitesse  est  parallele  a  son  axe  et  qui  s'incorporent  dans  sa  masse  symetri- 
quernent  a  l'axe.  Le  poids  de  chaque  balle  est  de  10  g  et  on  en  tire  10  par  seconde. 
La  duree  du  tir  est  assez  courte  pour  que  le  poids  total  des  balles  tirees  soit 
negligeable  par  rapport  au  poids  du  cylindre  et  assez  longue  cependant  pour  que 
le  cylindre  prenne  une  position  apparente  d'equilibrc  dans  laquelle  la  droile  A 1  i , 
cessant  d'etre  verticale,  fait  un  angle  de  3  decigrades  avec  la  verticale. 

Calculer  la  vitesse  des  balles. 

(Agrdgation. ) 
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NOTIONS  SUR  LES  MACHINES. 
SIMILITUDE. 


I.  -  GtNERALITfiS.  VOLANTS.  RfiGULATEURS. 

524.  Definitions.  —  Une  machine  a  pour  but  de  transformer  un 
travail  en  un  autre.  Elle  se  compose  de  trois  parties  principales 
qui  sont  : 

i°  Un  recepteur  qui  recoit  un  travail  du  a  des  forces  motrices 
(force  musculaire,  chute  d'eau,  pression  d'un  gaz  ou  d'une  vapeur, 
forces  clectriques  ou  magneliques) ; 

2°  Uu  outil  qui  fournit  un  travail  utile,  tel  que  I'ascension 
d'un  fardeau,  la  traction  d'un  train,  la  d6sagregation  d'un  nnHal 
par  forage,  rabotage,  etc.  ; 

3°  Une  transmission  de  mouvement  reliant  le  recepteur  a 
l'outil. 

Vitesse  de  regime.  —  La  vitesse  de  l'outil  doit  avoir,  dans 
chaque  machine,  une  valeur  determinee,  suivant  la  nature  du  tra- 
vail a  produire.  La  vitesse  que  doil  avoir  chaque  organe  de  la 
machine,  pour  realiser  ainsi  le  meilleur  travail  de  l'outil,  s'appelle 
la  vitesse  de  regime.  Gette  vitesse  est  donnee. 

525.  Application  du  theoreme  des  forces  vives  aux  machines. 

—  Soit  une  machine  en  mouvement  de  l'instant  t0  a  l'instant  t; 
pendant  cet  intervalle  de  temps  t  —  t0,  les  forces  motrices  agissant 
sur  le  recepteur  ont  produit  un  travail  moteur  %m ;  les  resistances 
subies  par  l'outil  produisent  un  travail  negatif — ?s>„;  les  resis- 
tances passives  (frottement.  trepidations,  etc.)  produisent  un 
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travail  negatif — ©p.  Le  travail  pris  en  valeur  absolue,  est  le 
travail  utile,  %>p  le  travail  pass/'/;  la  somme 

s'appelle  le  travail  resistant.  Le  travail  passif  ^  peut  etre  diminue' 
par  une  bonne  disposition  des  organes,  par  un  graissage  soign£;il 
ne  peut  jamais  etre  entierement  annule. 

Si  Ton  appelle  v0  la  grandeur  de  la  vitesse  d'une  molecule  m  de 
la  machine  a  l'instaut  t0  et  v  la  grandeur  de  sa  vitesse  a  l'instant  t, 
le  theoreme  des  forces  vives  donne 

(i)  £2£  _222i  =  ««-«.-«,=«„»- s^, 

Voici  quelques  consequences  immediates  de  cette  Equation  : 

i°  Supposons  que  la  machine  parte  du  repos  et  marche  jusqu'a 
l'instant  t\  ou  les  vitesses  sont  p4 ;  alors,  en  affectant  de  l'indice  i 
les  travaux  effectues  jusqu'a  cet  instant, 

d'ou 

2d~<  ,n~  ''• 

Done,  demi-force  vive  que  possede  une  machine  est  plus 
petite  que  le  travail  defense  non  utilise  depuis  sa  mise  en 
marche. 

2°  La  demi-force  vive  que  possede  une  machine  au  temps  t±  doit 
etre  comptee  comrne  une  puissance  qui  sert  au  mouvement  de  la 
machine  pendant  les  instants  suivants;  en  effet,  en  appliquant  le 
theoreme  des  forces  vives  au  mouvement  qui  suit  l'instant  t,  du 
temps  tv  au  temps  t,  on  a 

(  )n  voit  que  la  demi-force  vive  que  possede  la  machine  a  l'ins- 
tant t{  vient  s'ajouter  a  *fs>m\  tout  se  passe  done  comme  si,  la 
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machine  partanl  du  repos  a  l'instant  ti7  le  travail  muteur  (Hail 

augmente"  de  Mais,  d'apres  le  th^oreme  precedent,  cette 

demi-force  vive  ne  fait  que  restituer  ainsi  une  parlie  seulernent 
du  iravail  moteur  employe"  antcrieurement  a  la  prod u ire.  Done, 
dans  Lous  les  cas,  le  travail  utile  est  plus  petit  que  le  Iravail 
moteur  depense"  :  ce  qui  montre  V  impossibility  du  mouvemait 

perpetuel. 

3°  Dans  1'equation  des  travaux  effectues,  d'un  temps  tAt  quel- 
conque  au  temps  t^>t\,  la  demi-force  vive  que  possede  la  machine 
au  temps  t  doit  elre  cornptee  commc  une  resistance;  en  ellet, 

s'ajoute  a  %p  dans  T6quation  (2).  Si  a  ce  moment,  on 

arrete  la  machine,  cette  force  vive,  ne  se  retrouvant  plus  comme 
puissance  pendant  les  instants  suivants,  constitue  done  une  perte 
de  travail  moteur.  On  peut  cependant  ^viier  une  partie  de  cette 
perte,  en  laissant  la  machine  libre  de  continuer  a  se  mouvoir  sous 
Taction  de  cette  force  vive,  apres  que  le  moteur  a  cesse  d'agir. 
Mais  quand  le  travail  a  ete"  longtemps  continue,  cette  perte  de 
force  vive,  quand  on  arrete  la  machine,  est  une  fraction  insigni- 
fiante  du  travail  depense. 

4°  Si  Ton  diffe'rentie  1'equation  (1),  on  a  la  relation 

d   =  T9em—  &er, 

1 

011  l'indice  e  rappelle  qu'il  s'agit  du  travail  Elementaire  soit  moteur 

soit  resistant.  Done  : 

La  force  vive  de  la  machine  crott  et  decrolt  a  partir  d?un 
certain  moment,  suivant  que  le  travail  elementaire  moteur 
Vemporte  ou  710/1  sur  le  travail  elementaire  resislant. 

La  force  vive  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum,  aux 
instants  ou  le  travail  elementaire  moteur  egale  le  travail  ele- 
mentaire resistant. 

o2().  Expression  analytique  de  la  force  vive.  —  Une  machine 
est  g^neralement  un  systeme  a  liaisons  completes;  la  position  des 
differentes  pieces  qui  la  composent  depend  alors  d'uu  seui  para- 
metre  qui  est,  par  exemple,  Tangle  0  dont  a  tournc  Tarbre  prin- 
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cipal  de  transmission  de  la  machine.  Nons  d^signerons  par  co  la 

vitesse  angulaire  —  de  cet  arbre. 

Pour  evaluer  la  force  vive  de  la  machine,  remarquons  qu'il 
exisle  dans  toute  machine  deutf  especes  de  pieces  : 

i°  Les  pieces  qui  tournent  avec  des  vitesses  angulaires  propor- 
tionnelles  a  w  :  nous  les  appellerons  pieces  tournantes;  les  forces 
vives  de  ces  diverses  pieces  sont  proportionnelles  a  w2,  et  leur 
force  vive  totale  a  pour  expression 

A  oi-, 

oii  A  est  constante  positive; 

2°  Les  pieces  qui  oscillent  (bielles,  balanciers,  etc.)  et  les  pieces 
qui  tournent  avec  des  vitesses  angulaires  dont  les  rapports  a  w 
dependent  de  0;  nous  les  appellerons  pieces  oscillantes. 

Dans  une  de  ces  pieces,  les  coordonnees  x,  y,  z  d'un  point 
sont  fonctions  periodiques  de  0  : 

les  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point  sont 

et  sa  force  vive  est 

La  force  vive  totale  de  toutes  les  pieces  oscillantes  est  done  de 
la  forme 

/(H)"2, 

/(0)  (Hant  une  fonction  periodique  de  0  essentiellement  positive. 
En  resume,  la  force  vive  totale  de  toute  la  machine  est 

[A+/(0)]oA 

II  faut  remar(|uer  que  les  pieces  oscillantes  ont,  en  general,  des 
masses  petitcs;  il  y  a  exception  pour  les  balanciers,  mais  ces  der- 
niers  sont  auimes  de  faibles  vitesses,  de  telle  sorle  que  l'influence 
des  pieces  oscillantes  sur  la  valeur  de  la  force  vive  est. accessoire 
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et  que  y(O)  est  petit  par  rapport  a  A.  Pour  la  regularity  de  la 
marche,  il  j  a  inte>et  a  dimiouer  autant  que  possible  le  nombre  et 
les  masses  des  pieces  oscillantes  et  a  employer  surtout  des  pieces 
tournanles.  Ces  dernieres  doivent  etre  parfaitement  centrees  pour 
que  le  travail  de  la  pesanteur  ne  soit  pas  tantot  moteur,  tantot 
resistant;  elles  doivent  tourner  aulour  d'axes  principaux  d'inertie, 
car,  quant  l'axe  de  rotalion  n'est  pas  un  axe  principal,  il  tend  a 
changer  de  position  dans  Fespace  et  par  consequent  a  arracher  les 
supports  qui  s'opposent  a  ce  mouvement. 

527.  Marche  de  la  machine.  — •  II  faut  conside>er  trois  phases 
dans  la  marche  : 

Mise  en  marchc, 
Marche  nor  male. 
Periode  cU arret. 

Pour  la  mise  en  marche,  la  force  vive  partant  de  zero  doit  aller 
en  croissant  :  le  travail  elementaire  moteur  doit  l'emporter  sur  le 
travail  elementaire  resistant.  L'inverse  a  lieu  pendant  la  periode 
d'arret. 

Marche  normale.  —  L'idcal  de  la  marche  normale  serait  une 
marche  uniforme  avec  la  vitesse  de  regime  qui  donne  le  meilleur 
travail  utile.  Alors,  en  appelant  t0  et  t  deux  instants  quelconques 
de  la  periode  normale,  on  aurait,  pour  chaque  point  v—  p0, 

et,  par  suite,  d'apres  l'equation  des  forces  vives, 

Le  travail  moteur,  pendant  un  espace  de  temps  quelconque  de 
la  periode  de  marche  normale,  serait  egal  au  travail  resistant. 

Mais  cet  ideal  est  impossible  a  atteindre.  C'est  ce  que  nous 
allons  montrer.  Nous  ferons  ensuite  voir  comment  on  en  approche 
a  l'aide  des  volants. 

528.  Causes  d'irregularite  dans  la  periode  de  marche  normale. 

—  Dans  la  periode  de  marche  normale,  il  y  a  differentes  causes 
d'irregularite  dont  les  principales  sont  : 
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i°  La  presence  des  pieces  a  mouvement  allernatif; 

2°  L'intermiitence  dans  le  developpement  de  la  force  motrice 
qui  pent  etre  non  pas  constante,  mais  seulement  pe>iodique; 
ainsi,  dans  Ies  machines  a  simple  eflfet,  la  pression  de  la  vapeur 
sur  le  piston  agit  toujours  dans  le  meme  sens;  elle  agit  par 
exemple  quand  le  piston  monle  et  cesse  quand  il  descend;  Taction 
de  la  force  motrice  est  alors  intermiltente  et  pcriodique, 

3°  L'intermittence  dans  le  d6veloppement  de  la  resistance  utile, 
qui  peut  etre  non  pas  constante  mais  seulement  pcriodique, 
comme  quand  I'outil  est  un  pilon,  un  marteau,  etc. 

En  vertu  de  ces  causes  d'irr^gularile,  il  est  impossible  de  main- 
tenir  la  vitesse  angulaire  w  constante  et  egale  a  la  vitesse  de 
regime  d^siree  £2;  le  mouvement  de  la  machine  est  sensiblement 
periodique,  c'est-a-dire  qu'il  existe  un  intervalle  de  temps  au  bout 
duquel  la  machine  se  retrouve  dans  la  meme  position  et  coreprend 
la  meme  valeur;  cet  intervalle  de  temps  sera,  par  exemple,  le 
temps  que  met  l'arbre  principal  a  faire  un  tour,  c'est-e-dire  8  a 
croitre  de  27r.  Quand  la  machine  a  marche  pendant  cet  intervalle 
de  temps,  elle  revient  au  meme  etat  gcomeHrique  et  mecanique; 
on  dit  qu'elle  a  decrit  un  cycle.  L'egalile  entre  le  travail  moteur 
et  le  travail  resistant  n'a  pas  lieu  a  chaque  instant;  mais,  quand  il 
s'est  Ccoule  un  cycle,  les  vitesses  redevenant  les  memes,  la  varia- 
tion de  force  vive  pendant  uu  cycle  est  nulle,  et  l'on  a  l'equation 

ou  I'indice  superieur  c  indique  qu'il  s'agit  du  travail  pendant  un 
cycle. 

Le  rapport 

%g       _  ©| 

%fn 

s  appelle  le  rendement  de  la  machine.  Le  rendement  est  toujours 
plus  petit  ([ue  I,  parce  qu'il  est  impossible  de  faire  disparailre 
completcment  les  resistances  passives. 

Coefficient  de  regularisation.  —  La  vitesse  angulaire  co,  rede- 
venant la  meme  apres  chaque  cycle,  passe  evidemment  au  moins 
par  un  maximum  et  par  un  minimum  dans  chaque  cycle.  Soientto, 


552  DYNAMIQUE  DES  SYSTEMES. 

le  plus  grand  maximum  et  co2  le  plus  petit  minimum;  on  veut  que 
la  vitesse  angulaire  moycnne  pendant  un  cycle,  vitesse  qu'on 

regarde  comme  egale  a  W|  ^  >  soit  precis^ment  la  vitesse  de 
regime  Q,  donnee  a  l'avancc, 

t^i  -+-  Q>2  £) 

2 

En  outre,  pour  que  la  marche  soit  aussi  reguliere  que  possible, 
e'est-a-dire  pour  que  la  vitesse  augulaire  w  s'ecarte  peu  de  sa 
valeur  moyenne,  il  fautque  w4  —  g>2  soit  aussi  petit  que  possible, 
ou  encore  que  le  rapport 

U)]    OJo 

Q 

soit  aussi  petit  que  possible.  En  designant  ce  rapport  par^,  on 
appelle  n  le  coefficient  de  regularisation)  on  a  alors 

Q 

0)j          too  =  — J 

n 

et  la  regularite  sera  d'autant  plus  grande  que  n  sera  plus  grand. 
Nous  verrons  plus  loin  comment,  pour  une  machine  donnee,  en 
ajoutant  un  volant  a  la  machine,  on  arrive  a  faire  que  n  ait  une 
valeur  donnee  a  l'avance.  Pour  cela,  nous  commencerons  par  pre- 
ciser  la  forme  analytique  de  l'equation  des  forces  vives. 

529.  Expression  approchee  du  travail.  —  Dans  la  marche  nur- 
male,  les  forces  tant  motrices  que  resistantes  dependent  des  posi- 
tions et  des  vitesses  de  leurs  points  d'appiication.  Mais  l'inlluence 
de  la  position  est  g^ncralement  preponderante,  et  Ton  pent 
approximativement  admettre  que  les  forces  ne  dependent  que  des 
positions  des  points  d'application,  e'est-a-dire  de  6;  la  somme  de 
leurs  travaux  £l£mentaires  est,  dans  cette  hypothese,  de  la  forme 

(i)  %e=g(*)d&. 

Equation  des  forces  vives.  —  Gette  equation  est  alors 


*rf[A-h/(  6  )j««=*(e  )d\% 
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d'ou,  en  integrant  de  o  a  0  el  appelant  co0  la  vitesse  angulaire 
ponr  0  —  o, 

(3)  [A  -t-/(fj)]io2—  [A+/'(o)|  (»;-;  =  2  /  ^(0)r/0=2©0, 

©e  desiguant  le  travail  total,  tant  moteur  que  resistant,  accompli 
depuis  la  position  qui  correspond  a  la  valeur  0  =  o.  jusqu'a  la 
position  qui  correspond  a  une  valeur  quelconque  de  0.  Ge  tra- 
vail     est,  comme /(0),  une  fonction  de  0  de  periode  2  7r. 

Dans  ces  conditions,  les  positions  de  la  machine  pour  lesquelles 
In  force  vive  est  max/mum  ou  minimum  sont  les  positions  d'equi- 
libre  de  la  machine,  c'est-a-dire  les  positions  dans  lesquelles  la 
machine  ne  dcmarrerait  pas,  si  on  l'y  placait  sans  vitesses,  les 
forces  ayant  les  memes  valeurs  que  dans  la  marche  normale.  Cela 
r6"sulte  du  principe  des  vitesses  virtuclles;  en  efTel,  pour  le 
displacement  unique  S)  qu'on  pent  imprimer  a  la  machine, 
la  somme  des  travaux  des  forces  est 

les  positions  d'equilibre  sont  done  fournies  par  Fequation 

*(0)  =  o, 

qui  donne,  en  meme  temps,  les  maxima  et  les  minima  de  la  force 
vive. 

L'cquation  (3)  montre  comment  interviennent  les  diverses 
causes  qui  empechent  co  d'etre  constant  dans  la  marche  normale. 
L'influence  des  pieces  oscillantes  se  manifeste  par  le  terme  /(0); 
celle  de  rirregularite"  dans  le  travail  moteur  et  resistant,  par  le 
terme  ©e  variable  avec  0  et  ne  s'annulant  que  periodiquement 

Maximun  et  mini  mum  de  w.  —  Dans  la  formule  (3),  w2 
est  une  fonction  period ique  de  0,  reprenant  la  meme  valeur  apres 
an  cycle,  quand  0  a  augmenle  de  27:.  Nous  simplifierons  cette 
('qua tion  en  ncgligeant  completement  l'inlluence  des  pieces  oscil- 
lantes, qui  est  faible  on  general.  Alors  /(0)  est  regardc  comme 
mil.  et  Ton  a 


(4) 


A  (0-  ==  A  to  I  -t-  ?.  ^o- 
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Appolons  ¥>i  et  ©2  ^e  maximum  et  le  minimum  de  fc&o  quand  8 
varie  de  o  a  27r;  a  ces  valeurs  correspondent  le  maximum  &><  et  le 
minimum  wa  de  w  : 

A  tof  =  Au)o+2Sj,       A  u>f  =  A 105  -+-  2 ©j ; 

d'ou  en  retranchant, 

A  {Oil  —  w2)  (o>!  -f-  0J2)  =  2(©i  —  ©2). 

Mais  on  a  pose,  en  appelant  12  la  vitesse  de  regime  et  n  le  coef- 
ficient de  r^gularisalion, 


On  a  done 


03,  -+-  Oio  12 

  =  Si,  OJ]  — ■  0)o  =  — 

•2  n 


n 


(5)  A=-(©,-<S2). 

530.  Volants.  —  Le  volant  est  une  roue  suppl^mentaire  en 
fontc  mont^e  sur  l'arbre  moteur;  cette  roue  a  ordinairement  un 
grand  rajon,  et  sa  masse  est  reported,  aulant  que  possible,  sur 
la  circonfe rence  ou  elle  forme  une  couronne,  de  facon  que  le 
moment  d'inertie  1  du  volant  par  rapport  a  l'axe  soit  considerable. 

L'addition  du  volant  permel  de  r^gnlariser  la  marche  normale, 
de  maniere  que  le  coefficient  de  r^gularisation  n  prennc  une 
valeur  donn^e.  En  effet,  avant  l'addition  du  volant,  la  force  vive 
des  pieces  tournantes  £tait  Am2;  apres,  elle  devient 

(A  -h  I)(02} 

et  l'equation  (5)  se  trouve  remplac^s  par  la  suivante  : 

(G)  A  +  I  =  ^(^-©0. 

Comme  <&l ,  ^2  et  £2  sont  connus,  et  que  n  croit  avec  I,  on  regu- 
larise le  mouvement  d'autant  plus  qu'on  prend  I  plus  grand. 

Calcul  du  volant.  —  Supposons  n  donn£;  alors,  on  construit 
un  volant  dont  le  moment  d'inertie  est 

(7)  I  =  p(SiVS2); 


cette  valeur  est  plus  grande  que  celle  qui,  d'apres  la  formule  (6), 
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serail  striclement  n6cessaire  pour  que  le  coefficient  de  regularisa- 
tion  nil  la  valeur  donnce.  Par  suite,  ce  volant  regularisera  le  mou- 
vement  plus  qu'il  n'cst  demande.  Pour  calculer  la  masse  a  donner 
a  la  couronne,  on  fait  le  calcul  en  ne  tenant  pas  compte  du  mo- 
ment d'inertie  des  bras  et  du  moyeu,  et  en  supposant  le  volant 
reduit  a  la  seule  couronne.  Cette  approximation  a  encore  pour 
diet  d'accroite  la  regularile;  car,  en  r^alite,  le  moment  d'inertie 
du  volant  ainsi  conslruit  est  sup^rieur  a  celui  que  definit  la  for- 
mule  (7). 

Le  volant  elant  reduit  a  la  seule  couronne  de  poids  P  et  de 
P 

masse  —  >  on  calcule  son  moment  d'inertie,  en  supposant  la  cou- 

ronne  remplacee  par  line  circonference  materielle  de  poids  P  dont 
le  rayon  est  le  rayon  moyen  R  de  la  couronne.  On  a  ainsi,  pour 
le  moment  d'inertie  du  volant, 


et,  en  ecrivant  que  le  moment  d'inertie  verifie  la  condition  (7), 
-R?=  —  Si). 

Si  Ton  remarque  que  est  la  vitesse  lin^aire  moyenne  V  d'un 
point  de  la  couronne,  on  a  enfin  la  formule  de  Poncelet  : 

(8)  PV2=  ng{%,  —  ^\ 

qui  donne  P. 

On  pent  aussi  ccrire  cette  formule  comme  il  suit,  en  multi- 
pliant  et  divisant  par  le  travail  utile  %^  produit  pendant  un  cycle  : 


Le  premier  facteur  c  ~  c ~  est  un  rapport  num^rique  indepen- 

dant  des  unites.  Ouant  aux  aulres  termes,  on  leur  donne  la  forme 
suivante  : 

Supposons  une  machine  de  \(/,  chevaux  dont  le  volant,  fasse  N 
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tours  par  minute.  Alors,  on  a  d'abord  pour  la  vitesse  Vd'un  point 
de  la  circonference  (l'unit6  de  temps  ctant  la  seconde) 


V  = 


60 


Pour  avoir  le  travail  utile  Vfu  pendant  un  tour  de  volant,  remar- 
quons  que  pendant  une  minute  (N  tours)  le  travail  utile  est  N  t% 
kilosrammetres  :  com  me  une  machine  d'un  cheval  donne  75kgm  de 

N  c&c„ 

travail  utile  en  une  seconde,  la  machine  consideree  donnant 


68 


kilogram  metres  par  seconde  est  de  - 

N<5 


60.76 

On  aura  done  d^finitivement 

ng  (%  - 


60.75 
=  Nc/l. 


hevai 


P  = 


V- 


60. 75 


Daus  chaque  cas  particulier,  le  seul  nombre  a  calculer  est 

—  %, 


Exe  triple 


Considerons  un  arbre  tournant  O   (Jig.  274)>  que 


Fig.  274. 


supposerons  horizontal,  Imaginons,  pour  simplifier,  que  les  diverses  resis- 
tances soient  constantes  et  agissent  d'une  maniere  continue.  Nous  pourrions 
alors  les  remplacer  par  une  force  unique  de  grandeur  F  constante,  tangente 
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a  un  cercle  de  rayon  constant  OA  =  a.  Quant  a  la  puissance,  nous  la  sup- 
poserons,  comme  dans  touies  les  machines  a  vapeur,  appliquee  a  un 
organe  anime  d'un  mouvement  alternatif  et  transmettant  un  mouvement 
de  rotation  a  Tarbre  O  par  Tintermediaire  d'une  bielle  QB  et  d'une  mani- 
velle  OB  de  longueur  b.  Nous  supposerons  1'efTort  du  moteur  Q  constant 
en  grandeur  et  direction ;  nous  admettrons  done  que  la  bielle  QB  reste  paral- 
lele  a  une  direction  fixe  et  que  Teflon  Q  s'exerce  suivant  cette  bielle,  de 
facon  a  faire  tourner  Tarbre  dans  le  sens  de  Ja  fleche  (Bour,  Cours  de 
Mecanique  et  Machines,  3°  fasc,  p.  236).  Divers  cas  sont  a  distinguer, 
suivant  la  facon  dont  s'exerce  TefFort  moteur. 

Machines  a  simple  effet.  —  Une  machine  est  dite  a  simple  effel  quand 
Teflort  moteur  Q  agit  toujours  dans  le  meme  sens,  par  exemple  en  descen- 
dant sur  la  figure;  Taction  du  moteur  est  alors  intermittente  et  s'exerce 
seulement  pendant  une  demi-revolution  de  la  manivelle  pendant  que  ]e 
bouton  va  de  B'  en  B". 

Cherchons  d'abord  quelle  relation  doit  exister  en  Q  et  F  pour  que  le 
mouvement  soit  periodique. 

S"il  en  est  ainsi,  apres  un  tour  entier,  le  point  B  devra  reprendre  la 
meme  vitesse,  ce  qui  exige  que  le  travail  de  la  force  Q  soit  egal  a  celui  de 
la  force  F.  La  force  Q  produit,  pendant  la  descente,  le  travail  2Q6,  et 
n'agit  plus  ensuite.  La  force  F,  qui  agit  constamment,  effectue  un  travail 
negatif  egal  au  produit  de  F  par  Ja  circonference  nza.  On  a  done 

(9)  2Q7>  ==  ik¥  a. 

Cette  condition  est  evidemment  suffisante.  Supposons-la  realisee  et  cher- 
chons  a  (juelles  positions  du  point  B  correspondent  des  maxima  011  des 
minima  de  la  vitesse  angulaire  to  ou  du  travail  *Sq.  En  appelant  6 
Tangle  B'OB,  le  travail  total  tant  moteur  que  resistant,  developpe  depuis 
le  moment  ou  0  est  nul  jusqu'au  moment  ou  il  atteint  la  valeur  6  moindre 
que  3C,  est 

(10)  ©0  =  6Q  (1  —  cosO)  —  F«0  =  F«[>(i  —  cosO)  —  0], 

d'apres  (9).  Quand  0  depasse  tt,  la  force  Q  cesse  d'agir,  et  la  valeur  ^0  du 
traxail  developpe  depuis  le  moment  ou  0  est  nul  devient 

=  Ya{i%  —  6). 

Le  maximum  et  le  minimun  de  ^0  correspondant  aux  valeurs  de  0,  qui 
annulent  la  derivee  de  (10) 

(11)  sin  0  =  —  • 

Cette  equation  a  deux  racines  comprises  entre  o°  et  180';  ce  sont 

82=o,io3iJc=  i8°33',G, 
8j  ==  0.89G9-  =  1O1  "?.(')',  \. 
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La  premiere  donne  un  minimum  pour  le  travail,  la  deuxiemt;  un 
maximum 

Lorsrjue  le  point  13  remonte  de  B"  a  B,  les  seules  forces  appliquces  etant 
resistantes,  le  travail  dccroit  constamment  done,  pour  un  tour  entier, 
$?i  est  bien  le  maximun  et  %%  le  minimum  du  travail.  Galculant  %\  et  £>•>, 
on  a 

—      =  F  u{ik  cos  02  -+-  2  0>  —  x )  =  2  -  a F . o , 5*5 1 7, 
car  0i  ==  ~  —  09.  La  formule  generale  (8)  donne  ensuite 

Gette  formule  donne  P,  puisque  V  est  connu. 

Soient,  comme  plus  haut,  N  le  nombre  de  tours  de  volant  par  minute. 
Nc/,  le  nombre  de  chevaux-vapeur  mesuraut  la  puissance  de  la  machine. 

N 

Le  nombre  de  tours  par  seconde  est  —  et  le  nombre  de  kilogrammelres 
1  ho 

de  travail  resistant,  par  seconde,  est 

v  N 
60 

En  negligeant  le  travail  passif,  on  voit  que  cette  expression  donne  le 
travail  utile  effectue  par  seconde.  La  puissance  en  chevaux-vapeur  est 
alors 

•'''■'ir-  N 

Nc/i  =2-  a  F  , 

bo.  75 

et  la  formule  devicnt 


PV2  =  24300 


Manivelle  simple  a  double  effet.  —  Dans  cette  manivelle,  la  force 
motrice,  apres  avoir  agi  dans  un  sens  pendant  la  premiere  demi-circonfe- 
rence  B'BB",  devient  egale  -et  de  sens  contraire  pendant  la  deuxieme,  et 
produit  une  seconde  fois  le  meme  travail.  Le  travail  de  la  force  O  est 
done  double  et,  par  suite,  la  condition  de  periodicite  est 

4Q6.=  2xFa, 

et  le  travail  de  B'  en  B  : 


©9=  Q6(i  —  cosO)  —  FrtO  =  F«^(i-  cosO)  —  8  j. 

Le  maximum  et  le  minimum  corespondent  aux  valeurs  de  0  donne* 
par  1'equation 

"  sin  0  — 1  =  0: 

2 

d'ou  Ton  tire 

0,  =  39°32'35ff,       0,  =  i8o°— 02. 
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Tout  calcul  fait,  on  trouve 

on  environ  de  la  valeur  obtenue  ci-dessus;  ce  qui  met  bien  en  evidence 
I'inlluence  du  double  elTetsur  la  regularite  du  mouvement. 

Manivelle  double  a  double  effet  et  a  angle  droit.  —  Supposons  qu'au 
lieu  d1une  seule  manivelle  a  double  eflet,  il  y  en  ait  deux  a  angle  droit  OB 
et  OB",  sur  lesquelles  agissent  des  forces  egales  Q. 


Fig.  275. 


La  condition  de  periodicite,  puisqu'il  y  a  deux  forces  egales  a  Q,  devient 

86Q  =  9.7zaF. 

Le  travail  B'  en  B  est  ici 

@6>=!  6Q(l— cos.e)4l  feQ^pos  ~  —  cos  ^6  +  ^  J  —  Fa 6, 

et,  en  remplacant  Q  par  sa  valeur, 

$0=  -^[(i  — cosG-h  sin  0)  7T  —  40]. 
4 

Le  minimum  ct  le  maximum  sont  donnes  par  l'equation 

4 


*in  0  +  cos  0  = 


lis  correspondent 


02=  i9»i 


0,  =  70P48'. 
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On  a,  tout  calcul  fait, 

PV2  =  400  J 

soit  environ  la  dixieme  partie  du  resultat  d'une  maniveile  a  double  efl'et. 

On  peut  done,  par  cettc  disposition,  reduire  a  peu  pres  dans  le  rapport 
de  1  a  10  le  poids  du  volant,  sans-  augmenter  la  difference  des  vitesses 
angulaires  maxima  et  minima. 


531.  Regulateurs.  —  Nous  nous  sommes  occupes  jusqu'a  pie- 
sent  de  la  marche  nor  male,  et  nous  avons  vu  comment  le  volant 
diminue  les  oscillations  de  la  vitesse  aulour  de  sa  valeur  moyenne. 
Mais  il  peut  surveuir,  a  un  moment  donn6,  des  changements  dans 
le  moleur  ou  dans  les  resistances  uliles,  de  sorte  qu'il  tend 
a  s'6tablir  un  autre  regime  ou  line  autre  vitesse  moyenne.  II  est 
important  d'empecher  celte  variation  dans  la  vitesse  de  regime  : 
e'est  la  fonction  des  regulateurs.  JNous  nous  borncrons  ici  a  quelques 
considerations  generales  sur  les  regulateurs,  emprunl^es  a  un 
article  de  M.  Lcaute,  dans  la  Revue  generate  des  Sciences 
(octobre  1890). 

But  et  definition  des  regulateurs.  —  Les  regulateurs  sont 
des  appareils  qui  ont  pour  objet  de  maintenir  dans  des  limiles 
aussi  rapprochees  que  possible  les  variations  de  la  vitesse  moyenne 
d'une  machine,  dues  aux  modifications  que  subissent  la  puissance 
ou  la  resistance. 

On  donne  souvent  cetle  definition  sous  une  forme  plus  conciso 
en  disant  que  les  regulateurs  ont  pour  but  de  maintenir  la  vitesse 
constante  malgre"  les  pertubalions  de  la  resistance  ou  de  la  puis- 
sance. 

Pour  que  la  vitesse  moyenne  d'une  machine  puisse  rester  fixe, 
il  faut  qu'a  cette  vitesse  il  y  ait  equilibre  entre  le  travail  moteur 
et  le  travail  resistant.  Or  cet  Equilibre  peut  etre  trouble"  pour 
diverses  raisons  : 


Puissance. 


Variations  dans  le  niveau  de  Feau 
pour  les  moteurs  hydrauliijues. 

Variations  dans  la  pression  de  la 
chaudiere  pour  les  moteurs  a 
vapeur  


Variations  generalement 
peu  importantes. 
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/  Les  outils  commanded fonctionnent  \  Ce    sont    les  pertuba- 

d'une  maniere  intermittente. . .  i     tions  les  plus  impor- 

—  !      tantes    et   les  seules 
On  debraye  des  outils  en  marche.  (     memes  qu'il  y  ait  lieu, 

—  \     en  general,  de  consi- 
On  ernbraye  des  outils  au  repos  .  /  de'rer. 

De  ces  differentes  causes  resultent  des  variations  de  vitesse  dont 
les  efiets  deviennenl  nuisibles  quand  elles  depassent  certaines 
limites,  et  qu'il  faut  des  lors  eviter. 

On  peut  retablir  l'equilibre  trouble  entre  les  travaux  moteurs 
et  resislants  sans  changer  la  vitesse  moyenne,  en  agissant  sur  Fun 
ou  l'autre  des  deux  termes  :  puissance  ou  resistance.  Si,  par 
exemplc,  on  a  debraye  les  outils  en  marche,  ce  qui  a  eu  pour  con- 
sequence d'augmenter  la  vitesse,  on  la  ramenera  a  sa  valeur  pri- 
mitive, soit  en  augmentant  la  resistance  de  ce  dont  clle  a  cte 
diminuee,  soit  en  diminuantla  puissance  d'une  qua  n  tile  convenable. 

Mais  entre  ces  deux  procedes,  equivalents  en  theorie,  il  n'j  a 
pas  a  hcsiter  en  pratique  :  le  plus  avantageux  ^videmment,  au 
point  de  vue  de  l'economie  de  travail  depense,  consiste  a  ne  pas 
creer  de  resistances  supplementaires  et  a  regler  la  puissance  sui- 
vant  le  travail  a  elfectuer ;  on  reserve,  en  general,  le  nom  de  regu- 
lateurs  aux  mecanismes  qui  agissent  de  cette  maniere. 

On  a  ainsi  la  definition  des  regulateurs  : 

Les  regulateurs  sont  des  appareils  qui  reglent  automatique- 
rnenl  le  travail  depense,  de  fagon  a  maintenir  a  peu  pres  con- 
stant e  la-  vitesse  moyenne  du  moteur,  malgre  les  variations  de 
la  resistance  ou  de  la  puissance. 

Difference  entre  le  role  du  regulateur  et  celui  du  volant.  — 
Le  volant  agit  aussi  pour  regulariser  le  mouvement;  mais  son 
action  est  tout  a  fait  distinclc  de  celle  du  regulateur  :  il  ne 
s'adressc  pas  aux  memes  causes  d'irregularite ;  il  n'a  d'influence 
que  sur  les  variations  momcntanees  de-  vitesse;  il  regularise  le 
mouvemenl  quand  celui-ci  est  deja  periodiquement  uniforme,  et 
diminue  l'ecart  des  vitesses  extremes  qui  existent  pendant  la 
duree  de  La  pdriode;  ma  is  il  est  sans  edet  pour  maintenir  a  la  vitesse 
moyenne  la  me*mevaleur,  d'une  periode  a  une  autre,  quand  la  resis- 
tance varie;  il  peut  bien,  en  cas  de  pertubation,  rend  re  moins 

APPBLLi  —  Traitd  dc  Meranique.  II.  .'<•> 
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brusque  lc  passage  d'un  etat  de  regime  au  suivant,  mais  il  est  inca- 
pable de  modifier  en  rien  La  vitesse  que  prendra  la  machine  dans 
son  nouvel  etn  I . 

On  pent  resumer  celte  difference  d'action  du  r^gulateur  et  du 
volanl  en  disant  :  le  volant  agit  sur  les  oscillations  de  la  vitesse 
autour  de  sa  valeur  moyenne;  le  regnlateur ,  au  contraire, 
agit  sur  la  vitcsse  moyenne  que  font  varier  les  perturbations 
sur  venues  dans  le  regime 

Regulateur  de  Watt.  —  Le  regnlateur  le  plus  simple  est 
celui  de  Watt;  il  est  construit  de  la  facon  suivante  : 

Quatre  verges  rigides,  6gales  deux  a  deux,  sont  disposees  dans 
un  plan  et  articulees,  a  charnieres,  savoir  :  en  A  {fig.  276)  sur  un 


\ 


Fig.  276. 


arbre  tournant  vertical  AT,  en  B  et  en  D  011  elles  forment  un  angle 
variable,  en  G  sur  un  manchon  qui  enloure  l'arbre  AI,  le  long 
duquel  il  peut  glisser.  Les  points  P  et  P'  sont  les  centres  de  deux 
boules  mctalliques.  Tout  le  systeme  est  entraine  par  la  rotation 
de  l'arbre  AI,  et  a  chaque  vitesse  angulaire  correspond  une  posi- 
tion d'equilibre  relatif  des  boules.  Quand  la  vitesse  croit,  les 
boules  s'6cartent  et  font  monter  le  manchon  qui,  par  l'interme- 
diaire  d'un  systeme  de  Ieviers,  ferme  partiellement  la  valve  d'ad- 
mission  de  la  vapeur.  Quand  la  vilesse  decroit,  les  boules  se 
rapprochent,  le  manchon  descend  et  ouvre  plus  grande  la  valve 
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d'admission.  Pour  une  etude  plus  approfondie  de  ces  apparcils, 
uous  renverrons  au  cours  professe  par  Poncelet  a  lecole  de  Melz, 
et  a  la  Mecanique  de  Bour. 

Machines  mobiles.  —  Les  theoremes  generaux  qui  precedent 
s'appliquenl  aux  machines  mobiles  :  on  pourra  consuller  a  eel 
egard  un  article  de  M.  E.  Gollon  (Bulletin  de  la  Societe  mathe- 
matique,  t.  XXXIX.  191  i,  p.  1). 


II.  —  SIMILITUDE  EN  MECANIQUE  :  MODULES. 

532.  Similitude.  —  L<i  theorie  de  la  similitude  est  intimement 
lice  a  celle  de  riiomogeneite\  Nous'examinerons  successivement 
la  similitude  en  Geometrie,  en  Cinematique,  en  Mecanique. 

Similitude  en  Geometrie.  —  Imaginons  une  figure  de  Geo- 
metrie A  et  construisons  une  figure  semblable  a  :  par  exemple, 
A  sera  une  statue  et  a  une  reduction  de  celle  statue.  Si  L  est  la 
longueur  d'une  ligne  de  A  el  Ha  longueur  de  la  ligne  correspon- 
dence dans  a,  le  rapport 


s'appelle  le  rapport  de  similitude. 

Ainsi,  en  supposant  le  rapport  de  similitude  A=  ^>  on  dira 
que  la  statue  a  est  la  reduction  au  dixieme  de  A. 

Dans  ces  conditions,  si  S  est  l'aire  d'une  portion  de  surface 
de  A  et  s  l'aire  de  la  portion  de  surface  correspondante  de  a,  on  a 


De  meme,  si  P  est  le  volume  d'une  certaine  partie  de  A  et  p  le 
volume  correspondant  de  a,  on  a  aussi 


II  resulle  de  la  que  si,  dans  la  figure  A,  en  prenant  une  unite  de 
longueur  arbitraire,  il  exisle  une  relation 

(i)  /(Li,  L2,        Si,  S2,        P,,  P2,  ...)  =  o. 
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entre  certaincs  longueurs  hi}  L2,  .  .  . ,  cerlaines  aires  Si,  S2,  .  .  . , 
et  certains  volumes  P<,  P2,  dans  la  figure  a  on  aura,  entre  les 
longueurs,  les  surfaces  et  les  volumes  correspondants  /4,  L>.  .  .  ., 

Si,  s2,  •  •  ■ ,  fi ,  Pn  ..,1a  meme  relation 

(2)  f(li,  h,  . . .,  tu       •  •  *>Pu  P«-i     ■)  =  o. 

En  efFet,  la  relation  (1),  etant  vraie  quelle  que  soit  l'unite  de 
longueur,  est  vraie  si  Ton  prend  une  unil6  de  longueur  X  fois  plus 
petite.  On  a  done,  d'apres  les  regies  de  l'homogeneite, 

/(XLi,  XL2,        X«St,  X*S2,        l*Pu  X*P2,  ...)  =  o, 

ce  qui  est  prccisement  la  relation  (2,). 

Ainsi,  dans  une  pjramide,  le  volume  P  est  le  tiers  du  produit 
de  la  base  S  par  la  hauteur  II 

P  =  |SH; 
dans  un  modele  reduit,  on  a  aussi 

p  =  \sh. 

Similitude  en  Cinematique.  —  Soit  un  sjsteme  materiel  qui 
se  meut  par  rapport  a  un  triedre  rectangle  fixe  OXYZ  a  un 
instant  T,  ce  sjsteme  forme  avec  OXYZ  une  figure  geomeHrique  A 
qui  varie  avec  T. 

Imaginons  ensuite  un  deuxieme  sjsteme  en  mouvement  par 
rapport  a  un  triedre  rectangle  fixe  Oxyz  et  remplissant  les 
conditions  suivantes  :  on  peut  eHablir,  entre  deux  instants  t  et  T, 
une  relation 

«=/(T) 

telle  que  le  second  sjsteme,  a  l'instant  t,  forme  avec  Oxyz  une 
figure  a  semblable  a  la  figure  A  formed,  a  l'instant  T,  par  le  pre- 
mier sjsteme  et  le  triedre  OXYZ,  le  rapport  de  similitude  X  de 
ces  deux  figures  etant  constant. 

Dans  ces  conditions,  les  deux  sjstemes  passent  par  une  suite  de 
positions  et  de  formes  qui  sont  g£om£triquement  semblables. 

On  dit  que  les  deux  mouvements  sont  cinematiquement 
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semblables  si  la  relation  entre  les  instants  correspondants  t  etT, 
ou  les  deux  systemes  a  et  A  sont  semblables,  est  de  la  forme 

t-t0=x(T  -T0), 

t  designant  une  constante,  et  tu,  T0  deux  instants  correspon- 
dants particuliers. 

II  existe  nlors  deux  rapporls  de  similitude  constants,  1'unApour 
les  longueurs,  l'autrc  z  pour  les  temps. 

Trajectoires  de  deux  points  homologues.  —  Soient  P  et  p 
les  positions  de  deux  points  homologues  des  figures  A  et  a  aux 
instants  correspondanls  T  et  P0  et  p0  leurs  positions  aux  ins- 
tants T0  et  f0.  Les  arcs  de  trajectoires  P0P  et  pQp  des  deux 
points  sont  semblables,  et  leur  rapport  de  similitude  est  A.  En 
efFet,  d'apres  les  hypotheses  failes,  les  deux  rayons  vecleurs  OP 
et  Op  sont,  aux  instants  correspondants  T  et  t,  orients  de  la 
meme  facou  par  rapport  aux  triedres  OXYZ  et  Oxyz,  et  le  rap- 
port de  ces  rayons  ei>t  1.  Les  points  P  et  p  d^crivent  done  des 
arcs  semblables,  et  les  longueurs  L  et  I  de  ces  arcs  P0P  et  p0p 
sont  dans  le  rapport  A  : 

/ 

L  ~ 


Vitesses  et  accelerations  de  deux  points  correspondants.  — 

Soient  V  et  v.T  ely  les  vitesses  et  les  accelerations  de  deux  points 

correspondants  P  et p  aux  instants  T  et  t.  Les  vecteurs  V  et  T  out 
pour  projections,  sur  OXYZ. 

(V) 

(T) 

en  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnees  de  P  par  rapport  a  OXYZ. 
De  m£me,  v  et  y  ont  pour  projections,  sur  Oxyz, 


dX. 

dX 

dZ 

dT> 

'  dT' 

2?' 

d°-x 

d*Z 

dT^ 

dT^ 
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Gomme 

X  =  A  X ,         v  =  aY,        -  =  A  7, 
dt  =  t  d'Y, 


on  voit  que  les  vecteurs  V  et  T  d'une  part,  v  et  y  d'aulre  part  sont 
semblablement  places  dans  les  deux  figures  A  et  a  aux  instants 
correspondants,  et  que  leurs  longueurs  V,  T,  v  y  sont  liees  par  les 
relations 


[..'application  du  principe  d'homogeneite  montre  que,  si  dans  le 
premier  mouvement  il  existe,  entre  des  longueurs,  des  surfaces 
des  volumes,  des  vitcsses,  des  accelerations,  une  relation  inde- 
pendante  du  choix  des  unit6s  de  longueur  et  du  temps,  cetle  meme 
relation  existera  dans  le  deuxieme  mouvement. 


Similitude  en  Mecanique.  —  Gonsiderons  deux  sjstemes 
materiels  cinematiquement  semblables,  et  supposons  que  les 
masses  m  et  M  de  deux  portions  homologues  des  deux  systemes 
soient  dans  un  rapport  constant  jul, 

m  =  ;j.  M , 

le  meme  pour  toutes  les  masses  du  systeme  :  les  deux  systemes 

sont  alors  mecaniquement  semblables. 

>      . '  .  -  ^      ]  ■ 

Soient  alors  F  et/  les  forces  qui  agissent  sur  deux  particules 

homologues  des  deux  systemes  aux  instants  T  et  M  et  m  les 
masses  de  ces  deux  particules,  T  et  y  leurs  accelerations.  On  a 

>  >  >  > 
F.  =  Mr,      /=  my. 

Les  deux  forces  sont  done  semblablement  placees  dans  les  deux 
systemes;  en  outre,  leur  rapport  est  constant; 

f  _  m  Y  _  fiX 
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Si  done  on  appelle  cp  le  rapport  constant  des  forces  homologues 
aux  instants  t  et  T,  on  a 

(3)  ?  =  f- 

Gette  relation  fondamentale  dans  la  similitude  en  Mecanique 
montre  que  trois  des  quatre  rapports  de  similitude  A,  t,  cp 
peuvent  etre  pris  arbitrairement,  mais  le  quatrieme  est  alors 
determine  par  celte  relation  (3). 

On  voit  immedialement,  d'apres  les  principes  de  l'homogen£it6 
(n°  76),  que  si,  dans  le  premier  systeme  il  existe  une  relation,  inde- 
pendante  du  choix  des  unites,  enlre  des  longueurs,  des  surfaces, 
des  volumes,  des  masses,  des  vitesses,  des  accelerations,  des  forces, 
la  meme  relation  a  lieu  entre  les  elements  homologues  du  second 
systeme. 

La  relation  exprimee  par  l'equation  (3)  a  deja  ete  donnee  par 
Newton  dans  les  Philosophise  naturalis  principia  mathematical 
(Livre  II,  Section  I,  Proposition  XXXII). 

Gette  th^orie  de  la  similitude  et  son  application  a  Vetude  d'  une 
machine  sur  un  modele  reduit  ont  fait  I'objet  d'un  M6moire  de 
Joseph  Bertrand  intitule  :  Note  sur  la  similitude  en  Mecanique 
{Journal  de  V  Ecole  Poly  technique,  XXXIP  Cahier).  On  pourra 
egalement  consulter,  a  ce  sujet,  un  Cliapitre  consacr6  a  l'homog^- 
neite  et  a  la  similitude  dans  l'Ouvrage  de  M.  Pinchon  :  Intro- 
duction a  Vetude  des  systemes  de  mesures  usitees  en  Physique. 

Etude  d'une  machine  sur  un  modele  reduit.  —  Le  theoreme 
de  Newton  conduit  souvent  a  des  conclusions  pratiques  d'un  haul 
intcret;  on  devra  l'appliquer,  en  particulier,  lorsqu'il  s'agira 
d'etudier  une  invention  mdcanique  sur  un  petit  modele,  sans  qu'on 
puisse  songer  a  realiser  cette  invention  en  grandeur  d'ex^cution. 

Exemple  I.  —  Imaginons,  par  exemple,  que  nous  ayons  un 
modele  reduit  d'un  certain  type  de  locomotive  et  designons  par  A 
le  rapport  de  similitude  geometrique  de  ce  modele  a  la  locomo- 
tive a  construire;  le  rapport  des  aires  est  A2  et  le  rapport  des 
volumes  A'.  Si  Ton  suppose  que  les  mat^riaux  sont  identiques 
dans  la  machine  a  construire  et  dans  le  modele,  le  rapport  \x  des 
masses  est  6gal  a  X3,  et  il  en  est,  de  meme  pour  le  rapport  des 
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forces  dues  a  la  pesanteur;  on  a  done  cp  =  X3.  On  <m  conclut 
que  le  rapport  z  des  temps,  qui  est  y—  j  est  egal  a  y/X,  et  Ton 

en  deduit,  pour  le  rapport  des  vitesses,  -,j  ou  \f"k.  Ainsi  les  vitesses 

du  modele  et  de  la  machine  doivent  4tre  entre  elles  comme  les 
racines  carrees  des  dimensions. 

Geci  suppose  que  la  similitude  m^canique  est  realisce  entre  le 
modele  et  la  machine;  or,  il  faut  remarquer  que  les  forces  de  la 
pesanteur  ne  sont  pas  les  seules  forces  appliquees;  les  pressions 
de  la  vapeur  doivent  etre,  elles  aussi,  dans  le  rapport  X3  et,  comme 
elles  sont  proportionnelles  aux  surfaces,  e'est-a-dire  a  A2,  et  aux 
tensions  par  unite  d'aire,  il  faut  que  ces  tensions  soient  dans  le 
rapport  X;  ainsi  la  similitude  exige  que  la  tension  de  la  vapeur 
dans  le  modele  soit  dans  le  rapport  de  similitude  geometrique 
avec  la  tension  dans  la  machine  reelle. 

La  resistance  de  Pair,  proportionnelle  aux  aires  et  sensiblement 
aux  carres  des  vitesses,  e'est-a-dire  a  A2(y/X)2  ou  A3,  satisfait  a  la 
condition  cp  —  X3. 

Les  frottements  de  glisscment,  proportionnels  aux  pressions, 
seront  dans  le  rapport  de  ces  pressions,  e'est-a-dire  dans  le  rap- 
port X3. 

Enfin,  les  resistances  au  roulement  qui  peuvent  etre  considerees 
dans  le  cas  qui  nous  occupe,  comme  sensiblement  proportion- 
nelles aux  pressions  et  en  raison  inverse  du  diametre  des  roues, 

sont  dans  le  rapport  A:i  ^  ou  ).-.  si  la  maliere  des  roues  est  la  meme 

pour  le  modele  et  pour  la  machine;  la  resistance  au  roulement 
est  trop  forte  dans  le  modele. 

II  faudrait  done,  pour  realiser  la  similitude,  que  les  roues  du 
modele  soient  faites  avec  une  matiere  dont  la  resistance  au  roule- 
ment soit,  toutes  choses  egales  d'ailleurs,  inferieure  a  la  resistance 
au  roulement  que  donne  la  matiere  des  roues  de  la  machine,  le 
rapport  de  diminution  elant  le  rapport  de  similitude  geome- 
trique X. 

On  voit  ainsi  que,  pour  avoir  un  modele  quatre  fois  plus  petit 
que  la  locomotive  considerce  et  qui  lui  soit  entierement  compa- 
rable, il  faut  donner  a  ce  modele  une  vitesse  moitie  moindre, 
require  pour  cela  au  quart  la  tension  dela  vapeur  et  faire  les  roues 
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avec  une  substance  pour  laquelle  la  resistance  au  roulement  soit 
abaissee  au  quart. 

Si  Ton  reflechit  que  cette  derniere  condition  ne  saurait  etre  rea- 
lisce,  en  adineltant  qu'ellc  soit  possible,  sans  que  la  condition  de 
debut  sur  l'identite  des  rnateriaux  du  modele  et  du  type  ne  soit 
plus  satisfaite,  on  constate  que  Pemploi  des  modeles  reduits  ren- 
contre des  difficulles  et  donne  lieu  a  des  discordances  qu'il  est 
impossible  d'eviter  completemcnt,  parce  qu'elles  sont  inherentes  a 
la  nature  des  choses.  Et  ce  qui  precede  suffit  &  faire  comprendre 
de  quelles  precautions  doivent  etre  entourees  les  experiences  en 
petit  pour  fournir  des  conclusions  pratiques  rigoureuses.  (Leaute, 
Cours  de  VEcole  Poly  technique,  1901-1902). 

Exemple  II.  —  Supposons  comme  deuxieme  exemple,  qu'on 
veuille  construire  un  systeme  solaire  semblable  au  systeme  actuel, 
en  conservanl  a  la  constante  de  Tattraction  universelle  /la  meme 
valeur.  L'attraction  de  deux  particules  etant 

fmm 

''  ~, — ' 

r1 

si  les  masses  devenaient  p.  fois  plus  petites  et  les  distances  X  fois 
plus  pelites,  cette  attraction  deviendrait  cp  fois  plus  petite;  on 
a u rait  alors 


car  m  et  m'  seraient  multiplies  par  jul  et  f  par  /..  Comme  on  a,  en 
general, 

on  voit  qu'on  aurait 

~ .  p. ' 

Si  en  outre,  les  densit6s  restaient  les  memes,  par  exemple  si 
Ton  supposait  la  Terre,  la  Lune,  lc  Soleil  A  fois  plus  petits,  avec 
leurs  densil^s  actuelles,  on  aurait  |j.  =  As,  d'ou  t-  =  1 .  Les  temps 
ne  changeraient  pas. 
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